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ABSTRACT

The present work describe the implementation of one method used to resolve the Navier-Stokes
using a unstructured grid to simulated incompressible viscous laminar flow with a free surface,
developed by Hino, [4]. The method use the artificial compressibility concept developed by
Chorin, [2]. The Finite Volume Method is used for spatial discretization with a cell centered
layout. The convection and diffusion terms are evaluated with centered differences. The explicit
Runge-Kutta method is used for the time integration. The Free surface boundary condition is
implemented with a procedure that regenerates it, satisfying the Navier-Stokes equations inside
the domain. The numerical procedure is applied to the flow inside a 2D duct with constant section
and then with a 1:3 expansion. Finally, a flow passing over a submerged body with a free surface
is analyzed. Besides, the convergence rate of the process is analyzed varying the number of
cells and the step size of time.

RESUMEN

En el presente trabajo se describe la implementacion de un método para resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes usando una malla no estructurada para simular flujo laminar viscoso e
incompresible con influencia de superficie libre, desarrollado por Hino, [4]. El método emplea el
artificio de compresibilidad artificial desarrollada por Chorin, [2]. La discretizacién espacial se
desarrolla aplicando el método de Volimenes Finitos con un esquema de celda centrada. Los
términos de convecciodn y viscosos son evaluados con diferencias centradas. La integracion en
tiempo se desarrolla con esquema explicito. La condicion de frontera de la superficie libre es
implementada con un esquema que regenera el contorno de la dicha superficie, que resulta de la
satisfaccion de las ecuaciones de equilibrio dentro del dominio. El procedimiento numérico se lo
aplica al flujo dentro de un ducto 2D de seccidn constante y luego a uno que incluye expansion.
Finalmente se lo aplica al caso del flujo sobre un cuerpo sumergido con influencia de la
superficie libre. Ademas, se analiza el efecto del refinamiento de la malla 'y el tamafio del paso
del tiempo en la razén de convergencia del proceso implementado.



1. INTRODUCCION

La importancia de las ecuaciones de Navier-
Stokes radica en que gobiernan el
movimiento de cualquier fluido.
Lamentablemente existen pocas soluciones
analiticas, para casos muy sencillos, lo que
impide su aplicacion en muchas situaciones
de Ingenieria. Otra alternativa para analizar
flujos viscosos, es la utilizacion de modelos
para mediante la utilizacion de las leyes de
similitudes poder predecir el comportamiento
del fluido; lastimosamente esto requiere de
una gran inversibn para equipar los
laboratorios, y de gran cantidad de tiempo de
trabajo. Por estas razones, a comienzos de
la década de los 60 se volvié imperativo el
uso de herramientas computacionales (CFD
por sus siglas en inglés) para poder resolver
de manera numérica problemas mas
complejos con gran aplicacion en el area
aerodindmica.

En la actualidad el CFD es esta siendo
aplicado a problemas hidrodinamicos, en los
cuales a menudo la presencia de la
superficie libre influye en gran medida.
Problemas tipicos con presencia de
superficie libre en HidrodindAmica son fluidos
alrededor de un barco, olas oceanicas y
costeras, el liquido en un tanque entre otros.
Debido a que el contorno de la superficie
libre debe ser obtenido como parte de la
solucién, la generacion de la malla es
mucho mas importante que en casos sin
superficie libre.

El propodsito del presente trabajo es
implementar un método desarrollado por
Hino [4], aunque ciertas modificaciones han
sido implementadas debido a las limitaciones
con los equipos utilizados (Pentium 4 2.8
GHz.) A continuacion, el procedimiento
numérico es descrito y resultados son
comparados con datos medidos y otras
aproximaciones numericas.

2. FORMULACION
2.1 Ecuaciones Gobernantes
Las ecuaciones gobernantes de movimiento

de un fluido viscoso e incompresible en dos
dimensiones son:
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Donde x es la coordenada horizontal y y es
la vertical, positivo hacia arriba. (u,v) son los
componentes (x,y) de la velocidad. P es la
presion con componente hidrostatico. (F.,Fy)
son los componentes (x,y) de las fuerzas
externas.

Llamemos D a la profundidad del agua, y U
la velocidad en flujo uniforme, v p Ila

densidad del fluido,
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Y eliminando los primas, se obtiene la
ecuaciéon de Navier-Stokes de forma
adimensional
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Donde F, es el nimero de Froude definido
usando la constante gravitacional g y Re es
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el nimero de Reynolds donde ©» es la
viscosidad cinematica:
UL
Fn:—U , Re = — (7)
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Llamemos p* a la presion sin la componente
hidrostatica [3]. Ademas, los términos



viscosos pueden ser escritos de una manera
diferente

y
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Combinando las ecuaciones (8)-(13) con las
Ecuaciones Gobernantes pueden ser
escritos como
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Debido a que no hay un término asociado
con la variacion de la presién con respecto al
tiempo, intentar resolver este sistema de
ecuaciones con técnicas numéricas que
avancen en el tiempo se vuelve una tarea
dificil de implementar.

Cuando solo la solucién en el estado estable
es requerida, una aproximacién alternativa
llamada método de compresibilidad artificial
puede ser usada. En este método, propuesto
por Chorin [2], la ecuacion de continuidad es
modificada introduciendo un término de
seudo-compresibilidad.

% + au + Ll =0 (26)
ot ox oy
Llamemos a o una densidad artificial, f la

compresibilidad artificial y la ecuacién de
estado artificial es

p=p/p (27)

Por lo que la Ec (26) puede ser rescrita de la
siguiente manera:
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Cuando la solucion se vuelve estable, la
ecuacion (29) recupera la forma original de la
ecuacion (4). Debido que el sistema de
ecuaciones (29),(24), y (25) es hiperbdlico,
métodos numéricos para resolver ecuaciones
hiperbdlicas puede ser aplicado.

Escribiendo en forma vectorial el sistema de
ecuaciones se obtiene

o, de—e') o) (30)

ot OX oy
Donde
p* Pu pv
g=|u [,e=|u?+p*|,f=| uv
v uv vZ+p*
0 0
e¥ =|wx|,f¥ =]y
XY vy
2.2. Discretizacion en el Espacio



La discretizacion en el espacio es basada en
el método de volumenes finitos. EI dominio a
resolver es dividido en celdas de distribucion
arbitraria (mallas no estructuradas). En este
caso las celdas a utilizarse tendran forma
triangular. El layout centrado en la celda es
empleado, en la cual las variables del flujo
(p*,u, v) son definidas en el centro de cada
celda. El volumen de control para cada
variable del flujo es naturalmente la celda
gue contiene la variable.

Integrando la ecuacién (30) alrededor del
volumen de control

[ (@+ a(e-eV)+ a(f'fv)]dv -0 (31)
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Eq (32) puede ser escrita de la siguiente
manera [4]
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La integral cerrada de la Eq (33) puede ser
aproximada por la suma de los flujos en los
bordes de la celda

§m((e—e")1x+(f —f")\y)ds ~
Sle-elrs-y),

edges

Como se muestra en la Fig. 1, la celda i esta
formada por los vértices |, j+1, j+2 en sentido
contrario a las manecillas del reloj y el
subindice j+1/2 denota el valor evaluado
para el borde (j.j+1). La suma es hecha
sobre todos los bordes de la celda i. (S, S,)
son los vectores de area del borde (j,j+1) y
esta definido por (Yj:1-Yj,-Xj+1+Xj).

Fig. 1 Volumen de Control para la celda
triangular i

Llamemos Ej12 Y E'12 @l flujo no viscoso y
viscoso cruzando el borde (j,j+1), que
pueden ser escritos como

Ei+}/2 = (eSx + fSy)H/2 (35)
EYjy = (€"Sx+1YSy),y (36)

Entonces la forma semi-discreta de las
ecuaciones de Navier-Stokes es obtenida
como sigue:

v%‘iﬁ Z(Ej% +E}’+%): 0 (37

edges
2.3. Flujo No Viscoso

Cada componente del vector del flujo no
viscoso, E, puede ser escrito como sigue [4]:

BU
E(g)= | uU + pSx (38)
vU + pSy

Donde U= uSy + vS,. El flujo no viscoso es
evaluado con diferencias centradas. [5]

2.4, Flujo Viscoso

Los componentes del vector del flujo viscoso
son escritos como [4]:

0
EV(a)=|SyTy +SyTuy (48)
S, T, +S,T

XXy yyy

Los gradientes de velocidad en el borde son
requeridos para la evaluacion del flujo
viscoso. Aplicando el Teorema de Gauss al
volumen de control que se forma al conectar
los nodos localizados en los extremos de los



bordes y los centroides de las celdas que
comparten el mismo borde, como se muestra
en la Fig. 2. Por ejemplo:
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Donde V* es el area del volumen de control.
Las variables del flujo en los vertices, q; y
0«1, son calculados de los valores centrados
en la siguiendo el método de promediacion
ponderada Laplaciana [6]. ¢4/ Puede ser

evaluado de una manera similar.

Fig. 3 Volumen de Control para el borde
(.j+1)

Como es ilustrado en la Fig. 3, el promedio
ponderado de los valores centrados en la
celda g; alrededor de un nodo esta dado por:
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Donde el valor qo es calculado usando los
factores w; para cada celda. Este método fue
propuesto Holmes y Connell, modificado
luego por Rausch [6]. Los factores pueden
ser calculados con las siguientes formulas:

Wi = l+ AWl (54)
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Fig. 2 Volumen de Control para el borde X I _|2
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Donde (Xo, Yo) €s la coordenada del nodo y
(X, ¥) es la coordenada del centroide de las
celdas adyacentes.

Usando esta ponderacién con procedimiento
Laplaciano, Eq (53) es una interpolacion
exacta del valor nodal g, para una variacion
lineal de los valores centrados en las celdas
gi Yy para una variacion no lineal, es de
segundo grado de exactitud en espacio.

2.5. Esquema Explicito

Integraciéon en tiempo de Eq. (37) es hecha
por el esquema Explicito de Euler.

vi%w Z(E;L% —E}’j;/z):o (63)

edges

Donde Aq=q""-q" y los superindices
denotan el paso de tiempo. Eq (63) es
resuelta por el método iterativo Jacobi de
punto fijo.

Algunas técnicas son usadas para acelerar la
convergencia a la solucion en el estado
estable. La técnica de paso de tiempo local
es usada para este propésito [1], [3], [4],
[5],[6], en este método cada celda tiene su
propio tamafio del paso del tiempo definido
por el limite de estabilidad (CFL) que es
mantenido constante. El tamafio del paso del
tiempo es calculado siguiendo la siguiente
formula [5]:

AS,
At = CFL==" (67)

Donde:
CFL es el nimero “Courant-Friedrich-Lewy”
el cual limita la estabilidad numérica.

AS; Es la longitud caracteristica de

transporte de informacién, el valor mas
pequefio entre la distancia mas pequefa
entre el centroide de la celda analizada y el
centroide de la celda vecina y la longitud mas
pequefa de sus lados.

A, Es la maxima velocidad caracteristica de
transporte de informacion.

2.6. Condiciones De Frontera

En la frontera de ingreso del flujo, la
velocidad (u, v) es uniforme (1, 0) y la

presion es extrapolada del interior. En la
frontera de salida del flujo, las componentes
de la velocidad son extrapoladas del interior
y la presion es cero. En una pared, debido a
la condicion de no deslizamiento, las
componentes (u, v) son (0, 0) y la gradiente
de presion normal a la pared es nula. [4].

2.6.1. Condicién De Frontera Sobre La
Superficie Libre

Sobre la superficie libre que existe entre el
agua y aire, las condiciones de frontera
dindmica y cinematica deben ser satisfechas.
La condicidn dindmica es la continuidad del
esfuerzo sobre la superficie libre. Debido a
que solo la porcion de agua es resuelta en el
presente esquema, el esfuerzo del aire es
despreciado y el flujo viscoso E' es cero
sobre la superficie libre. Cuando la presion
atmosférica es asumida igual a cero y los
efectos de la tension superficial y el esfuerzo
viscoso normal es despreciado, la presion

sobre la superficie libre es igual a %rz
donde h es la altura de la superficie libre.

j+ 12

Fig. 4 Volumen de control para la condicion
cinemética de una superficie libre

La condicion cinemética es aquella que
sefiala que las particulas del fluido sobre la
superficie libre se mantienen sobre esta.
Lldmenos y = h(x, t) a la superficie libre,
entonces la condicion cineméatica puede ser
escrita como:

—+u—-v=0 (68)

Para evitar la reflexion de ola en la frontera
de salida, el procedimiento de
amortiguamiento de ola es usado [3] y [4]. En
este  procedimiento, el término de
amortiguamiento es afiadido a la Ec. (68):
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Donde

2
X — X

D(x) = A(_d] IfX > Xq4
Xo =Xd ) otherwise

Donde X, y X4 son las coordenadas en x de la
frontera de salida y el punto inicial de la
region amortiguada. A es una constante la
cual determina la magnitud de
amortiguamiento. El término X4 puede ser
calculado por: [3]

Xq =X, — 2nFr? (70)

La discretizacién de la Eq (69) es hecha
también utilizando el método de volumen
finito. Debido a que la altura de la ola es
definida en los vértices de los bordes sobre
una superficie libre, un volumen de control
para un Vértice | es el area desde

(X}1-X)) (Xj1%;),
Xjy =" % hasta Xjpy = 14

como es mostrado en Fig. 4. Integrando Eq
(69) sobre este volumen de control se tiene

ri%(a_h + u@_h -V+ D(X)jdx =0 (71)
XJ*% at ax

Esta ecuacion puede ser aproximada por:

oh;
ijﬁuuj(hj%-hj_%)—(vj—D(x)h)=0(72)

Donde AX=XH%—XJ—%. Esta Eq. Es

resuelta de forma similar como las
Ecuaciones N-S y la integraciéon en tiempo
con el esquema explicito con paso de tiempo
local.

2.7. MOVIMIENTO DE LA MALLA

Luego de haber actualizado la forma de la
superficie usando la condicién cinemética,
una nueva malla ajustada a la nueva
superficie libre es generada. Esto es hecho
by trasladar verticalmente los nodos de la
malla bajo la superficie libre [3] y [4].

X[ = x|
hn+l(x_)_yu
y, +A ! yl—y,) Ify? >y
y?*l _J7u h" X;)- v, ( j U) i u
y] otherwise
(73)

3. RESULTADOS
3.1 Ingreso a un tubo

En este problema, primero se intento
establecer la influencia del refinamiento de la
malla en la calidad de la respuesta obtenida,
para lo cual se compar6 solamente la
variacion de la presion en la direccién x. Se
consideraron dos casos en su forma no
dimensional, el primero divide al dominio en
40 celdas, y el segundo en 400, como se
muestra en la figura 21:

A0 celdas 400 caldas

e e e e ey

a)Casol b) Caso Il
Figura 21
Alternativas empleadas en la discretizacion del dominio fisico

El nmero CFL utilizado en ambos casos fue
de 1.0 y el numero, ¢, utlizado en el
término de disipacion, definido en Ila
ecuacion (60) del capitulo anterior, fue de
0.1. Como se ve en la figura 22, el caso |
utiliza 34 iteraciones y el caso Il solo 20, esto
se debe al mayor numero de celdas
utilizadas, aunque el tiempo computacional
utilizado en el primer caso fue de 9 minutos
35 segundos y del caso Il fue de 53 minutos
y 53 segundos, es decir el caso Il converge
en aproximadamente 6 veces mas tiempo.
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Figura 22
Historia de Convergencia de ambos casos

En la figura 29 se presentan los contornos de
velocidad para diferentes ndmeros de
Reynolds. De acuerdo con Langhaar, la
longitud de transicion depende del nimero
de Reynolds, y es en este tramo del ducto
donde se producen fuertes variaciones en el
perfil de velocidad. Esto fue confirmado por
las figuras 29 (a) —( ), ya que al aumentar el
nimero de Reynolds aumenta la longitud de
la zona con fuertes variaciones en la
velocidad. En la figura 29 e), se muestran
los perfiles de velocidad en cinco secciones,
en la primera el perfil es casi uniforme, y a
medida que se va moviendo a la derecha la
distribucion de velocidades tiende a
estabilizarse.
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Figura 29 ) Re = 2000

Como se muestra en la figura 32, la variacion
de la presion en la direccion x es lineal
después de la longitud de transicion. Por
ejemplo, en la figura 32 a) se muestran las
presiones obtenidas promediadas en la
seccion con un nimero de Reynolds de 100.
En este caso la linea de tendencia coincide
exactamente con los puntos calculados. La
maxima diferencia ocurre con un nimero de
Reynolds de 2000, en este caso el valor del
factor de correlacion, R?, que se obtuvo fue
de 0.9988, véase la figura 32 e), este valor
confirma la linealidad de la presion en la
aproximacién numérica obtenida.
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3.2 Tubo con razén de expansion 1:3

Segun Fox, [6], el coeficiente de pérdida real
y el aumento de presién en la direccion del
flujo dependen principalmente de la relacion
de diametros, del angulo de la expansion, v,
del nimero de Reynolds. A pesar de ello en
este problema se escogid de entre los dos
casos presentados por Gibson el de mayor
expansion, siendo esta de 1:3. Para
comprobar la influencia del angulo de la
expansion se utilizaron dos mallas con
diferentes angulos, el primer caso tiene una
pendiente de 0.04 y el segundo de 0.02,
como se muestra en la figura 34:

X

a) Expansién | b) Expansién I

Figura 34
Alternativas empleadas en el andlisis de una expansion 1:3

En la figura 38 se presentan los contornos de
velocidad para diferentes numeros de
Reynolds de la expansion Il, el cual tiene una
menor pendiente que la expansion |. Se
confirma la influencia de la expansion, y, del
namero de Reynolds sobre el campo de
velocidades. En esta ocasion, al pasar de un
namero de Reynolds de 100, figura 38 a, a
uno de 500, la variacion en el campo de
velocidades no es tan marcada como en la
expansion |, esto se debe posiblemente a la
menor pendiente de este caso.
Nuevamente, la influencia disminuye a
medida que el nimero de Reynolds se
acerca al limite sefialado por Fox, [6]. En la
figura 38 e, se muestran los perfiles de



velocidad en cinco secciones, en la zona de
expansion se obtienen valores negativos
cercanos a la pared.

Figura 38 e) Re = 2000

Figura 38
Contorno de velocidades de la exp
de Reynolds

Il con diferente namero

En la figura 43 se presenta la variacion de la
presion en la direcciéon x de la expansion |l
Presenta un comportamiento similar al
mostrado en la figura anterior, que
corresponde al caso de las placas infinitas
hasta antes de la expansion. Después de
este punto en todos los casos se observa un
aumento en la presion, tal como en el caso
anterior. Debido a que este caso posee una
pendiente de expansién menor, la caida de
presion total, desde la entrada hasta 100
veces el diametro, es menor que en el caso
anterior. La diferencia de presién entre los
extremos izquierdo y derecho constituyen el
coeficiente de pérdidas adimensionales,
himenor laminar, véase la figura 43 e.

Figura 43 e) Re = 2000

Figura 43
Distribucién de presion en la expansion |l con diferente nimeros de
Reynolds

3.3. Flujo con influencia de Superficie
Libre con un cuerpo senoidal en el fondo

En las figuras 48 y 49 se presentan los dos
dominios utilizados para la realizacién de la
aproximacién  numérica. Segun lo
recomendado por Rausch, [17], se utiliz6 una
longitud de 40 veces la profundidad, y se
colocé un cuerpo senoidal en el fondo de 8
unidades de longitud, teniendo el primero
(figura 48) una altura de 0.1 y el segundo
(figura 49) una altura de 0.2.

Figura 48
Malla utilizada para analizar el flujo sobre un cuerpo sumergido
de 0.1 de altura

En las figuras 50 y 51, se presenta la
variacion de presiones en el dominio
analizado inicialmente para cada caso, con la
superficie libre asumida como horizontal. En
ambas figuras se pueden distinguir dos
zonas donde se concentran los mayores
presiones, que corresponden a los puntos de
estancamiento, en los que la velocidad es
cero. Ademas, se distingue una zona de
baja presion sobre el cuerpo senoidal, esto
es debido al incremento en la velocidad.

w
a600000000000003

Figura 50
Contorno de Presiones para el cuerpo de 0.1 de altura luego de la
primera iteracion



En la figura 54 se presenta la evolucion de la
superficie libre en varias iteraciones del caso
con el cuerpo sumergido de 0.1 de altura.
Debido al comportamiento hiperbdlico de la
ecuacion (96), utilizada para la actualizacion
de la superficie libre, existe un limite de
estabilidad para esta ecuacién, por lo que no
es posible utlizar pasos de tiempo
relativamente grandes. Es por esto, que se
utilizé un paso de tiempo de 10™. A pesar de
ello, se puede distinguir una variacion en la
posicion de la superficie libre en la zona por
encima del cuerpo sumergido.

Figura 54 b)

Figura 54
Evolucion de la Superficie Libre en varias iteraciones en el caso
del cuerpo con una altura de 0.1

En la figura 58 se presenta la variacion de
presion sobre la linea de simetria, en funcion
de su ubicacion en la direccion x, para
ambos casos. Los valores presentados
fueron tomados de las celdas que comparten
uno de sus lados con la frontera que
representa al fondo. Ambos casos
presentan la misma tendencia, una elevacion
de presion cerca de los puntos de
estancamiento y una disminucién de la
misma entre estos puntos. Se puede
confirmar ademas que el cuerpo mas alto
tiene mayor influencia.

—+—H=0.1—=—H=02

0.0s

0.04

0.03

0.0z

0.01
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-0.02
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Figura 58
Variacion de presion sobre el fondo en la direccion x
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