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RESUMEN

En este documento de tesis se presentan dos métodos numeéricos no clasicos, y por ende
poco conocidos, para resolver sistemas de ecuaciones no lineales. Cabe indicar que son
de interés unicamente las soluciones reales de dichos sistemas. Por un lado este par de
métodos son independientes en el sentido que no dependen de otros métodos para
encontrar las soluciones de un sistema, pero por otro lado pueden también trabajar de
forma colaborativa con los métodos tradicionales como los métodos de punto fijo en

general y los métodos de Newton y sus variantes.

Estos métodos que se presentaran son conocidos como métodos de convergencia global,
mientras que los métodos iterativos usuales son métodos de convergencia local.
Entonces, para cada método de convergencia global que mostraremos, se va a plantear
un problema equivalente. Para el primero el problema equivalente es un problema de
optimizacion, mientras que para el segundo el problema equivalente es un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden junto con un dato inicial. Se usaran
algoritmos heuristicos y metaheuristicos para el problema de optimizacion y el método
numeérico de Runge-Kutta clésico de cuarto orden para el problema de valor inicial.

Se va a demostrar formalmente que resolver un sistema no lineal de ecuaciones es
equivalente a resolver un problema de optimizacién, particularmente un problema de
minimizacion. Se utiliza la metaheuristica “scatter search” y las heuristicas del
“gradiente” y de “Nelder-Mead” para el problema de optimizacion. Se demuestra
también que resolver un sistema no lineal de ecuaciones es equivalente a resolver un
problema de valor inicial de primer orden. Para el segundo méetodo que mostraremos los
conceptos de homotopia y continuacién numérica son muy importantes. Finalmente, se
realizaron experimentos computacionales y se incluyen resultados sobre la ejecucién de

estos dos métodos numericos sobre algunos sistemas no lineales de ecuaciones.



INTRODUCCION

Los sistemas no lineales de ecuaciones se presentan con mucha frecuencia en diversas
areas de las ciencias basicas y aplicadas. Resolver un sistema de ecuaciones no lineales
no es una tarea trivial, es decir, no es una tarea en general sencilla. Se trata de un
problema que ha cautivado a muchos matematicos durante siglos [6]. Aun en la
actualidad se discuten nuevos métodos para resolver sistemas no lineales [1] [2] [3] [9].
Normalmente no es posible, a través de algin método analitico, conocer la solucién
exacta de un sistema no lineal. Necesitamos entonces métodos numericos que nos

permitan aproximar, tanto como se desee, las soluciones reales de sistemas no lineales.

Existen muchos métodos numéricos iterativos convencionales para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales, entre los que destacan los métodos de punto fijo en general y los
métodos de Newton y sus variantes [6] [10] [11] [12] [13]. Usualmente los métodos
iterativos clasicos utilizan formulas recursivas que producen una sucesion vectorial que,
dadas ciertas condiciones, converge a una solucion del sistema no lineal. Para garantizar
la convergencia de la sucesién construida, normalmente se necesita, entre otras cosas,
que el dato inicial (es decir el primer elemento de la sucesion vectorial) se encuentre
“cerca” de una solucion del sistema no lineal, ademas de que las funciones de varias
variables que componen el sistema cumplan ciertas condiciones de continuidad y
diferenciabilidad. Por esta razon es que estos métodos clasicos se conocen como
métodos de convergencia local. Si el dato inicial no se encuentra dentro de la region de
convergencia (usualmente una bola abierta centrada en una solucion del sistema no
lineal), entonces la sucesion sera divergente y por lo tanto no va a converger a una
solucion del sistema no lineal. Dependiendo del problema a resolver, puede ocurrir que
el radio de la region de convergencia tenga una medida muy pequefia. Es muy
importante tener presente entonces que los métodos clasicos pueden fallar
principalmente cuando se tiene poca 0 ninguna informacion sobre en qué parte de la

region de busqueda el sistema tiene sus soluciones.



Otra técnica consiste en trabajar sobre un problema equivalente de optimizacion. Sobre
este nuevo problema se pueden aplicar métodos de optimizacion numérica conocidos,
como el método del gradiente o el método BFGS, sin embargo, desde hace menos de
una década, se estdn usando algoritmos metaheuristicos que hacen uso de la
computacion evolutiva, como los “algoritmos genéticos” y la “busqueda dispersa”, para
resolver el problema equivalente de optimizacion, con bastante éxito en cuanto al

consumo de recursos computacionales y a los resultados obtenidos [4] [5].

En esta tesis se muestran dos métodos numéricos que permiten encontrar soluciones
reales a sistemas no lineales de ecuaciones. El primer método consiste en plantear como
problema equivalente al sistema no lineal un problema de minimizacion. Se enuncia y
se demuestra formalmente una proposicion que nos dice que efectivamente todo sistema
no lineal tiene un problema equivalente de optimizacion. Pero para resolver el problema
de minimizacion no se utilizaran métodos de optimizacién numeérica, por el contrario se
usara la heuristica. Como métodos de busqueda local se emplearan los algoritmos
heuristicos del “gradiente” y de “Nelder-Mead”. Detras de ellos y orquestando todo el
funcionamiento de busqueda de soluciones de un sistema no lineal se tendra la
metaheuristica conocida como “busqueda dispersa”. Es decir, el primer método que se
presenta consiste basicamente en un solo algoritmo general evolutivo para resolver

sistemas no lineales. Al final se muestran los experimentos computacionales realizados.

Existen muchas metaheuristicas, entre ellas: el algoritmo genético, la basqueda tabu, el
recocido simulado, GRASP, que pueden utilizarse, junto con heuristicas, para resolver
problemas de optimizacion [4] [5]. “Busqueda dispersa” es también un método
metaheuristico que se puede emplear para resolver problemas de optimizacién y forma
parte de la familia de los algoritmos evolutivos [4] [5]. Tiene sus origenes en los afios
setenta, pero es en la ultima década cuando ha sido redisefiado y probado en muchos
problemas con un alto grado de dificultad y con excelentes resultados [4] [5]. Esta es la
principal razon por la cual se escogié el método de busqueda dispersa para resolver el
problema de minimizacion del primer método que se propone para resolver sistemas no

lineales de ecuaciones.



El segundo método que se presenta trata sobre plantear otro tipo de problema
equivalente al sistema no lineal: un problema de valor inicial de primer orden. Esta idea
la propuso D. F. Davidenko alrededor de 1960 y actualmente tiene muchas aplicaciones
[6] [7]. Para esta forma diferente de resolver un sistema no lineal hacemos uso del
concepto de homotopia y de la continuacién numérica [6] [7]. Se demostrara de manera
rigurosa mas adelante que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden con el dato inicial es equivalente a resolver el sistema no lineal de ecuaciones. Se
hara uso del meétodo de cuarto orden de Runge-Kutta clasico para resolver
numéricamente el problema de valor inicial. Por lo tanto, se tomara como una solucion
del sistema no lineal la solucion obtenida en el problema de valor inicial. Finalmente se

comparten algunos experimentos computacionales.

Cabe indicar que lo que se persigue con estos dos métodos numéricos que se presentan
es intentar trabajar con métodos que proporcionen un radio de convergencia de mayor
medida que lo que ocurre en los métodos iterativos convencionales donde la medida del
radio de convergencia puede ser muy pequefia [6] [7]. Debido a lo mencionado
anteriormente es que a estos métodos que se muestran en esta tesis se 10s conoce como
métodos de convergencia global. Con estos métodos es mas probable tener
convergencia a una solucion del sistema no lineal cuando se ingresa un dato inicial. Por
un lado estos métodos pueden trabajar de forma cooperativa con los métodos clasicos.
Por ejemplo, si no se tiene ninguna sospecha de dénde podria encontrarse una solucion
del sistema se puede utilizar un método de convergencia global para acercarnos lo mas
posible a una solucién y, luego, podriamos tomar esa salida proporcionada por el
método de convergencia global como el dato inicial que necesita el método de
convergencia local para iterar el nimero de veces que sea necesario y obtener asi una
aproximacion que se encuentre tan cerca como se desee de una solucién del sistema no
lineal. Por otro lado, se pueden usar independientemente para que por si mismos estos

métodos de convergencia global carguen con todo el peso de encontrar las soluciones.

Como autor de este documento de tesis, deseo terminar esta introduccién indicando que
mi contribucion se encuentra principalmente en el “método heuristico” para resolver
sistemas no lineales de ecuaciones. La metodologia de “busqueda dispersa” proporciona
sugerencias y lineamientos generales cuando se pretende resolver un problema de

optimizacion, mi aporte estuvo en el disefio y en el detalle de la implementacién para



resolver puntualmente el problema de minimizacion de una funcién no lineal de varias

variables sobre un conjunto compacto (una region hiperrectangular cerrada en R"). La
busqueda local, el método de combinacidn, entre otros aspectos internos de disefio e
implementacion que utiliza el “método heuristico” de este documento de tesis, son de
mi autoria. Quiero también indicar que tuve la fortuna de ser alumno del Doctor Rafa
Marti, profesor de la Universidad de Valencia en Espafia, él es uno de los creadores de
la metaheuristica de “busqueda dispersa”. Sus ensefianzas, sus consejos, fueron una
guia fundamental para que yo pudiera terminar con éxito la implementacion total del
“método heuristico” que resuelve sistemas no lineales de ecuaciones. En la maestria de
investigacion matematica el Doctor Marti me dictdé las materias “Optimizacion” y

“Algoritmos Heuristicos™.

El Doctor Joseph Paez, profesor de ESPOL, me sugiri6é que realizara la investigacion
del “método homotdpico”, el segundo método de esta tesis para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales. En este sequndo método mi aporte es minimo, es mas un trabajo
de mucha investigacion en lo tedrico. Mi contribucion en este segundo método apunta a
la implementacion y ciertas cuestiones de la convergencia que se discuten en la seccion
3.4 de este documento. También fui alumno del Doctor Paez, con €l tuve la oportunidad
de estudiar el concepto de homotopia y algunos métodos de continuacién numérica. En
la maestria de investigacion matematica el Doctor Pdez me dict6 las materias “Analisis
Numérico” y “Sistemas Dinamicos”. Reitero mi agradecimiento inmenso a los Doctores

Marti y Paez.
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