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RESUMEN

El presente trabajo es una aplicacion del procedimiento de
transformada de Wavelet aplicada a la estadistica, la aplicacién muest
como reduce el ruido de una serie de datos y suaviza

comportamiento.

El objetivo es tener una serie de datos en el tiempo, a los datos '
aplica la transformada discreta de Wavelet de los cuales se obtien:
coeficientes Wavelets, luego se procede aplicar el estimador Wave|
Shrinkage utilizando los coeficientes Wavelets, para que tenga efec
de reduccion del ruido se aplica la transformada inversa de Wavalet «

forma discreta, obteniendo asi la Wavalet deseada.
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RESUMEN

El presente trabajo es una aplicaciéon del procedimiento de Ila
transformada de Wavelet aplicada a la estadistica, la aplicacion muestra
como reduce el ruido de una serie de datos y suaviza su

comportamiento.

El objetivo es tener una serie de datos en el tiempo, a los datos se
aplica la transformada discreta de Wavelet de los cuales se obtienen
coeficientes Wavelets, luego se procede aplicar el estimador Wavelet
Shrinkage utilizando los coeficientes Wavelets, para que tenga efecto
de reduccion del ruido se aplica la transformada inversa de Wavalet en

forma discreta, obteniendo asi la Wavalet deseada.



INTRODUCCION

Las Wavelets constituyen una importante herramienta matematica que ha
tenido un gran auge en los 10 ultimos afos, durante los cuales se han
desarrollado muchas aplicaciones. Las Wavelets son funciones que
satisfacen ciertos requerimientos matematicos y en general son utilizadas

para la representacion de datos o funciones.

Se estudiara la aplicacion de la transformada de wavelet orientada a la
estadistica, sus efectos y propiedades para mejorar las estimaciones de un

parametro de una poblacion, sin importar la naturaleza de su distribucion.

Mediante el uso del método wavelet shrinkage se realizara la suavizacién
del comportamiento de datos generados con una distribucion libre de
supuestos, obteniendo asi una serie suavizada que estima el

comportamiento de los datos orginales.



CAPITULO 1

1. INTRODUCCION A LAS WAVELETS

Las Wavelets constituyen una importante herramienta matematica que ha
tenido un gran auge en los 10 ultimos anos, durante los cuales se han
desarrollado muchas aplicaciones. Las Wavelets son funciones que
satisfacen ciertos requerimientos matematicos y en general son utilizadas

para la representacion de datos o funciones.

Las Wavelets han hecho su aparicion en muchas areas de la ciencia pura
y aplicada y en la ingenieria. La computacion grafica con sus muchos y
variados problemas computacionales no es la excepcion a esta regla. En
este estudio se frata de explicar las ideas basicas tras las wavelets y la
aplicacién que estas pueden tener en un campo tan practico de la ciencia
como lo es la estadistica. Las principales ideas que originaron estos

nuevos instrumentos matematicos son la busqueda de algoritmos rapidos



y efectivos para calcular representaciones compactas de funciones y
conjuntos de datos. Cuales representaciones compactas pueden llevarse
a cabo? , hay muchas aproximaciones, algunas computacionaimente
mas efectivas que otras, pero todas ellas "explotan” la estructura de los
datos o las caracteristicas de las funciones. Dependiendo del area de
aplicacion esta explotacion toma diferentes nombres: explotacion de la
"estructura", "suavizamiento", "coherencia”, o "correlacion". Por supuesto,
para sefales puramente aleatorias o0 datos se pueden hallar
representaciones no compactas. Pero muchas de las veces nos
interesan datos reales y funciones que exhiben alguna suavidad o
coherencia. En estos casos las Wavelets constituyen las herramientas

maéas recomendables.

El nombre "Wavelet" es relativamente nuevo (1980's), sin embargo las
ideas alrededor del tema estuvieron por largo tiempo en muchas areas
del andlisis abstracto del procesamiento de sefiales vy la fisica tedrica. La
principal contribucién en el campo de wavelets ha sido reunir un nimero
de ideas similares desde diferentes disciplinas y crear una sinergia entre
estas técnicas, como se describe en la figura 1.1. El resultado es una
caja de herramientas flexible y poderosa de técnicas algoritmicas

combinadas con una solida teoria basica.



gla c’encna ingemena y las matematlcas
contnbuyeron al desarrollo de las wavelets -
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Generacion de mallas

de 1a ciencia.

Por causa de los diferentes "origenes" de las wavelets, hay muchos
caminos para motivar su construccion y conocer sus propiedades. Un
ejemplo es la filtracién de sub-banda en el area de procesamiento de
sefales, donde se apunta a descomponer una sefnal en sus frecuencias
de banda. En este caso el disefio del filtro y el andlisis de Fourier son
herramientas esenciales. En cambio, los investigadores en la teoria de la
aproximacion y el andlisis abstracto estan interesados en la
caracterizacion de espacios funcionales definidos con varias nociones de
suavizamiento. En el campo de la estadistica en cambio se requiere
analizar el comportamiento de una serie aleatoria de datos para lo cual

las nociones de suavizamiento y tendencia son fundamentales.



En el analisis de Wavelet las escalas toman un rol importante en su
desarrollo, y en el procedimiento del andlisis se adopta un prototipo de
funcion Wavelet, el cual es llamado Wavelet madre. Una de las

aplicaciones del andlisis Wavelet es la compresion de datos.

La transformada Wavelet tiene aplicaciones en diversos campos, entre

los cuales tenemds:

v Astronomia,

v' Acustica,

v Ingenieria nuclear,

v Procesamiento de sefial e imagen,

v" Optica,

v Fractales,

v Prediccion de terremotos,

v" Vision humana,

v Aplicaciones matematicas (resolucion de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales)

v' Estadistica.



1.1 Perspectiva Histérica

Como se planted antes, en la historia de las matematicas, el analisis
Wavelet tiene muchos origenes, algunos de los resultados que dieron
origen al analisis Wavelet fueron desarrollados en 1930.

Antes de 1930, se trabajaba con la teoria del analisis de frecuencia,

desarrollada por Fourier(1807) y que establece que si f(x) es una funcion

periddica con periodo T, f puede escribirse como:

f(x)= %"— + Z;[an CO{%{) +b, sen(f—;ﬁ))

donde los coeficientes an y bn, son calculados de la siguiente manera:

J.f(x)cos( jdx n=012..,

If(x)sen( T jdx n=

De esta manera fue desarroliada la teoria de las series de Fourier.



Las primeras Wavelets aparecieron en la tesis de A.Haar(1909). Una de
las propiedades de las Wavelets de Haar es que estas tienen soporte
compacto, sin embargo las Wavelets de Haar no son diferenciables
continuamente, lo cual limita sus aplicaciones como ya veremos luego.
La transformada de Wavelet permite comprimir un conjunto infinito de
datos. Y desde luego, cabe anotar que algunas bases de Wavelets tienen

imagenes fractales como se ve en la figura 1.2 y como se analizara en la

seccion 3.6.
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Figura 1.2 Imagenes fractales de Daubechies con filtros N=2.

En forma anédloga a la teoria de Fourier se habla de transformada
continua, discreta o inversa, en lo referente a la transformada de Wavelet

se pueden mencionar varios tipos de ellas:



v La transformada continua de Wavelet
v La transformada discreta de Wavelet

v La transformada inversa de Wavelet.

1.2 Aplicaciones de las Wavelets

Las siguientes aplicaciones muestran que las Wavelets pueden tener en

el campo de la vida real muchos usos practicos.

Comprensién de huellas digitales realizado por el FBI.

Desde 1924 hasta la fecha, el FBI(Federal Bureau of Investigation) ha
recolectado varios miliones de huellas digitales. Dicha recopilacidon
consiste en poner las huellas dactilares sobre un papel mediante tinta,
luego estas huellas son escaneadas, pero la calidad de digitalizacién es
realmente baja. Las imagenes de las huellas dactilares son digitalizadas
en una resolucidn de 500 pixeles por pulgada con 256 niveles de
informacién de escala gris por pixel. Una sola huella digital tiene
alrededor de 700,000 pixeles y necesita airededor de 0.6 Mbytes de
almacenamiento en disco. Asi un par de manos requiere alrededor de 6
Mbytes de almacenamiento en disco. Luego, el aimacenamiento de todos
los archivos de huellas digitales del FBI ocupan un espacio de alrededor
de 200 terabytes de datos. Hay que notar que el precio promedio de

almacenamiento por Gbyte es de 900 dolares, el costo de las imagenes



no comprimidas es entonces airededor de 200 millones de dolares.

Obviamente la compresion de datos es obligatoria para reducir esta cifra

monetaria.

En Internet la informacion acerca de Compresion de huellas digitales por
parte del FBI usando las transformada Wavelet, puede verse en FTP en

ftp.c3.lanl.gov (128.165.21.64) en el directorio pub/WSQ/print_data.

Reduccion de ruido

En diversos campos del conocimiento desde la ciencia planetaria hasta
los espectros moleculares, los cientificos se han enfrentado con el
problema de recobrar la verdadera senal desde una incompleta, lo cual
significa que la sefial disponible o captada tendria ruido o error. ;Pueden
las Wavelets ayudar a resolver el problema de eliminar el ruido?, la
respuesta es "si", a través de una técnica llamada Wavelet shrinkage y
método de reduccion, David Donoho ha trabajado por muchos arios [1]
desarrollando esta técnica. La técnica trabaja de la siguiente manera,
cuando se descompone un conjunto de datos usando Wavelet, los filtros
actuan como ponderaciones promediadas que producen el detalle
perdido. Algunos de los resultados de los coeficientes Wavelet
corresponden a los detalles del conjunto de datos; si los detalles son

pequefios estos podrian ser omitidos sin que afecte la caracteristica



esencial del conjunto de datos. Asi, esta técnica deja una sefal libre de

ruido. .

1.3 Wavelet y Estadistica

Las aplicaciones de la teoria Wavelet son recientes y tienen pocgﬁaﬁos

de desarrollo. Los métodos wavelets aplicados al analisis estadistico

permiten uso en:
v" Regresion
v Estimacion de funciones de densidad
v Andlisis de factores

v Modelacién y prediccion en analisis de series de tiempo.

Ultimamente, las wavelets han logrado una gran notoriedad en la
estadistica no paramétrica (donde el método es libre de distribuciones y
de supuestos tales como suposiciones acerca de la poblacion,
conocimiento de la desviacion estandar y si las muestras son
independientes 0 no) y en las series de tiempo. En lo referente a la
estimacion estadistica se aplica a la suavizacién o reduccién de ruido
(Wavelet Shrinkage). Con el método Wavelet shrinkage se han hecho

importantes aplicaciones para predicciones y estimacion de parametros.
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Lo que se trata con este tipo de método es suavizar mediante

estimaciones el modelo no paramétrico.

1.4 Objetivos de [a tesis

Se estudiara la aplicacion de la transformada de wavelet orientada a la
estadistica, sus efectos y propiedades para mejorar las estimaciones de
un parametro de una poblacion, sin importar la naturaleza de su

distribucion.

Mediante el uso del método wavelet shrinkage se realizara la suavizacion
del comportamiento de datos generados con una distribucién libre de
supuestos (recordando que se trabaja con el modelo no paramétrico),
obteniendo asi una serie suavizada que estima el comportamiento de los

datos orginales.

Se pretende también el desarrollo de un algoritmo que facilite la
aplicacion del método wavelet shrinkage, para estimar y pronosticar
valores en una serie histérica, y la implementacion del algoritmo de
Daubechies-Lagarias para calcular los coeficientes de la funcion de
escalonamiento de la wavelet de Daubechies. Ademas se trata de hacer
notar la utilidad de la incorporaciéon de nuevas técnicas y conceptos del

andlisis matematico en campos tan practicos como la estadistica, y como
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estos enfoques, a pesar de su complejidad, permiten una mejor
modelizaciéon de la realidad y la realizacion de buenos prondésticos en
situaciones en las que las técnicas tradicionales no pueden aplicarse o

dan pésimas aproximaciones.



CAPITULO 2

2. GENERALIDADES

2.1 Notaciones

Para denotar a los conjuntos de numeros naturales, enteros, reales y

complejos se utilizara la notacion N, Z, R y C respectivamente. El

médulo de un nimero complejo z « C sera denotado por |z| y el

conjugado por z. El conjunto de nimeros reales positivos se identificara

por R*. Todas las funciones consideradas, son funciones medibles.

Definicion.- La medida exterior de un conjunto E, que se escribe u*(k),
es una aplicacién que cumple con los siguientes axiomas:
1.  u*(E) esta definida para todo el conjunto E.

2. U*E)=0
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3. u(E1uEzu..)<u*(E()+u*(Ez)+... para todos los conjunto Eq, Ej,... ;
disjuntos o no.

4. L a medida exterior es invariante por traslacion.

Definicién.- Un conjunto E se dice medible, o mas precisamente medible
con respecto a una medida exterior, si para todos los conjuntos T
u*(T)=u*(T ~E)+u*(T~E®),

en tal caso u*(E)=u(E) se llama medida de E.

Definicion.- Sea E un conjunto medible y f una funcién definida sobre E.

Se dice que f es medible segun Lebesgue, o brevemente medible sobre

E,siV k eR, el conjunto {x ¢ E/f(x)>k} es medible.

Definicion.- EI punto xeR" se denomina punto de adherencia del

conjunto Ec xe R" si cualquier entorno de este punto contiene al menos

un punto del conjunto E.

Definicién.- El conjunto de todos los puntos de adherencia del conjunto

E se denomina clausura de E y se representa con E.



14

Definicion.- El soporte de una funcién f denotado por supp(f) es la

clausura en R del conjunto {xe R: f(x) = 0}, es decir {xe R: f(x) # O}.

Ademas, se usaran los elementos que definimos a continuacion:

La funcién indicadora de una relacién p, 1(p) definida como:

1(p)= j1 , Silarelaciones satisfecha
|0, silarelacionno es satisfecha

Se define la funcion delta de Kronecker &,y usando la funcién indicadora
como 1(u=v). De aqui se sigue la definicién de &, como &,,6. El maximo y

minimo de a y b se representan por avb y anb respectivamente.

Ademas si utilizamos la siguiente representacion:
f. para la parte positiva de la funcion f.

f- para la parte negativa de la funcién f.

Se tiene entonces lo siguiente:
fo =f-1(fx0)= fvo
f- = f. 1(f<0) = -(fA0)

y segun la definicion, |l =f.+f.yf=f, -f.



Se usaréd la notacion "O" (grande) para indicar la velocidad de

convergencia de una sucesion a otra; cuando a, = O(b,) quiere decir

-0

im  Tn=cz0
b

n

y la notacion a,=0o(by) ("o"chica ), para indicar que:

Un punto de Lebesgue de una funcién f es cualquier punto x tal que:

r—0

p
1
lim By I| S(x+t)-f (x)lcl)c:()
—F ’

La funcidn Delta de Dirac §(x) se define como:

8(X)= lim ! l[OSxSa] (2.1)

a—>09
de esta definicion se obtiene lo siguiente:

5(x)= {o,mo

©0,x=0

La funcidn delta de Dirac asi definida satisface las siguientes relaciones:

f&(x)dle; J‘é'(x—xo)f(x) clxzf(xo),

R R
esta funcion delta Dirac también puede ser expresada como la derivada

generalizada de la funcion escaldn de Heaviside H(x), definida como:
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H(x)= 1(x>0) = {I’XZO

O,x<0-

2.2 Espacios de Hilbert

Espacios Pre-Hilbertianos

Definicién.- Sea E un espacio vectorial sobre K=R ¢ C

Una aplicacion <,> : ExE — K es un producto escalar si

vxyze E, VaBeK

i) <ax+Py,z> = a<x,z>+p<y,z>
i) <X, y> = <y, x>
iii) <x,x> >0y <x,x>=0 si y solo si x=0

Definicion.- Un espacio vectorial provisto de un producto escalar

(E,<,>) se llama espacio pre-hilbertiano.

Definicion.- La norma |x| de un elemento x de un espacio pre-hilbertiano

E, x € E se define por: “xﬂ:\/(x x> .
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Definicion.- Un espacio vectorial E se dice espacio vectorial normado si

esta dotado de una norma.

Definicidn.- Si E es un espacio vectorial normado y {x,} es una sucesion

de elementos de E, se dice que la sucesion {x,} converge hacia xeE si

limd(x,x,)=limlx—x |=0 y se escribe como limx, =x, donde d(x,xn)

n—ywc n--»o0

representa la distancia de x a xn.

Definicién.- Se dice que una sucesion {x,} de elementos de un espacio
vectorial normado  es una sucesion  de Cauchy  si

limd(x,,x, )= lim =0.
n- 0 L
ni-»w ni--y0

xn - xm

Definicién.- Un espacio vectorial normado se denomina espacio

COMPLETO si toda sucesion de Cauchy converge en dicho espacio.

Definicidn.- Un espacio vectorial provisto de una norma proveniente de
un producto escalar se dice ESPACIO DE HILBERT si y solo si es

completo.

Trabajar con el espacio abstracto de Hilbert es beneficioso en muchos

aspectos. Nuestra intuicion geométrica basada en las propiedades de los
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espacios Euclidianos R? o R?, puede ser en parte faciimente extendida a

un espacio arbitrario de Hilbert. Un ejemplo es el teorema de la
proyeccidén. La norma en un espacio de Hilbert esta asociada con una
expresion cuadratica y con el proceso de reduccién para minimizar la

norma en la categoria de problemas lineales.

2.3 Teorema de la proyecciéon ortogonal.

Definicion.- Sea H un espacio de Hilbert, se tienen las siguientes
definiciones:
° x es ortogonal ay en H si <x,y>=0

° Elortogonalde xe Hesx' = {y e H/ <xy>=0}

. El ortogonalde McHes M' = {ye H/ <xy>=0V xe M}

Propiedades:

® X L

es un subespacio vectorial cerrado en H.
o M’ es un subespacio vectorial cerrado de H.

e AdemasM~M' ={0}
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Definicion.- Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio de él. Al

conjunto
M*={xeH| <x,y>=0 vyeM},

se llama complemento ortogonal de M.

Ejemplos importantes de espacios de Hilbert son:

o El Espacio Euclidiano(finito-dimensional) R"

Este espacio es un espacio de Hilbert, con el producto interno definido

por

”n n

<xy> = Zx,.y,. ylanorma | = \/sz,

i=1 i=1

Donde x, y € R" tal que: X= (X1,...,Xn) , Y= (Y1,---,¥n)
e El Espacio de todas las funciones real integrables
Li(R)={f/ J.}f'<oo.}

R

con el producto interno definido por

<tg>= [1-4,y1anoma - J fr



e E/ Espacio de todas las funciones reales cuadrado integrables

La(R)={f/ ﬁf{ <o}

con el producto interno definido por

<f,g>= If-g,ylanorma I/ =\”}:

» El Espacio de todas las funciones complejas cuadrado integrables

LAQ)=AH [/ <)
con el producto interno

<f,g> = J.f-g’ y la norma Hflf:\jfj.f*j:

. Espacios de todas las sucesiones cuadrado sumables £

P2 ={ {Xn}/ Z

2
X={Xn} € 1 Si Z x,| <o
neZ

2
<o}

xn

con el producto interno definido por

<X, Y> = Zifé}‘ y la norma “f“ﬁ/Z:];? :
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2.4 Conjuntos Ortonormales

Definicién.- Un conjunto xi,x,,...,.X, de elementos de un espacio de Hilbert
H es ortonormal si

1, sii=j
0, si i#j

<Xi,X_,'>=

2.5 Reproduccion del Nucleo del espacio de Hilbert

Una funcion de dos variables x y y, K(xy) es llamada funcion

reproductora del nucleo para el espacio de funciones H si

(i) Para un y fijo, K(x,y) es una funcion en H.
(ii) Para cada funciéon feH y cada y, K tiene la propiedad
reproductora:

S =<f(x),K(x,y)>.
Teorema.- Sea V un subespacio de L; y sea {e,e;,...,8,}, una base

ortonormal de V. Entonces V es un espacio de Hilbert con funcion

reproductora del nucleo:

K(v.v)= Z e, (X) e,(y)

f()’)=Jf(.\‘)K(x,y)clx. VfeV.
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2.6 La transformada de Fourier

Definicion. — La transformada de Fourier de una funcion f € L1(R) , esta

definida por:

JOO = FLf(0)] =< f(x), ™™ >= If(x)e"““dx

R

Definicion. — Si 7 eL;(R) es la transformada de Fourier de f eL1(R),

entonces:
: kY iy l iwx
F) = F )= e J-f(w)e dw
2r

es la denominada transformada de Fourier inversa.

2.6.1 Propiedades basicas de la Transformada de Fourier:

La transformada de Fourier definida anteriormente satisface las

siguientes propiedades:

[BOU] Limite infinito, /e L, (R) .7

<V

[UC] Continuidad Uniforme, f(w) es uniformente convergente sobre

- <W<
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[LIN] Linealidad, Flaf(x)+Bg(x)]=aF[f(x)]+ BF[g(x)]
[DER] Derivada, F[f™(x)]= (iw)" f(w)

[SHI] Desplazamiento, F[f(x-Xo)]= €™*° 7(w)

[SCA] Escala, F[f(ax)]= lf(%)

3
[SYM] Simetria, F[F[f(x)]]=2[1f(-x)

[CON] Convolucién,si se define el producto de convolucién de f y g

como: f¥g(x)= If (x—10)g(r)de , una de las propiedades mas importantes

de la transformada de Fourier es que F[f*g(x)]= f (w)g(w)

w=0

[MOM] Teorema del Momento, Ix" F(x)dx = (i) d df (nW)
w

Segun estas propiedades, por ejemplo la funcion delta de Dirac satisface

las propiedades:
° f(x)*8(x-xo0) = f(x-Xo)

o F[3(x-xo)]= e

Nota: Las normas Il.1l;, Il.ll. .1l para el vector X=(X1,X2,.+.,Xn)"

estan definidas por

Mz = {z Xzz} y H«‘ﬂm = l”"a{)x,' y }]Xﬂ, = ZIx,l norma de la suma

i=1
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2.7 Series de Fourier

La teoria de las series de Fourier tiene un rol importante en la teoria de
la transformada Wavelet. El calculo de filtros Wavelet de funciones de
transferencia y la realizacion de pruebas de ortogonalidad son algunos

ejemplos importantes de la iteracion de la transformada Wavelet con las

series de Fourier.

El resultado mas importante de la teoria de las series de Fourier indica
que toda funcion periédica con periodo T, f(x)=f(x+T), puede ser

expandida en serie de la forma:

Z pX'3
-\ mn 7"‘x
S(x)= E Ie
N

donde:

T
1 2 2T
I = , J_/(x)eﬁ”-xdx.
.
2

En términos de funciones trigonomeétricas la expresion anterior toma la

forma:

o

Y G C)

n=1
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donde:

T
1 nxmw
a =-— x)cos| — ldx, n=0,1,2...
=5 e ([j
-T

T
b, = [l‘ If(x) sen(,—’;-'{[—]dx, n=12..
T

an y bn se denominan los coeficientes de Fourier.

Unicidad. - Sif eL1(R), y a,=0, b,=0, n=1,2,...; entonces f es la funcién

cero, es decir f=0.

Aplicacion.-
Como una aplicacion desarrollamos la serie de Fourier para la funcion

onda cuadrada.

KX)={h -T<x<0

k, OD<x<nrx
Con f(x+2r)=Ff(x)

Encontramos los coeficientes de Fourier:



T

0
a, = 1 j(—k) cosmx dx + Ik cosnx dx
%

0

a - 1 [_ksennx o Lk sen x g}:o
T n n
0 v 4
1
L J. (—k)sen nx dx + J. k sen nx dx
T
-z 0

| COSHX COSHIX i,
b, = [—k =k ;0}

n f-m H
Vs h : n

t(x)

Figura 2.1 Onda cuadrada

La suma parcial de la correspondiente serie de Fourier toma la forma:

f(x)= 4k (senx + ! sen3x + ! senSx+...)
/8 3 5
4
St= u-{isenx

V4

S1 es el primer termino de la serie de f(x).

26



27

k |
L P f(x)
T s Ny

N - A : o
N o
\\m s
el _ 4 A»
4

Figura 2.2 Grafico de la funcion f(x) referente a la onda cuadrada.

2.8 Transformada discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier denotada con DFT, de una sucesion

f = {fn, n=0,1,...,N-1} se define como:

N-1
- f wy™, k=0,...,N-1
F {Zn N TALXY] }
- n=0

donde:

wy=e 121/ N

y la transformada discreta inversa de Fourier se define como:
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Obviamente, la transformada continua de Fourier se aplica a funciones
cuyo dominio es algun subconjunto de los reales, mientras que la
transformada discreta se aplica sobre un conjunto discreto de

observaciones. En el siguiente capitulo se desarrollara la transformada

Wavelet en su forma continua y discreta.



CAPITULO 3

3. TRANSFORMADA DE WAVELET EN FORMA
CONTINUA

3.1 Transformada de Wavelet en forma continua.

En este capitulo, daremos algunos de los resultados tedricos mas
importantes de la transformada de Wavelet. Empezaremos con la
transformada de Wavelet en forma continda, para la cual el andlisis de
multiresolucion es un concepto fundamental en su construccion y una
forma de entenderla. La principal herramienta matematica usada en esta

parte es el andlisis de Fourier.

Sea ya,p(x), con a €RY{0},b € R una familia de funciones definida en

base a la traslacion y dilatacion de una sola funcion w(x) € Ly(R),

1 x—-b
V()= t//(- j
v’l"‘ a
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Con una norma que satisface la propiedad que

v..,(¥)| es independiente

de a y b. Esta funcion y es llamada la funcion Wavelet o la Wavelet

madre y satisface la condicidn de admisibilidad,

2
(jn/' - .qu)(u)t dw < oo
W

R
donde ¥(w) es la transformada de Fourier de y(x). Esta condicidon de

admisibilidad implica que
0=Y(0)= Jq/(x)dx .

Sea f(x) € L, la transformada de Wavelet en forma continua es definida

como una funcién de dos variables
CWI,(@,b) =< f.p,y >= jfmw;;;;,‘(x') dx

donde a, b varian continuamente sobre R\{0} x R, a se denomina

parametro de dilatacién y b es el parametro de traslacion.

3.2 Propiedades basicas de la transformada de Wavelet

Resolucion de identidad, cuando la condicién de admisibilidad es
satisfecha, es decir, C,<x, es posible encontrar la transformada continua

inversa, a través de la relacion conocida como resolucién de identidad o
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Identidad reproductora de Calderdn, que se establece de la siguiente

manera.

o= j'CWl @b,

y o

Si restringimos los valores que toma a al conjunto (0,+wx), se tiene:

C, = mdw<oo

y la relacion resolucién de identidad se transforma en:

U da db
Sx)= E:‘ J-ICWIf(aab)!//a,b(x)T
v — 0

Ahora, se listaran alguna propiedades importantes de la transformada

Wavelet en forma continua:

Propiedad de Cambio(shifting), si f(x) tiene una transformada Wavelet

en forma continua CWI,(a,b), entonces g(x)=f(x-B) tiene una

transformada Wavelet en forma continua, CWT,(a,b) = CWI (a,b—f).
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Propiedad de Escala, si f(x) tiene una transformada Wavelet en forma

continua CWT,(a,b), entonces g(x) = % f({], tiene una transformada
X AV S

Wavelet en forma continua:

CWT (a,b) = CWT (" ”j

S 5

Propiedad de Conservacion de Energia,

o

o= J‘ J.;CWF( b)} dadb

Propiedad de Localizacion, sea f(x)=6(x-X,), €s decir la funcién Delta de

Dirac en el punto xo. Entonces:

1 x,—b
CWT (a,b) = —y| 20— |.
{(a,b) «fal//( p; J

En cuanto a y(x), existen diversas funciones que pueden usarse como
Wavelet madre y que dan origen a transformadas de Wavelet distintas, a

continuacion se desarrolla la Wavelet de Haar.

Transformada de Haar en forma continua.

La transformada de Wavelet de Haar en forma continua es:
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V/:L:AR(X):L/_[l(bsxsg+b)—l(g+b3xga+b)]
, Ja 2 2

Asi, si F una primitiva de f, es decir, F'=f, entonces

W 2|, [a F)+F(a+b)
CWI, (a,b) =< [/ J[’(z”) Llaxh),

3.3 Analisis de multiresolucion

Existen dos maneras para presentar las Wavelets, una es como ya lo
hicimos antes por medio de la transformada continua de Wavelet y la otra

es mediante el analisis de multiresolucion.

El analisis de multiresolucion (MRA) parte de una sucesion de
subespacios cerrados V,, n€ Z en Ly(R) tal que estos subespacios

mantienen una jerarquia, es decir

ans CV-ZC V—l (o VOC V1 C VZC s

y tal que
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Segun esto, los subespacios tendran una interseccion que sera el vector

nulo.

La jerarquia es construida tal que satisfaga dos condiciones:

) Los V-espacios son auto similares, lo cual significa que:

f(2'x)eV, siysolosi f(x)eV, (3.1)

(i) Existe una funcién de escalonamiento ¢ € Vo que genera el

espacio Vo .

V, = { fel, (R fix)= chgzﬁ(x - k)} (3.2)

donde el conjunto {¢(e—k), keZ} es una base ortonormal de Vo.

Asumiendo que j¢(x)dx¢ 0. Puesto que Vo c Vi y la funcidn ¢(x)e Vo

entonces ¢(x)eVi y por tanto puede ser representada como una
combinacion lineal de funciones de Vi, pero segun (3.2) ¢(x—k)el,y

¢(2x - k) eV, segun (3.1), entonces

¢(x):Z/;k-J2¢(2x~k), (3.3)

keZ
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esta ecuacion es conocida como la "ecuacion de escalonamiento", y es
fundamental en la construccion y anélisis de la transformada de Wavelet.
El posicionamiento de los indices toma distintas convenciones, la que es
llamada la "convencion de Daubechies" que establece

we Vo Vi Voo Vi Voo .,

y si los indices de los subespacios de multiresolucion estan al reverso, es

decir
e Voo Vi Voo Vic Vac v,

entonces se tiene la llamada "convencién de Mallat".

Una generalizacién de (3.1) y (3.2) permite llegar a determinar que la
familia {¢,(x)=2"""¢(2’'x-k),jfijo,k e Z}es una base de V,, acorde al
indice de Mallat.

Mientras que {¢,(x)=2"7"?¢(2”7x—-k),jfijo,keZ}es una base de V,,

J

acorde al indice de Daubechies.

Los coeficientes h, son importantes para relacionar el analisis

multiresolucion a la teoria de la sefial de un proceso. El vector

h ={h,,n e Z} es llamado filtro wavelet.
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Se define la funcibn mg como la funciéon de transferencia, la cual
permite describir el comportamiento del filtro Wavelet asociado en el

dominio de Fourier,

1 —ikw 1
my(w) = —ﬁthe k= ﬁH(w) .
keZ

La funcibn mg es entonces periddica con periodo 2zy los filtros

{h ,ne Z}son los coeficientes de Fourier de la funcion H(w) = 2m,(w).

En el dominio de Fourier, ®(w)es la transformada de Fourier de la

funcidn dada en (3.3) ¢(x)=thJi¢(2x~k),y entonces

keZ

O(w)=m, (‘; JCD(;’) como se demuestra a continuacion:

d(w) = J.q}(x)e"”‘"dx

= Z\/ihk j-¢(2x —k)e ™dx
k

:Z!h Axku/Z J‘¢(2x k) -i(2x- k)w/2d(2x k)
k

- Zh’k ¢ zl.w,«zq)(wj
T \I/ 2
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{3p(5) 00

Haciendo lo mismo repetidamente, en n iteraciones se tiene

W W w W :
O(w) = ”’0(5‘1) * ’"0(‘2’{) * mo(?J *LK mo(«z—;j , €s decir

dO(w) = ﬁ mo( w) .
8-l 2;1

Ahora, se probaran 2 propiedades importantes de los filtros Wavelet

asociados al analisis multiresolucion con normalizacién y ortogonalidad.

Normalizacion

z h = J2
ke Z

Prueba:

I¢(X)dx = JQth J.¢(2x — k)dx
1
= 2th~2» I¢(2x—k)d(2x—k)

= \/12 th j¢(x)dx.
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Puesto que j¢(x)dx # 0 por suposicion.

Este resultado permite decir que mop(0)=1, puesto que I¢(x)dx¢0 y

#(x) e L1(R) en el dominio del tiempo, tal que ®(0)=0y ®(w)e L, en el

dominio de Fourier.

Ortogonalidad. Sea /<7,

thh,‘_,z, =0, .
k

Prueba:

PP =D =2 ) hg(@x =R -1)

= -J2th¢(2x - k)\/ZZhM(I)(Z(x—l) —n).

por integracién de ambos lados, se tiene:

0, = 22 h, {Z h, ; J.¢(2x -k)p(2x -2/ —m)d (2x)}
k n
= Z Z hk hm(‘;k.?_l v

k m

:thh/: 21
\

Lo ultimo se obtiene tomando £ =2/ +m .
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Un caso de especial importancia es cuando /=0, con lo cual la

ecuacion E hh,_,, = &, se transforma en E h’=1.
k k

El hecho de que el sistema {¢(e—4k), keZ} constituye una base

ortonormal para Vp puede ser expresada en el domino de Fourier en

términos de d(w)o m,(w) de la siguiente manera:

(a) Entérminos de ®(w):

fw)= Z}cb(w +27) =1

=

(b) Entérminos de mg

g ) +|my(w + ) =1

Puesto que Z\(D(Zw+21;r))z =1, por la ecuacion (3.4):
J )

w W
b(w) = m{—i)d)(»zvj

Z!mo(w + Iir)ﬁd)(w + l;r)]2 =1,
l=—w0

ahora dividiendo esta suma en dos partes, una con indices impares y

otra con indices pares, se tiene,
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o

1= my(w +2kr)| | ®(w + 2k +
D im i |

k=—u

Z{mo(w +(2k + l)n)[Z](D(w +(2k + l)7r)i2

para simplificar la expresidn, usaremos la periodicidad 2x de m,(w):

\ = )

1= !mo(w)IZZ]d)(w + 2k +m, (w +7r)IZZ{(D((w +70) + 2k)

=y (W) + |y (w + 7).

Las condiciones |m,(w)’ +|m,(w+7z) =1y Zi‘D(ZW+2k”)]2 =1, no son

k=

equivalentes. La primera expresion es necesaria y la segunda expresion

es una condicion suficiente de ortogonalidad.

Por ejemplo,
1
p(x)= —3—»1(0st3)
tiene una funcion de transferencia
my(w)y= -~~~

que satisface
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1__e—3iw 2

1+e“~""'\2 _,
2 |

2|

my(0)=1y

_3iwr2 S€N(3W/2)

no obstante, puesto que ®(w)=e¢™"' " -2~ la suma:

T

Z}CD(DV +2kn) = ;/ + g cos w + gcos 2w #1.
k=0

3.3.1 Derivada de una funcion Wavelet.

Siempre que una sucesion de subespacios satisface las propiedades del

analisis multiresolucidn, existe una base ortonormal para L(R),
{v/jk x) =2y x-k).j. ke 2},
tal que {w,./fijo, keZ} es una base ortonormal del "espacio

diferencia” 1, =1",,01,. La funcidn y(x)=w«(x) es llamada la funcion

wavelet o informalmente la wavelet madre, conviene observar que

W, =1,,01, significa que 17, =1, @, donde @ representa la suma
directa de subespacios , es decir el subespacio v, es igual a la suma

directa del subespacio 1/, y su complemento ortogonal 7', .
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3.4 Wavelet de Haar

Se mostrara como el andlisis de multiresolucion desempefa un papel

importante en la Wavelet de Haar.

En este caso sea ¢(x)=1(0< x < 1)y supongamos que y es desconocida.

La ecuacion de escalonamiento ¢(x)=2hkﬁ¢(2x—k) es muy simple

ke Z
para el caso de Haar. Por simple inspeccion, observamos que la

ecuacion de escalonamiento satisface:

P(x) = #(2x) +$(2x - 1)

b(x) = Q% J24(2x) + J%Jées(zx -1)

Donde los filtros Wavelets son los coeficientes:

|
h() = hl = \/2 .

Para la Wavelet de Haar, la funciéon de transferencia se convierte en:

my(w) = HL _1_ e ™ |4 ‘1 1_ o™ | = L+ e"i
" 2\2 AW 5
Ahora
jw Ty - 1 . i 1— —iw
m, (w) = _e—mmo(w + ”) — _ew(:’]z B :2 emj _ A—;



Observando que

mg (M’) = l,no (M,)gei'ﬁ(w) — COS(:}!_i“’/Z ,

ix ~ix
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pues cosx = e;e Con lo que ¢(w)=-w/2; es decir, la Wavelet de

Haar tiene una fase lineal, esto quiere decir que la funcion de escala es

simetrica en el dominio de tiempo, también, la condicién de ortogonalidad

i ! i ! [P 4 ¥
;mo(w);z+§ml(w);2 =1 ,es facilmente verificada dado que lmo(w)E2=cos(u) y

2

. 2 s e .
iy o]} (‘Z’) , entonces la condicion de ortogonalidad se transforma en la

identidad trigonométrica fundamental scn?

Y COs
+ S
2

2

w

2=l.

Condicioén de ortogonalidad
Lywms -
0.8 -
AN
~ 0.6 ~ e
£ . e——
s \ ...... nﬂg
=} |
E 04 " e
.
N
N
0.2 AN
\ N
0 KO S T H e S TETTEE AT T
© 9 2 9O L M o= omomo= NNNNNW
N <+ [=4) o ~N e (-3 (-] ~N - (-] w
w (omega)

_—iw/2 ; ,
De la relacion () = Tme 777 (I)[-‘1 J - d{;)- ;

Figura 3.1 Grafico de m,(w) - cm(j) y ny(w) - sen(‘;).

2 2
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proviene de ¥(w) = ”’0(%)@(%) , ¥ aplicando la transformada inversa de

Fourier se obtiene que :
w(x) = ¢(2x) - ¢(2x - 1)
en el dominio de tiempo. Por tanto encontramos la funcion Wavelet de

Haar v .

3.5 Wavelet de Shannon

Analizaremos ahora la llamada Wavelet de Shannon, algunas veces
llamada Wavelet Littlewood-Paley. La funcidon de escala en la base de

Shannon es definida en el dominio de Fourier como:

O(w)=I(-r <x <)

Ahora

)= [era =212
2r v/ae

-

Y, como antes, la familia {¢(e—£), k< Z} es una base ortonormal. En

efecto, zj‘jcb(w+27r/))2 =1 se satisface trivialmente, y equivalentemente

l=-a

en el dominio tiempo,
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2

R

J.¢(x)¢(x —k)dx = 1 J.e""*CD(w)(_I)(ﬁ'S dw
T

n

_ L I ™ dw
2r

_ sen(zk)
k
=0,

Por simple inspecciéon (D(w):mo(%)d)(%), y encontramos que para la

Wavelet de Shannon m(,[-gj =1, para we[-n, nt] y mo(—;{) =0, paraw € [-

2n,—7) U (n,2x).

Dado que existe una periodicidad 2r, se obtiene que:

mo(KJ = 21(— Ty dkm<w<” 4 2k7r].
2 e 2 2

Y también:

W(w)=—e """ 1(-w <|w

<m)= -e“"”{d{%} — (I)(w)} .

La funcion y(x) en su correspondiente dominio de tiempo es:

w(x) = ¢(x - ;) ~2¢(2x-1),,

donde, el soporte de ®es [-2r,-n] U [n,-2x].
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En el siguiente grafico se muestra el comportamiento de ¢(x), la funcion

de escala en la Wavelet de Shannon, para algunos valores de x:

i

1+ 55y
0.8

0.6 ) \

3
"

o

hdt ™

hd
ki
£
o
B

Figura 3.2 Funcién de escala de Shannon.

Y en la figura 3.3 se muestra el comportamiento de la funcion Wavelet

vy de Shannon encontrada anteriormente
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-0.8]
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Figura 3.3 Funcion Wavelet de Shannon

Para la generacion de los respectivos graficos se utilizo una funcién y un

procedimiento en visual basic- project excel (ver apéndice A).

3.6 Wavelet de Daubechies

Esta seccion trata sobre otra Wavelet, la Wavelet de Daubechies que es

una de las mas usadas; aunque, la funcion de escalonamiento ya no
tiene una representacidn explicita. Si ¢(x) es la funcibn de
escalonamiento de Daubechies, entonces aplicamos el algoritmo llamado

Lagarias-Daubechies (ver apéndice B), el cual permite obtener el valor de
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¢(x) dado un valor x del intervalo (0,1), y representado el valor de x

mediante el algoritmo Diadico (ver apéndice C) que expresa x en

términos de cero y unos, es decir, x= E d;2”7, y donde se encontrara
=1

$(0.76), $(1.76), $(2.76). Primeramente sera necesario formar la matriz To

y T1, definidas de la siguiente manera:

Iy=-i2 by,  1<i,jS2N=-1;  T,=2-h,  , 1<i,j<2N-1,

donde los h; son los filtros wavelets de Daubechies, los filtros para

Daubechies dos son:

[0]0.4829629131445341433748716,
[1] 0.836516303737807905575294,
[2] 0.224143868042013381025973,

[3] -0.1294095225512603811744494

Haciendo los calculos respectivos se hallan las matrices y los resultados

de ¢(0.76), $(1.76), $(2.76), que se muestran en la tabla siguiente:



0.6830127 0 0

To 0.3169873] 1.1830127§ 0.6830127

0] -0.1830127] 0.3169873

1.1830127] 0.683012/7 0

T -0.1830127] 0.3169873] 1.1830127

0 0§ -0.1830127
$(0.76) 1.119766§1 1.11976518] 1.11976384] 1.11976518
$1.76) -0.11350775§ -0.11350602] -0.1135043} -0.11350602
(2.76) -0.00625877} -0.00625915] -0.00625954} -0.00625915

Calculo de ¢ de Daub2, x=0.76, n=20

Lo que permite graficar la funcidn de escala de una Wavelet de Daub2,

que se muestra en la figura 3.4
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1.6 ¢(X)

04

x

" Figura 3.4 Funcion de escala de una Wavelet de Daub2

Para ver el grafico de otras funciones de escala de una Wavelet de

Daubechies con filtros con N=2,4,8 ver apéndice D
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Una de las funciones de escala mas usadas es Daubechies 8, el

comportamiento de la funcion de escala ¢ se muestra en la figura 3.5.

Dabecties§

a8

08!

Figura 3.5 Funcion de escala Daubechies 8.



Aplicacion

Se procedidé numeéricamente a calcular la transformada continua wavelet

de la funcidbn de prueba v(x)=.x(1-x) scn(-»%gzs.}Ostl, donde la
: x+0.

wavelet madre a utilizar es la wavelet de Marr o conocida también como
"sombrero mexicano" cuya expresion es v =d-xDe='2 el

comportamiento de la funcion y(x)es la siguiente:

12

Qa8

[¢]

Q04

Psi{x)

[+4

b »ﬁ .ﬁi ,n\ ,\3,}.‘ K 7)\‘; :nt' Uy

SNTEATNAIEAIY LN AN

02

04

06

X

Figuré 3.6'Wa‘vme Iet madre deMarr S
Ahora en el intervalo [0,1] de la funcidn de prueba se tuvo el resultado de

la transformada continua de wavelet.
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| CWT(F(ab)

Qb om oem oo e e i e e

0.2

=] [=] va‘ \ [ o o o YD oy (=] o o [=] o o o N l“
2 g 3 N ;‘ g N3 ‘/ s 8 & % 22
X \
-02 I - -
-0.4 S,
"——CWT(f(ab) ey
—FUNCION DE PRUEBA

Figura 3.7 Transformada cor ™~ -a de \Wavelet de la funcion de prueba.

La transformada continua de \Wavelet fue desarrollada de la siguiente

manera:
b
Jfx(1-x) sen 2.1x (t—x?)e =2 gy ,
N x+0.05
V]

para calcular la integral de la transformada se procedi6é a implementar el

algoritmo de la cuadratura de gauss (ver apéndice E).



CAPITULO 4

4. TRANSFORMADA DISCRETA DE WAVELET

4.1 Introduccion

Al contrario de lo que sucede con la transformada continua de Wavelet,
la transformada discreta de Wavelet (DWT) es aplicada a un conjunto de
datos discretos y produce salidas discretas. Transformar sefiales y
vectores de datos por medio de DWT, es un proceso que se parece a la
transformada rapida de Fourier (FFT), que es el método de Fourier
aplicado a un conjunto de medidas discretas, es decir la transformada
discreta de Fourier, la analogia entre el método de Fourier y el método de

Wavelet.

TABLA I. LA ANALOGIA ENTRE LOS METODOS
DE FOURIER Y WAVELET

Métodos |Integrales de |Seriesde |Transformada
de Fourier | Fourier Fourier discreta de
Fourier.
Método de | Transformada | Series de | Transformada
Wavelet Continuade |Wavelet. discreta de
Wavelet. Wavelet.
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La transformada discreta de Wavelet mapea datos desde el dominio del
tiempo (vector de datos ingresado) al dominio Wavelet. El resultado es
un vector del mismo tamafo. Las transformaciones de Wavelet son
lineales y por ello pueden ser definidas por matrices de dimension nxn
si a ellas se aplican vectores de tamafo n. Dependiendo de las
condiciones de frontera, la matriz asociada a la transformacion lineal

puede ser ortogonal. Cuando la matriz es ortogonal, la correspondiente
transformacion es una rotacion de R" en la cual el dato representa Ia

coordenada del punto. La coordenada del punto en el espacio rotado
comprende las coordenadas originales de la transformada discreta de

Wavelet.

Aplicacion

Sea el vector de datos (12) y sea M(1,2) el punto en R? con

coordenadas dadas por el vector de datos. La rotacion de los ejes
coordenados por un angulo de n/4 puede ser interpretada como una
DWT en la base Wavelet de Haar, con matriz asociada dada por la matriz

de rotacion:

49

- o 7] s )| /iz 1;2
(i) «(3)] |

N
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y la transformada discreta de Wavelet de (1,2)' es entonces

T -
i

DWT((1,2))=-(.2)= (- \.\‘ 3] 3

(1,2)

D((1,2))

Figura 4.1.1 DWT((1,2))

Aplicacion

Consideremos ahora la siguiente figura:

£

o v

Figura.4.1 Una funcién de interpolacion y sobre[0,8).

Sea el vectory=(0,-321012) asociado a la figura 4.1. Los valores

f(m=y,n=01,..7son interpolados por una funcién constante por
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tramos como se muestra en la figura 4.1. Asumiremos que f pertenece al

espacio multiresolucion de Haar V.

La siguiente ecuacidn de matrices da la relacion entre y vy los

coeficientes Wavelets (datos en el dominio Wavelet).

La matriz asociada a la transformacion proviene de:

HAAR

Vi =< xs S +h) 1 rhsx<arh))

con lo que se tiene:

- 1T T1r 7
0 i 32 * i 1 oo | |
-3 ;{5 ;]ﬁ —? 6 0 ETJ‘E 0 9 d,,
2 N T o |
R T by
0 zv:fz' “2;5 0 2 0 ° Tin (: dy
R I I A b

| 2 | 55 25 ° 2 ° B ARG

La solucion es
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doo - ;2_
d, 1
dy| | -1
dy E
u'u — :2
d22 lz

EERIN Rt

Asi entonces:
f= "f"2¢,3_0 - ""¢;2V~-3.o TY 00 Voot 4.1)

1 5 1 1
8 Voo™ 3 Vout g Voaa:— A Y i3

La solucion es facil de verificar.

) ol 2

coeficintes [T ATARISE] T Q13T
Fiat
Féad
Fiaz
Fiad
Féad
Fiab
Fia®
FiaB

pot] = o = e o Hu e ]

g on lend o o il

En la tabla se evaluan la fila i de la matriz de coeficientes de la Wavelet
de Haar (8x8) multiplicada por el vector soluciéh (1x8), teniendo como

solucion el vector de datos.

Todo lo desarrollado hasta aqui es realmente riguroso, pero de limitado

valor practico, ya que almacenar y manipular las matrices de la
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transformacién cuando el vector de datos es mayor que 2000 no es

practico.

4.2 Algoritmo Cascada

En el contexto de procesamiento de imagenes, Burt y Andelson [1]
desarrollaron el algoritmo Piramide ortogonal y biortogonal. El
procedimiento Piramide o cascada procesa una imagen en diferentes
escalas, ranqueandola desde fino a tosco, en un algoritmo de arbol. Las
imagenes pueden ser sin ruido blanco, extendidas o comprimidas por

una apropiada escala de tratamientos.

Mallat fue el primero en unir las Wavelets, el andlisis multiresolucion y el
algoritmo cascada de manera formal [2]. El algoritmo cascada de Mallat
da una lista constructiva y eficiente de procedimientos para ejecutar la

transformacion discreta de Wavelet.

El algoritmo cascada relaciona los coeficientes Wavelets de diferentes

niveles en la transformacion por filtros con Ay g.

En el algoritmo cascada es conveniente enlazar los datos originales con
el espacio V| y muchas veces con Vo Para luego suavizarlos

complementando con los espacios (Vj1,W;.1), (Vj2,W,.2), etc. Decrecer en
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los indices en los espacios-V es equivalente a una aproximacion mas

tosca de los datos.

Sustituyendo  los indices en la ecuacion de escala

¢(x):th'\/2¢(2x~k) y la ecuacion w(x)=2gkﬁ¢(2x—k), se

keZ keZ

obtiene:

8 100= Y hads() Y ¥,k )= D grady®). (42)

leZ leZ

Las relaciones en (4.2) son fundamentales en el desarrollo del algoritmo

cascada.

Utilicemos ahora la ortogonalidad de los subespacios V; y W,
considerando el analisis multiresolucion con la convencion:

waa CV]-l C VJ C VJ+1 C sun

Entonces V; =Vi.1® W4, y cualquier funcion vje Vj puede ser
representada de manera unica como vj(x) = vj1(x) + wj.1(x), donde V-
1€ Vi1 Y Wi e Wiy, Es usual denotar los coeficientes asociados con

¢, (x)y v, (x)por Ciy di, respectivamente.

Asi
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v,(x)= Zc_j.k¢j,k (x)
v (x)= ch‘,’,q}‘,,,,,(x) + Zdj~1,1‘//j-4,z(x)

v,(x)=v, (x)+w,_(x)

Usando la ecuacion de escala general (4.2) , l1a ortogonalidad de w;.1(X) y
d1.4(x) para todo j y |, y la propiedad de aditividad del producto interno,

obtenemos,

C, = /‘). 7¢/>1.l>

L,
\ Zh¢ )

= th-21<"_,,¢_,',k> (4.3)
*

CJ. 1l =

Y de manera similar dj.q,= E Sk -
k

El algoritmo cascada trabaja también en la direccion inversa. Los
coeficientes en la escala mas fina correspondiente a V; pueden ser
obtenidas de los coeficientes correspondientes a Viq y Wiy Asi, La

relacion
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)

Cin = <"‘ 9. 1.)

Cik = .S_ ¢ 11 J 11> ,k E Yy ‘//J II’ij> 4.9)
Cj,k -2- _/ -1,4 k 21 E d_[ Ilgk 21

describe en un solo paso la reconstruccion del algoritmo.

Aplicacién
Para DAUB2, la ecuacién de escala en valores enteros es:

p(n) = th 2020~ k).

Recordando que h={h,,h h,,h} = {% 17/23 3433 1_;@}

Se tiene que §0)=-2i$0) y 2k #1, de esto se sigue que
#(0) = 0. También se obtiene: ¢(3)=0. Para ¢(1) y ¢#(2) obtenemos el

sistema

S| B | | 8D
Jz.h hj'b(z)}

[¢(l)} _
$(2)
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Ademas de Zip(x-k)=1 se sigue que ¢(1)+¢#(2)=1. Resolviendo para

¢(1) y #(2) se obtiene entonces:

1+'\//§ I—-

$(1) = Ty y ¢(2)= T

&

Ahora, se puede definir ¢,

9= > hl260-K) = h29(1) = 252

§C)= > o206~k = h[292) + by (240)

30313 303 13
S S S aa 0

¢(§‘): Zf’k J2(5-k) = h-[24(2) = ki@
oy,

(=) =y(2)=0,

w() = ng V2p-1-ky=h 26 =~ (g, =(-D"h,]
k

V0= 8200~k =g 1/202)+ g/ 290) =~k 29 =~ %

, etc.
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4.3 La notacion del operador de DWT.

La representacion por medio de operadores es una manera elegante de
describir el algoritmo cascada. Se puede utilizar para expresar el
operador en términos de matrices o filtros. Trabajaremos con el operador

en términos de filtros. Ahora definiremos los operadores de decimatacién

y dilatacion, que actuan sobre el espacio de sucesiones £ 2 .

Definicion .-
Decimatacion [42] es un mapeo desde #(Z) a f(2Z) definido en

coordenadas como

([‘LZ]an)k: Za;15)1~2k = Ay (45)

n
Es decir, cuando aplicado a una sucesion retiene los valores sobre

posiciones con indices pares.

Dilatacion es un mapeo desde £(2Z) a £ (Z) definido como

([120anh= D a6,

n

Es decir, expande la sucesiéon de términos pares, poniendo ceros entre

los valores originales.
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La tabla siguiente muestra la accion de [42] y [12] sobre la sucesion
{1,0,-3,2,1,0,1,2} tal que el primer elemento tiene un indice de -2.

Tabla II. Decimatacién y Dilatacién en accion

Indice k 2Lt 0 1 2 3 4 &
N o0 -3 3 w oo 4 2
l'l’?la SR SN TN . S S | S

2la o) ] ) S | I N 1

Sean H y G convoluciones con los filtrosh y g.

H: @) > (@) Had= D b, ,a,

G: €@ — 0@) Gak= Zg,,,ka,,.

Ysead=[L2]H vy G=[+2]G

Los operadores Jf y G satisfacen las siguientes relaciones:

()= Zh .
(Ga)- ) g, v,

La siguiente aplicacion de los operadores Jf y G nos lleva a un paso de

la transformacion discreta de wavelet.
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Para ilustrar, asumiremos que el vector de datos es de longitud 2'.

La sefal original es ¢’ = {c\}, de longitud 2/, ¢" puede ser interpolado

por la funcion f (x):Zc{;"’q)(x—k) desde el subespacio V,. En cada

paso de la transformada de Wavelet, nos moveremos a la préxima

aproximacion(nivel) menos fino ¢V "aplicando el operador J¢,

UV =3PV, El "detalle de informacién” perdido por aproximar ¢ por

el "promediado” o menos fino ¢ est4 dado por 4V =GV,

La sucesion de la transformada discreta de Wavelet y = ¢’ de longitud 2/,

puede ser representada entonces como:

(cu ) JUB Uk G d”’”). (4.6)



66

En el siguiente diagrama se ilustra la descomposicion del algoritmo

dUAl )

L]

d(j-‘l\

v na

b

-

)
i

_’

Je

Je

Je

] d(j‘kﬂ )

—

d( (j-k)

yod

B Gk

_>

C(J-k)

Je

Figura 4.2 llustracién de la descomposicion del algoritmo

Asi, se resume la transformada discreta de Wavelet en la siguiente linea

YOIy, GH Yoy GIH2 Yy, GIC ¥y, Gy)

El nimero k puede ser arbitrariamente cualquier entero entre 1y Jy es

asociado con el espacio tosco-suavizado, Vix. En términos del espacio

multiresolucion (4.6) corresponde a la descomposicion multiresolucion V.

@ Wis® Win®...® Wiq. Cuando K=J el vector ¢” contiene un solo

elemento, ¢!”.

La reconstruccion(que es el proceso inverso al de descomposicion) se

define de la siguiente manera:

(Je* a)k= Zhn 144,
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(G*a)kz gn 2kan'

El vector ¢ es reconstruido de la siguiente manera;

c(.i) =JP* c(j—l) +G*d(j—l) =»R*( c(j~1) , d(j~1) ),

lo cual se transforma a:

( Jt"‘yl GIR Y 4aary GIC2 y, GIC ¥y, Gy )=

ik ok k41 -2 -1
(C(J ),d(J ),d(J +)’”"d(1 )’d(J ))'

k-1
- Z (%*)k'HG*du —k+i)+((¢}€*)kc(j‘k) =y.
i=1

Se ilustra el algoritmo de reconstruccion en la siguiente figura.

d(ja) dU-Z) du-l)
G* G* G*
C(j-.‘) ® -’ CU»D» ® _» c(j—]) _» @ —" c(j)
i i H*

Figura 4.3 Algoritmo de reconstruccion.
En la siguiente aplicacidon se observa la acciéon de los algoritmos de

descomposicién y reconstruccion:
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Aplicacién.-

Sea V=(0.-3.210.12) qegeamos hallar transformada discreta por Haar.

K=3 J=3.E! procedimiento de descomposicién se ilustra en la siguiente

figura.
R | 1 0 -3 2 1 o 1 2}
a? | 070710678 -3.53553391 0.70710678 -0.70710678)
< | 070710678 -0.70710676 0.70710878 212132034
i 4 | w
a'" 1 1 -1
<" { 0 2
G i
4o
)

Figura 4.4 llustracion del procedimiénfo de déééompoéiéién ~

El procedimiento de reconstruccién se ilustra en la siguiente figura:

a4 | I |

<
LI RN S Jo.707 -0.707 -0.707 0.707}
+
e 0.707 41707' | 0 707 21013 o105 05 05 05 0506 1.5 15
i | 0.707 -3.536 0.707 -0.707}a" el 05 05 25 25 05 05 05 05

)

P ....2

Figura 4.5 llustracion del procedimiento de reconstruccion

y=c




CAPITULO 5

5. WAVELET SHRINKAGE

5.1 Método Shrinkage
En esta parte formalizaremos la idea de la estimacion wavelet shrinkage
de funciones muestreadas discretamente. El término Wavelet shrinkage
usualmente se refiere a la reconstruccion obtenida a partir de la

reduccion de los coeficientes de las wavelets en una serie de datos.

Existen buenos estimadores para obtener el estimador shrinkage. Por
ejemplo, los estimadores Bayesianos, minimax, y Gamma-minimax, son

estimadores que satisfacen el modelo Shrinkage.

E! método de shrinkage tiene la caracteristica especial de suavizar, por
gue la medida de suavidad de una funcion depende de la magnitud de

los coeficentes wavelets.
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Considerando el modelo de regresién estadistico
y=f&)rog=f+ogi=1,.0 (51)
donde los x,son puntos igualmente espaciados y los g son variables

aleatorias con media cero. Al menos que se especifique lo contrario, se

asumira que los ¢, son normales con media cero y varianza 1 N(0,1). El

objetivo de la regresidon no paramétrica es estimar una funcion de

densidad desconocida f de las observaciones muestrales y,, i=1,...,n. En

notacion de vector el modelo (5.1) puede ser escrito de la siguiente

manera.

y=f+oe, (52)

donde y=(y,...0. ). [ =(fi,-. L)Y £=(6,,...,€,)

E| estimador discreto de f en Y; se representara con f=(f,...f,) ¥y su

bondad se calcula por medio de la media cuadratica de su error(MCE),

que se calcula como sigue:

MCE (7, /) =47 - 11,

=S e - fe0f

El estimador / necesita los siguientes requerimientos para ser buen

estimador:
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[SUAVIDAD]

El estimador f debe ser, con alta probabilidad, tan suave como f .

[ADAPTACION]

El estimador falcanza un riesgo minimo sobre un amplio rango de

suavidad, incluso cuando el estimador no logra el promedio minimo.

Sea W una matriz de dimension apropiada asociada con la
transformacién wavelet ortogonal. Observe que la “imagen wavelet” de

(5.1) es:

d =6 +og),i=1,.,n (5.4)

o, en forma de vector

d=0+o0¢',

con d=(d,,..d,),8=(6,,.,0,)y € =(",..&',)= W-¢ Debido a la
ortogonalidad de W se tiene que,
g' ~N(O,)

MCE (7, f)= MCE(0,9).
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Asi, desde ahora se escribira ¢ en lugar de &', ya que estos dos vectores

tienen una estructura estocastica idéntica.

Ahora la pregunta que se presenta es, { Como obtenemos el estimador

f usando wavelets?

El procedimiento de la estimacion de 7 con el uso de las wavelet tiene

tres pasos principales en el dominio Wavelet.

. Paso1
Transformar las observaciones y,,i=1,..,nal dominio wavelet,
aplicando la transformada discreta de wavelet. El resultado es una

sucesion de coeficientes waveletsd,,i =1,...,n.

° Paso 2

Estimard . Usar este estimador para reducir los coeficientes

wavelet shrinkage.

° Paso 3

Invertir los coeficientes reducidos, recuperando el estimador de la

funcion / . a través de la transformada discreta inversa de wavelet

descrita en el capitulo anterior.
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Graficamente los tres pasos consistirian, de acuerdo al modelo de

regresion , de un proceso dado por la siguiente estructura:

Datos DWT Shrinkage Inv.DWT Wavelet estimada
P > e

Figura 5.1 Paradigma Wavelet-Shrinkage.

5.2 Estimadores de regresion lineal wavelet.

Los estimadores de regresion lineal wavelet caen en la clase de
estimadores de proyeccion, en los cuales el operador de proyeccion

involucra los nucleos de las bases wavelets.
5.2.1 Nicleos Wavelets.

Por el teorema del capitulo 2 seccién 5, la funcién

K(x,y)=2 ¢(x-k)yp(y - k) (5.6)

es el nucleo reproductor de Vp. Y por la propiedad de auto similaridad de

los subespacios de multiresolucion,
K,(x»)=2'K,@2'x2'y) (57)

es el nucleo reproductor de V; , para j=1,2,...

Asi la proyeccion de f sobre el espacio V; estara dada por

Proy,, f(x)= [2/ K, 2/ x2' ) f )y,
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Los espacios de detalle W; son también espacios de Hilbert

reproductores del nucleo y se cumple que:

Provyy, /(x) = J.zf 0,2’ x2' ) fW)dy,

donde Q(x.v)= Zy/(x -k (v -k).
k

Lema 5.2.1 Para cualquier j, IK (6 )dy. =1

Demostracion
qub(x ~k)=1.

También,

1=®(0)= I¢(,\')dv= E $(2 x~k) I¢(.v)¢f.v=
k
E 62 x-k)-2 _‘.¢(2fy—k)= _‘-21 K; (2 %2’ y)dy = J.K,(x,wdy.
k

El siguiente resultado es Util para explorar los estimadores del nucleo

wavelet, donde se establece que los limites superiores sobre

jK‘,)dependen del comportamiento de la funcién de escala para todo

valor de j.
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Teorema 5.2.1 Sea K, (x,y)el nucleo wavelet del espacio V; generado

por la funcién de escala ¢.

a. Si ¢ tiene un decaimiento exponencial, es decir, ¢ < ¢ ™ para un
a positivo, entonces [K ,(x,y) < C2/e *F1'2

b. Si ¢ tiene un decaimiento algebraico, es decir, ¢ <C,, /(1+|x)"

para un N>1, entonces IKJ. (x,y)\ <Cy 2 [(1+2’|x)" <C\ 2’ para N>1.

5.2.2 Estimador de encaje local constante.

Considerando el modelo de regresion lineal

Y, =m(X,)+¢,i=1,..,n.

Como es usual en el andlisis de regresion lineal, dos versiones

equivalentes de este modelo pueden ser definidas:

(i) Un diserio ajustado en el cual los X; no son aleatorios(denotado

por x;) y satisfacen la condicion 0<x, <x, <..<x, <l]y
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(ii) Un disefio aleatorizado en el cual (X,Y;) es una pareja de
variables aleatorias identicamente distribuidas, con la esperanza

condicional m(x)=E(Y;| Xi=x).

Para cada una de estas versiones del modelo de regresion lineal se han

propuesto estimadores de nucleo Wavelet, como se enuncia a

continuacion:

Para el modelo (i), Antoniadis, Gregorie, y McKeague sugirieron el

siguiente estimador del nucleo de Wavelet,

0 = ZY.- J.K,(x,y)dy,
i=1 Ai

donde Kj(x,y) esta definida en (5.7) [3]. Los A; son los intervalos de la
particion del intervalo [0,1], por lo tanto x; ¢« Ai. Una manera de definir ios
intervalos A de la particion es poner A=[si.1,si), donde s,=0 y sp=1,

i=1,...,n-1, y los si=(xi+x+1)/2, i=1,...,n-1.

Hay que observar que la suma de las ponderaciones J.K ;(x,)dy =1, por

4

el lema 5.2.1.
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En cambio, para el modelo (ii), Antoniadis, Grégorie, y McKeague
propusieron una version del estimador wavelet (Nadaraya-Watson),

donde el estimador de m(x) esta dado por:

Cuando j —»w y n27 -0, Ai1(x) es un estimador consistente para todo x tal

que E(Y;| =x ). es limitado por X en la vecindad de x.

En la aplicacion del método de Wavelet shrinkage se puede ver como
este actia dentro de un conjunto de datos, para esto se realizd la

aplicacion con el modelo (i), el cual es un método no paramétrico.
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Aplicacién

En la siguiente figura se muestra el comportamiento de los datos de una
simulacion de accidentes de motos de carreras a estudiar mediante
Wavelet shrinkage, numero de observaciones 133, donde X es la variable
independiente en la abscisa y su unidad es el tiempo en segundos y Y es
la variable dependiente en la ordenada y su unidad es la aceleracion en
m/s. Los datos se adjuntan en la siguiente tabla:

Tabla lll. Datos para la aplicacion Wavelet Shrinkage

Tiempo [ Acderacion Tiengo A@sr:;-’?ng Tienpo | Acdeacss
order} Seguwdos | s’ Jorden] Segundos | mis” - Jorderd Segundos | s’
1 24 L0l ) ; Tl
2 26 | 2 164 T | 202
3 32 15 164 T B 1 20
4 44 166 184 202
5 5 168 1 6] 26
B 1 ® 1 6 T %
7 147 Ta7
8 : B T8
9 § 40 EA
= 15 51
T T 5 il
12 = = i )
13 i3 Ty
14 ] 54 ;.,'»g__gg
15 TS 1 BB ] &
% T %5 | 1%
17 -1 57 8561 97
5 35 ot o o
5 T B X i I
20 “m . 100
T (3 A7a V00 [
"B 5] 009, | 08
24 4 _. ]
25 T8 S
% % AT %]
57 o7 185 ] 1
) B 1 ] 18
0 : 70 nd : 110
3 T 7 51 1M
3 * T3 T8
"B | 156 X2 | 13 576 | 113
K] 156 L ) 1 114 ;
B < e e -5 S eyl i .
"% | 158 | . 508 | B S 3 KK 7Y
3 6 v L Wi A Y e kA 1)
) 16 soeBg ] 78 X2 [oaonii]1is) 48 :
T 162 | w215 ] /0 ¥ A5 | 119 B 1. 147 .
DT 182 | Bl ™ B4 o1t 0 ol N SO e 28
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BLT

Figura 5.2 Accidentes de motocicleta con los datos de la tabla

Donde x es el tiempo y f(x) es la aceleracion.

Para el célculo del modelo de shrinkage se utilizo la programacion
orientada a objetos de visual basic-projects, los algoritmos se

encontraran en el apéndice F.

Mediante el modelo de shrinkage se procedié a calcular el estimador
Mm(x)con j=3, a continuacion se presenta la descomposicion Wavelet con

los filtros de Daubechies 8.



80

La estimacion de la transformada discreta de Wavelet 4=w, -y donde
J=7. Los coeficientes Wavelet se los obtienen de 4, que es una matriz de

1 columna por 128 filas, la desviacion estandar de los 4, es 36.16.

Los coeficientes Wavelets de la transformada discreta de Wavelet
obtenidos para el ejemplo son los siguientes:

TABLA V. Coeficientes Wavelets

COEFICIENTES
d, 46.72706 day 8.971565 des 6.067624 dg; -0.498791

d, 10.47207 ds, 10.11695]  dgg -2.609605] dgg -7.109286
d, 2213111 dys 4.307958]  dgr -1.871354] dg -1.988906
T d, .4398508]  ds .2377793] dg '0.426675] dygo 9.292022

d; | 63.90782] dy 1.005023] dg | -1.065659] dqg 10.8532
ds 2703966] diy | -0.380983] dqq 0.446773] dyq, 8.670806
d, |-1665237] dy; | 1.014603] dy T 0.83336] dys | 6.920937
Tdg | 138.9513]  di | 65668991 dp, -1.047751] dyge 72.01383
dy -435082]  dy, 3157076 dp -2.430436] dygs 23.98386

dy 32.75026 dg, -16.44998 dzs -2576568] dygs 20.10151
dys -30.51094 dy -23.16739 dys 1.647678] dyy -21.38028
d;; 10.70176 e 4.956213 dys 8.067336] dyos -10.07925
d,, 10.22964 dys -6.721107 dn -1.713617f  dype -26.47853
dys 36.50095 dyg 39.18146 dss -0.366689]  diyo 54.56897
dys 32.15416 dy; 11.53329 dsq -14.96763]  dyyy -47.14383

dyg 49.29074 das -15.23585 dgo -0.242496] dyq2 -20.3112
dy; 2239552 dys -6.68506 dyy -2.021145{  dyy, -0.314393
dyg 9.721348 dso 12.14379 dgz -1.283744] dyy, -36.35487
dyg 28.36778 dsy 3.62161 dgy 1459218] dyys -49.65557

dyg -10.06762] ds; .2.446826F  dg 9.017612]  dye 49.41372
dy 2625173] ds | 44.82726f dgs | 1261961 dyyy 33.48328

dyp | -6.603506] ds, | -1.570771] dgs 53.6651] dyg 28.0461
—a T e B T oyt e R BTy
Tdy ] -2266134]  dss | 12.84111 dys 12.0558| d0 | -0.390917

dys 29.71961 dy; 16.51637 dgg -28.35436]  dyx 5.897139
dos 25.96461 dsg 13.19613 dgo 21.24185) dyp -32.48331

dy 13.13053]  ds 46.8302]  dg 24.930431]  dizs | -21.29527
dp 6.95886] dg 78.02193] dg 25.23783| dix 13.27596
dy |-2157511]  dg 27.43573] dg 47.13625] dys 8.269504
dy -15.7789]  Ggz | -22.65484]  dg 13223354] dye | -5.550329,
dy 8.39048] dg | -0.770927] dgs | -1.566008] dyy; 22.33427

dj; 16.51596 O, 13.81321 dog 18.74331 dy2s -4.323924
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Y los resultados numéricos, que se obtienen para estimar la aceleracion

en los accidentes de motocicleta con los datos del ejemplo son:

Tabla V. Estimacion Wavelet

x |Estimacion x |Estimacion x |Estimacion X |Estimac
on

1 2.4 -2.4] 331156 -74.4] 65| 22 -218.6] 97]33.4] 829

21 28]  -2.4] 34} 156 -74.4] 66]23.2 -217.5| 98/33.8] 788
3] 3.2 -0.2] 35/ 15.8 -7441 67{23.4 -217.5| 99| 34.4] 62.2

4| 3.6 -0.2| 36| 15.8 -74.4] 68] 24 -189.4|100| 34.8] 62.2

5] 4] 16.4] 37| 16| -74 4} 69 24.2| -189.4]101] 35.2]  59.7

6| 6.2 13.8] 38] 16 -74 41 70] 24.2 -189.41102] 35.2] 59.7

71 6.6 13.8] 39} 16.2 -74.4] 711246 -160.4{103] 35.4]  59.7|

8] 6.8 14.1] 40{16.2 -74.4] 72| 25 -141.9]104] 35.6] 59.7

9| 7.8 146] 411162] — -74.4] 73] 25 "-141.9{105] 35.6] 59.7

10] 8.2 6.6] 42]16.4 -74.4] 74| 25.4 -141.91106] 36.2] 36.8
11 8.8 29.3] 431 16.4 -74 4] 75|254 -141.91107] 36.2] 36.8
12| 8.8 29.3] 441166 -74 4] 76| 256 -141.9]108] 38 -1.3
13] 9.6 29.3| 45{16.8] 7441 77| 26{ = -108.6{109] 38 -1.3
14] 10 6.8] 46| 16.8 -74 4] 78] 26.2 -106.61110] 39.2]  -19.7]
15/ 10.2 6.8| 47/ 16.8 -74 4} 79]26.2 -106.6[111]39.4] -19.7
16| 10.6 8.4] 48] 17.6 -149.3] 80[ 26.4 -81.71112] 40| -21.7
17 1 - 8.4] 49/17.6 -149.3] 81| 27  -55.7{113] 40.4] -35.7
18] 11.4 3.0] 50{ 17.6 -149.3] 82]27.2 -55.71114] 41.6] -43.4
191 13.2 -15.8] 511 17.6 -149.3| 83]27.2 -55.71115] 41.6] -43.4]
201 13.6 15.8| 52| 17.8 -149.3} 84| 27.2 -55.7{116] 42.4] -47.5
211 13.8 24 8| 53] 17.8] -149.3] 85/27.6 -17.2[117] 42.8] -52.0
22 14.6 -35.1] 54| 18.6 -156.6] 86]28.2 0.2{118]42.8] -52.0
23[ 14.6 -35.1] 55| 18.6 -156.6| 87| 28.4 0.2{119] 43] -52.0
241146 -35.1] 56] 19.2 -187.2| 86| 28.4 0.2]120] 44| -65.9
25|146]  -35.1] 57/19.4] -196.8] 89} 28.6] 0.2{121]44.4] -65.9§
26| 14.6 -35.1] 58] 19.4 -196.8] 90] 29.4 80.5[122] 45] -71.1
27{14.6 -35.1| 59} 19.6 -196.8| 91]30.2 80.5{123] 46.6{ -78.3
28/ 148 -35.1] 60{ 20.2 -213.3] 92| 31 71.7]124] 47.8] -103.0
29{15.4 -57.3} 61{20.4 -213.3] 93] 31.2] 71.71125| 47.8} -103.0
30| 15.4 -57.3] 62] 21.2 -221.3] 94] 32 88.0[126] 48.8] -82.9
31| 154 -57.3] 63]21.4 -231.9] 95| 32 88.0{127150.6] -81.8
32| 15.4 -57.3] 64] 21.8 -231.9] 96]32.8]  90.4{128] 52| -58.5

Que se observa en la siguiente figura:
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Figura 5.3 Accidentes de motocicleta estimado por Wavelet.

El comportamiento de los datos y la suavizaciéon de estos, constituyen el

nuevo enfoque que brinda el modelo Wavelet Shrinkage.

Analizando los resultados se puede observar que la desviacién estandar
de los datos de la Wavelet estimada es menor que en la de los datos
originales, en base a esta observacion se puede decir que se ha reducido
el ruido de la serie de datos, ademas es interesante mencionar que para

el calculo de el método Shrinkage realizado en un PC Pentium con
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64RAM, 200MHZ de velocidad se tomo 2 horas en procesar el calculo de

este método.



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

CONCLUSIONES

1. El modelo de la transformada de Wavelet aplicada en la estadistica no
paramétrica es de gran eficiencia en aplicaciones estadisticas, el cual
permite realizar estimaciones aproximadas para suavizar datos no

aleatorios.

2. A pesar de que el origen de la transformada de Wavelet estuvo
principalmente orientado al tratamiento de sefiales o imagenes, también
puede ser aplicado en el campo de las ciencia tan distintos, como es el

problema de la estimacidn en la estadistica.

3. Mediante la transformada de Wavelet se puede resolver uno de los
problemas mas importantes de la estadistica, el cual consiste en la
eliminacion del ruido aleatorio presente en una serie estadistica. Este
problema ha sido siempre de dificil tratamiento por parte de la estadistica

clasica pues requiere de la aplicacién de filtros los cuales clasicamente



han utilizado las técnicas de Fourier , como el caso del Filtro Henderson
13, los cuales sin bien elimina parte del ruido son de dificil aplicacién

practica.

4. La transformada de Wavelet de Haar permite expresar una funcién en
términos de las funciones de escalonamiento obteniendo asi la

aproximacion de la funcion real.

5. El método de reduccién de datos en forma simplificada es el siguiente:
Tener datos, aplicar la transformada discreta Wavelet, reducciéon de
coeficientes, transformada inversa y la obtencibn de la Wavelet

estimada.



RECOMENDACIONES

1. Es recomendable utilizar en el analisis de reduccién de datos la

Wavelet shrinkage para observar el comportamiento de los datos.

2. El método de Wavelet shrinkage es usado porque no existen
supuestos acerca de la distribuciones de los datos, por lo tanto es

recomendable usarlo para aproximar el comportamientos de los datos.
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APENDICE A
>apitulo 3 seccién 5

\Igoritmo para graficar la Wavelet de Shannon.

onst pi = 3.14159265358979

)lmj As lnteger
Jim a As Double
Jim x As Double
i=1
X=-6
Do
a=j/1000
Worksheets("Hoja1").Rows(j).Columns(1) = x
'‘funciéon Wavelet
Worksheets("Hoja1").Rows(j).Columns(2)=F(x-(1/2))-(2*F(2*x - 1))
x=a+x
j=j+1
Loop Until x >= 6.5




APENDICE B

Capitulo 3 seccion 6
Algoritmo de Lagarias-Daubechies

o e~

Private Sub Calculo_Click()
'Dim N As Integer
Dim vector() As Integer
Dim Dn As Integer
Dim i As Integer
Dim j As Integer
Dim k As Integer
Dim P() As Double
Dim P1() As Double
Dim P2() As Double
Dim Vector_Val(1 To 100, 1 To 100) As Double
Dim x As Double
Dim esp As Integer
Dn = Int(Val(Worksheets("DAUB").Rows(100).Columns(100)))
ReDim vector(1 To Dn) As Integer
Fori=1To Dn
vector(i) = Worksheets("DAUB").Rows(i).Columns(7)
Next
n = Int(Val(Worksheets("DAUB").Rows(101).Columns(100)))
' calculo sumatoria(i=1,Dn,Dn*2*-i)
Worksheets("T").Rows(500).Columns(1) = 0
Fori=1ToDn
Worksheets("T").Rows(500).Columns(1) = (vector() * 2 * (-i)) +
Worksheets("T").Rows(500).Columns(1)
Next
x = Val(Worksheets("T").Rows(500).Columns(1))
ReDim P(1 Ton, 1 To n) As Double
ReDim P1(1 To n, 1 To n) As Double
ReDim P2(1 To n, 1 To n) As Double
If vector(1) = 0 Then
T CERO
Forj=1Ton
Fori=1Ton
P1(i, j) = Worksheets("T").Rows(i).Columns(j)
Next
Next
Else
T UNO
Forj=1Ton
Fori=1Ton
P1(i, j) = Worksheets("T").Rows(i + n + 1).Columns(j)
Next
Next
End If
if vector(2) = 1 Then
T UNO
Forj=1Ton
Fori=1Ton
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P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i + n + 1).Columns(j)
Next
Next
Else
'T CERO
Forj=1Ton
Fori=1Ton
P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i).Columns(j)
Next
Next
End If
'MULTIPLICO
Fori=1Ton
Forj=1Ton
PG,j)=0
Fork=1Ton
PG, i) = PG, j) + P1(, k) * P2(k, j)
Next
Next
Next
'"MUESTRO EL PRODUCTO
Forj=1Ton
Fori=1Ton
Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(j) = P(, j)
Next
Next

TRARAARRAARRARRERRAARREARAERERARRRARERAREAAR
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L=3
Do
Forj=1Ton
Fori=1Ton
P1(i, j) = Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(j)
Next
Next
If vector(L) = 0 Then
'T CERO
Forj=1Ton
Fori=1Ton
P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i). Columns(j)
Next

Next

End If

If vector(L) = 1 Then

T UNO

Forj=1Ton
Fori=1Ton

P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i + n + 1).Columns(j)
Next
Next
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End If

'"MULTIPLICO
Fori=1Ton
Forj=1Ton
PG, =0
Fork=1Ton
PG, j) = PG, j) + P1(i, k) * P2(k, j)
Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(j) = P(, j)
Next
Next
Next

'MUESTRO EL PRODUCTO
Forj=1Ton
Fori=1Ton
Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(j) = P(i, j)
Next
Next

L=L+1
Loop Until L> Dn
'Ingreso en vector

esp = Int(Val(Worksheets("DAUB").Rows(102).Columns(100)))
i=1
Forj=espTon+esp-1
Worksheets("T").Rows(j).Columns(29) = x

Worksheets("T").Rows(j).Columns(30) = Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(3)
Xx=x+1
i=i+1
Next
esp = |
Worksheets("DAUB").Rows(102).Columns(100) = esp
End Sub




APENDICE C
Capitulo 3 seccion 6

Algoritmo Diadico

Private Sub dyadxn_Click()
Dim vector() As Integer
Dim x As Double
Dim Dn As Integer
Dim n As Integer
Range("G1:G1000").Select
Range("G1:G1000").ClearContents
Range("h1:h1").Select
If Int(Worksheets("DAUB").Rows(102).Columns(100)) = 0 Then
Worksheets("DAUB").Rows(102).Columns(100) = 0
End if
n = Val(InputBox("DAUECHIES N=2,4,8"))
Worksheets("DAUB").Rows(105).Columns(100) = n
'x = Val(InputBox("preguntar x el decimal [0,1]"))
Dn = 20 ' Int(Val(lnputBox("preguntar Dn la precision™)))
Worksheets("DAUB").Rows(100).Columns(100) = Dn
ReDim vector(1 To Dn) As Integer
Fori_tmp=1To10
x=i_tmp/ 11
dyad=0
y=X
Fori=1ToDn
y=y*2
dyad = Int(y)
y=y-Int(y)
vector(i) = dyad
Next
Fori=1ToDn
Worksheets("DAUB").Rows(i).Columns(7) = vector(i)
Next
Call T_Click
Cali Calculo_Click
Next
End Sub
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Graficos de Daubechies 2

APENDICE D
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Graficos de Daubechies 8
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APENDICE E
Capitulo 3 secciéon 6

Algoritmo cuadratura de Gauss

Const pi = 3.14159265358979

Ifx>— 1 Orx <— OThen

dF=0

End If

Ifx>=0And x<=1Then

d_F =Sin(2.1 * pi / (x + 0.05)) * Sagr(x * (1 - x))
End If

mﬁmﬁdWWﬁ‘Bﬁﬁﬁl

EIREtion 1 AS DoLbIE)AS:
f=d_F() *d_Psi(x)

EndZFunction
EUnetion w{s ASTTRtegen T,

ifs=5Andt=1Then ’
r=0.9061798459
End If
ifs=5Andt=2Then
r=0.5384693101
End If
ifs=5Andt=3Then
r=0
End If
Ifs=5Andt=4Then
r=-0.5384693101
End If
ifs=5Andt=5Then
r=-0.9061798459

fpciopLenipasinieg
fp=5AndQ=1Then
Cnj = 0.236926885
End If
fp=5And Q=2 Then
Cnj=0.4786286705
End if
Ifp=5And Q=3 Then
Cnj = 0.5688888889
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End If
fp=5And Q=4 Then
Cnj = 0.4786286705

End If

ifp=5And Q=>5Then
Cnj = 0.236926885
End If

VAIE SN e HAG A A RO ERE

Dim a As Double: Dim b As Double
Dim H1 As Double: Dim H2 As Double
Dim x As Double: Dim Y As Double
Dim J As Doubile: Dim JX As Double
Dim d1 As Double: Dim ¢1 As Double
Dim k1 As Double: Dim k2 As Double
Dim Q As Double:Dim m As Integer
Dim n As Integer:Dim i As Integer

Dim indicej As Integer:Dim espacio As Integer
Dim veces As Integer

Worksheets("datos").Rows(1).Columns(2) = "SOL"
Forveces =1 To 100
a=0:b=veces/ 100

m=5

espacio=0

Hi=(b-a)/2:

J=0

JX=0

Fori=1Tom

x=(b-a)*r(m,i)+(b+a)/2

Q=f(x)
JX =JX+ Cnjm, i) *Q

Next
J=H1*JX
Worksheets("datos").Rows(2 + veces).Columns(2) = J
Worksheets("datos").Rows(2 + veces).Columns(1) = b
Next

SlEdé

Dim i As Integer
Fori=1To 100

Worksheets("datos").Rows(2 + i).Columns(3) = d_F(i / 100)

Next

Efig=00




APENDICE F
Capitulo 5 seccion 5.2.2

Algoritmo Wavelet Shrinkage

Valor=$F111*$B111*(Kaj($F$1,$B$1,G$3,$D111)+Kaj($F$1,$B81,G$3,$E111))

G5 NS A S é S A

D|m a As Stnng
Dim y As Double
Dim i.As Integer
Dim j As Integer
Dim m As Integer

Ifx <0 Then
X = -X
End If

a="DATOS DAUB" &n
i=1
j=150
Do While i <=
m=_@i+j\2
y = Val(Sheets(a).Columns(1).Rows(m}))
If x<y Then
j=m-1
Elself x>y Then
i=m+1
Eise
Exit Do
End If
Loop
phi = Val(Worksheets(a) Columns(2).Rows(m))

FUNChflxd DIEE s I OB B RS B E A SEIB LIS
Dim kAs Double
Dim i As Integer
k=0
Fori=0Ton-1
k =k + phi(n, x - i) * phi(n, y - i)

Bty S gl ) i D]




DAUBECHIES 8
X

~0.14171455
0.70030586|
'.'6""05"16"‘5‘”3"6"‘7
0,02332768




FILTROS WAVELETS (Daubechies)

DAUB 1 (Haar)

[0, 1) 0.707106781186547524400844362104849, 0.707106781186547524400844362104849

DAUB 2

[0, 3] 0.4829629131445341433748716, 0.836516303737807905575294, 0.224143868042013381025973, -
0.1294095225512603811744494

DAUB 3

[0, 5]0.332670552950082615998512, 0.806891509311092576494494, 0.459877502118491570095152, -
0.135011020010254588696390, 0.085441273882026661692819, 0.0352262918857095366027407

DAUB 4

[0, 7] 0.2303778133088965, 0.71484657055291568, 0.630880767929859, -0.02798376941686011, -
0.1870348117190932, 0.0308413818355608, 0.03288301166688522, -0.01059740178506904

DAUB 5

[0, 910.1601023979741924, 0.6038292697971881, 0.7243085284377715, 0.1384281459013217, -
0.2422948870663802, -0.03224486958463778, 0.07757 149384004565, -0.006241490212798174, -
0.01258075199908194, 0.003335725285473757

DAUB 6

[0, 11]0.11154074335011, 0.4946238903984554, 0.7511339080210982, 0.315250351709197, -
0.2262646939654429, -0.1297668675672638, 0.0975016055873231, 0.02752286553030565, -
0.03158203931748625, 0.0005538422011615105, 0.004777257510945544, -0.001077301085308486

DAUB 7

[0, 13} 0.07785205408500813, 0.3965393194819123, 0.7291320908462274, 0.4697822874051917, -
0.1439060039285563, -0.2240361849938672, 0.07130921926683042, 0.080612609151082, -
0.03802993693501439, -0.016574541630667, 0.01255099855609955, 0.0004295779729213739, -
0.001801640704047446, 0.0003537137999745171 '



FILTROS WAVELETS (Daubechies)

DAUB 8

{0, 15]0.05441584224310704, 0.3128715909143165, 0.6756307362973218, 0.5853546836542239, -
0.01582910525637238, -0.2840155429615815, 0.0004724845739030209, 0.1287474266204823, -
0.01736930100181088, -0.04408825393079791, 0.01398102791739956, 0.00874609404740648, -
0.004870352993451852, -0.000391740373376942, 0.0006754494064506183, -0.0001174767841247786

DAUB 9

[0, 1710.03807794736388813, 0.2438346746126514, 0.6048231236902548, 0.6572880780514298,
0.1331973858249681, -0.2932737832793372, -0.0968407832230689, 0.148540749338104,
0.03072568147931585, -0.06763282906135907, 0.0002509471148277948, 0.02236166212368439, -
0.004723204757752752, -0.004281503682464633, 0.001847646883056686, 0.0002303857635232296, -
0.0002519631889427889, 0.00003934732031628112

DAUB 10

[0, 19} 0.02667005790054869, 0.188176800077648, 0.527201188931628, 0.6884590394535462,
0.2811723436606982, -0.2498464243271048, -0.1959462743773243, 0.127369340335694, 0.0930573646035142,
-0.07139414716638016, -0.0294575368218849, 0.03321267405931551, 0.003606553566951515, -
0.0107331754833277, 0.001395351747051327, 0.001992405295184184, -0.0006858566949593225, -
0.0001164668551292262, 0.0000935886703200315, -0.00001326420289451403

DAUB 11

{0, 211 0.01869429776144806, 0.1440670211504498, 0.4498997643555165, 0.6856867749154562,
0.4119643689476272, -0.1622752450269621, -0.2742308468172826, 0.06604358819685894,
0.1498120124663909, -0.04647995511648684, -0.06643878569486228, 0.03133509021904213,
0.02084090436017028, -0.01536482090617611, -0.003340858873009247, 0.0049284176560525, -
0.0003085928588149355, -0.00089302325066525, 0.0002491525235524301, 0.00005443907469928305, -
0.00003463498418694142, 0.000004494274277230458

DAUB 12

{0, 23] 0.01311225795736534, 0.1085662728222715, 0.3773551352176745, 0.657198722584349,
0.5158864784293156, -0.04476388565908393, -0.3161784537592869, -0.02377925725693821,
0.1824786059298069, 0.00535956967427179, -0.0964321200976865, 0.0108491302560784,
0.04154627749559747, -0.01221864906995923, -0.01284082519846823, 0.00671148900888981,
0.002248607241020708, -0.002179503618657147, 0.000006545128213682533, 0.0003886530628261407, -
0.0000885041092094801, -0.00002424 154575734139, 0.00001277695221955214, -0.000001529071758089919
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