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RESUMEN 

El presente trabajo es una aplicacion del procedimiento de 

transformada de Wavelet aplicada a la estadistica, la aplicacion muesl 

como reduce el ruido de una serie de datos y suaviza I 

comportamiento. 

El objetivo es tener una serie de datos en el tiempo, a 10s datos 

aplica la transformada discreta de Wavelet de 10s cuales se obtienl 

coeficientes Wavelets, luego se procede aplicar el estimador Wave 

Shrinkage utilizando 10s coeficientes Wavelets, para que tenga efec 

de reduccion del ruido se aplica la transformada inversa de Wavalet I 

forma discreta, obteniendo asi la Wavalet deseada. 
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RESUMEN 

El presente trabajo es una aplicacion del procedimiento de la 

transformada de Wavelet aplicada a la estadistica, la aplicacion muestra 

como reduce el ruido de una serie de datos y suaviza su 

comportamiento. 

El objetivo es tener una serie de datos en el tiempo, a 10s datos se 

aplica la transformada discreta de Wavelet de 10s cuales se obtienen 

coeficientes Wavelets, luego se procede aplicar el estimador Wavelet 

Shrinkage utilizando 10s coeficientes Wavelets, para que tenga efecto 

de reduccion del ruido se aplica la transformada inversa de Wavalet en 

forma discreta, obteniendo asi la Wavalet deseada. 



Las Wavelets constituyen una importante herramienta matematica que ha 

tenido un gran auge en 10s 10 ultimos aiios, durante 10s cuales se han 

desarrollado muchas aplicaciones. Las Wavelets son funciones que 

satisfacen ciertos requerimientos matematicos y en general son utilizadas 

para la representacion de datos o funciones. 

Se estudiara la aplicacion de la transformada de wavelet orientada a la 

estadistica, sus efectos y propiedades para mejorar las estimaciones de un 

parametro de una poblacion, sin importar la naturaleza de su distribucion. 

Mediante el uso del metodo wavelet shrinkage se realizara la suavizacion 

del comportamiento de datos generados con una distribucion libre de 

supuestos, obteniendo asi una serie suavizada que estima el 

comportamiento de 10s datos orginales. 



1. INTRODUCCION A LAS WAVELETS 

Las Wavelets constituyen una importante herramienta matematica que ha 

tenido un gran auge en 10s 10 ultimos aiios, durante 10s cuales se han 

desarrollado muchas aplicaciones. Las Wavelets son funciones que 

satisfacen ciertos requerimientos matematicos y en general son utilizadas 

para la representacion de datos o funciones. 

Las Wavelets han hecho su aparicion en muchas areas de la ciencia pura 

y aplicada y en la ingenieria. La computacion grafica con sus muchos y 

variados problemas computacionales no es la excepcion a esta regla. En 

este estudio se trata de explicar las ideas basicas tras las wavelets y la 

aplicacion que estas pueden tener en un campo tan practico de la ciencia 

como lo es la estadistica. Las principales ideas que originaron estos 

nuevos instrumentos matematicos son la busqueda de algoritmos rapidos 



y efectivos para calcular representaciones compactas de funciones y 

conjuntos de datos. Cuales representaciones compactas pueden llevarse 

a cabo? , hay muchas aproximaciones, algunas computacionalmente 

mas efectivas que otras, per0 todas ellas "explotan" la estructura de 10s 

datos o las caracteristicas de las funciones. Dependiendo del area de 

aplicacion esta explotacion toma diferentes nombres: explotacion de la 

"estructura", "suavizamiento", "coherencia", o "correlation". Por supuesto, 

para seiiales puramente aleatorias o datos se pueden hallar 

representaciones no compactas. Pero muchas de las veces nos 

interesan datos reales y funciones que exhiben alguna suavidad o 

coherencia. En estos casos las Wavelets constituyen las herramientas 

mas recomendables. 

El nombre "Wavelet" es relativamente nuevo (1980'~)~ sin embargo las 

ideas alrededor del tema estuvieron por largo tiempo en muchas areas 

del analisis abstract0 del procesamiento de seiiales y la fisica teorica. La 

principal contribucion en el campo de wavelets ha sido reunir un nljmero 

de ideas similares desde diferentes disciplinas y crear una sinergia entre 

estas tecnicas, como se describe en la figura 1.1. El resuitado es una 

caja de herramientas flexible y poderosa de tecnicas algoritmicas 

combinadas con una solida teoria basica. 
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Generaci6n de mallas 

Por causa de 10s diferentes "origenes" de las wavelets, hay muchos 

caminos para motivar su construction y conocer sus propiedades. Un 

ejemplo es la filtration de sub-banda en el area de procesamiento de 

seiiales, donde se apunta a descomponer una seiial en sus frecuencias 

de banda. En este caso el diseiio del filtro y el analisis de Fourier son 

herramientas esenciales. En cambio, 10s investigadores en la teoria de la 

aproximacion y el analisis abstract0 estan interesados en la 

caracterizacion de espacios funcionales definidos con varias nociones de 

suavizamiento. En el campo de la estadistica en cambio se requiere 

analizar el comportamiento de una serie aleatoria de datos para lo cual 

las nociones de suavizamiento y tendencia son fundamentales. 



En el analisis de Wavelet las escalas toman un rol importante en su 

desarrollo, y en el procedimiento del analisis se adopta un prototipo de 

funcion Wavelet, el cual es llamado Wavelet madre. Una de las 

aplicaciones del analisis Wavelet es la compresion de datos. 

La transformada Wavelet tiene aplicaciones en diversos campos, entre 

10s cuales tenemos: 

J Astronomia, 

J Acustica, 

J lngenieria nuclear, 

J Procesamiento de seAal e imagen, 

4 Optica, 

J Fractales, 

J Prediccion de terremotos, 

J Vision humana, 

Aplicaciones matematicas (resolucih de ecuaciones diferenciales en 

derivadas parciales) 

J Estadistica. 



1.1 Perspectiva Historica 

Como se planteo antes, en la historia de las matematicas, el analisis 

Wavelet tiene muchos origenes, algunos de 10s resultados que dieron 

origen al analisis Wavelet fueron desarrollados en 1930. 

Antes de 1930, se trabajaba con la teoria del analisis de frecuencia, 

desarrollada por Fourier(l807) y que establece que si f(x) es una funcion 

periodica con periodo T, f puede escribirse como: 

donde 10s coeficientes a, y b, son calculados de la siguiente manera: 

De esta manera fue desarrollada la teoria de las series de Fourier. 



Las primeras Wavelets aparecieron en la tesis de A.Haar(1909). Una de 

las propiedades de las Wavelets de Haar es que estas tienen soporte 

compacto, sin embargo las Wavelets de Haar no son diferenciables 

continuamente, lo cual limita sus aplicaciones como ya veremos luego. 

La transformada de Wavelet permite comprimir un conjunto infinito de 

datos. Y desde luego, cabe anotar que algunas bases de Wavelets tienen 

imagenes fractales como se ve en la figura 1.2 y como se analizara en la 

seccion 3.6. 

-,- 

Figura 1.2 lmagenes fractales de Daubechies con filtros N=2. 

En forma analoga a la teoria de Fourier se habla de transformada 

continua, discreta o inversa, en lo referente a la transformada de Wavelet 

se pueden mencionar varios tipos de ellas: 



4 La transformada continua de Wavelet 

J La transformada discreta de Wavelet 

J La transformada inversa de Wavelet. 

1.2 Aplicaciones de las Wavelets 

Las siguientes aplicaciones muestran que las Wavelets pueden tener en 

el campo de la vida real muchos usos practices. 

Comprension de huellas digitales reaiizado por el FBI. 

Desde 1924 hasta la fecha, el FBI(Federa1 Bureau of Investigation) ha 

recolectado varios millones de huellas digitales. Dicha recopilacion 

consiste en poner las huellas dactilares sobre un papel mediante tinta, 

luego estas huellas son escaneadas, pero la calidad de digitalizacion es 

realmente baja. Las imagenes de las huellas dactilares son digitalizadas 

en una resolucion de 500 pixeles por pulgada con 256 niveles de 

informacion de escala gris por pixel. Una sola huella digital tiene 

alrededor de 700,000 pixeles y necesita alrededor de 0.6 Mbytes de 

almacenamiento en disco. Asi un par de manos requiere alrededor de 6 

Mbytes de almacenamiento en disco. Luego, el almacenamiento de todos 

10s archivos de huellas digitales del FBI ocupan un espacio de alrededor 

de 200 terabytes de datos. Hay que notar que el precio promedio de 

almacenamiento por Gbyte es de 900 dolares, el costo de las imagenes 



no comprimidas es entonces alrededor de 200 millones de dblares. 

Obviamente la compresion de datos es obligatoria para reducir esta cifra 

monetaria. 

En Internet la informacion acerca de Compresion de huellas digitales por 

parte del FBI usando las transformada Wavelet, puede verse en FTP en 

ftp'c3.lanl.gov (1 28.165.21.64) en el directorio pubNVSQlprint-data. 

Reduccion de ruido 

En diversos campos del conocimiento desde la ciencia planetaria hasta 

10s espectros moleculares, 10s cientificos se han enfrentado con el 

problema de recobrar la verdadera seAal desde una incompleta, lo cual 

significa que la seAal disponible o captada tendria ruido o error. ~Pueden 

las Wavelets ayudar a resolver el problema de eliminar el ruido?, la 

respuesta es "si", a traves de una tecnica llamada Wavelet shrinkage y 

metodo de reduccion, David Donoho ha trabajado por muchos aAos [I]  

desarrollando esta tecnica. La tecnica trabaja de la siguiente manera, 

cuando se descompone un conjunto de datos usando Wavelet, 10s filtros 

actuan como ponderaciones promediadas que producen el detalle 

perdido. Algunos de 10s resultados de 10s coeficientes Wavelet 

corresponden a 10s detalles del conjunto de datos; si 10s detalles son 

pequer'ios estos podrian ser omitidos sin que afecte la caracteristica 



esencial del conjunto de datos. Asi, esta tecnica deja una seiial libre de 

ruido. . 

1.3 Wavelet y Estadistica 

Las aplicaciones de la teoria Wavelet son recientes y tienen poc~a i ios  

de desarrollo. Los metodos wavelets aplicados al analisis estadistico 

permiten uso en: 

J Regresion 

J Estimacion de funciones de densidad 

J Analisis de factores 

J Modelacion y prediction en analisis de series de tiempo. 

Ultimamente, las wavelets han logrado una gran notoriedad en la 

estadistica no parametrica (donde el metodo es libre de distribuciones y 

de supuestos tales como suposiciones acerca de la poblacion, 

conocimiento de la desviacion estandar y si las muestras son 

independientes o no) y en las series de tiempo. En lo referente a la 

estirnacion estadistica se aplica a la suavizacion o reduccion de ruido 

(Wavelet Shrinkage). Con el metodo Wavelet shrinkage se han hecho 

importantes aplicaciones para predicciones y estirnacion de parametros. 



Lo que se trata con este tipo de metodo es suavizar mediante 

estimaciones el modelo no parametrico. 

1.4 Objetivos de la tesis 

Se estudiara la aplicacion de la transformada de wavelet orientada a la 

estadistica, sus efectos y propiedades para mejorar las estimaciones de 

un parametro de una poblacion, sin importar la naturaleza de su 

distribucion. 

Mediante el uso del metodo wavelet shrinkage se realizara la suavizacion 

del comportamiento de datos generados con una distribucion libre de 

supuestos (recordando que se trabaja con el modelo no parametrico), 

obteniendo asi una serie suavizada que estima el comportamiento de 10s 

datos orginales. 

Se pretende tambien el desarrollo de un algoritmo que facilite la 

aplicacion del metodo wavelet shrinkage, para estimar y pronosticar 

valores en una serie historical y la implernentacion del algoritmo de 

Daubechies-Lagarias para calcular 10s coeficientes de la funcion de 

escalonamiento de la wavelet de Daubechies. Ademas se trata de hacer 

notar la utilidad de la incorporation de nuevas tecnicas y conceptos del 

analisis matematico en campos tan practicos como la estadistica, y como 



estos enfoques, a pesar de su complejidad, permiten una mejor 

rnodelizacion de la realidad y la realizacion de buenos pronosticos en 

situaciones en las que \as tecnicas tradicionales no pueden aplicarse o 

dan pesirnas aproximaciones. 



2. GENERALIDADES 

2.1 Notaciones 

Para denotar a 10s conjuntos de numeros naturales, enteros, reales y 

complejos se utilizara la notacion N, Z, R y cC respectivamente. El 

modulo de un numero complejo z E C sera denotado por lrl y el 

conjugado por z . El conjunto de numeros reales positivos se identificara 

por R'. Todas las funciones consideradas, son funciones medibles. 

Definici6n.- La medida exterior de un conjunto El que se escribe u*(E), 

es una aplicacion que cumple con 10s siguientes axiomas: 

1. u*(E) esta definida para todo el conjunto E. 

2. u*(E)>O 



3. u*(El u E2 u . . .) s u*(E1)+u*(E2)+. . . para todos 10s conjunto El, E2,.. . ; 

disjuntos o no. 

4. La medida exterior es invariante por traslacion. 

Definici6n.- Un conjunto E se dice medible, o mas precisamente medible 

con respecto a una medida exterior, si para todos 10s conjuntos T 

u*(T)=u*(T n E)+u*(T n EC), 

en tal caso u*(E)=u(E) se llama medida de E. 

Definici6n.- Sea E un conjunto medible y f una funcion definida sobre E. 

Se dice que f es medible segun Lebesgue, o brevemente medible sobre 

E, si V k E R, el conjunto {x E E 1 f(x)>k) es medible. 

Definici6n.- El punto x~ R n  se denomina punto de adherencia del 

conjunto E c  x~ IWn si cualquier entorno de este punto contiene al menos 

un punto del conjunto E. 

Definici6n.- El conjunto de todos 10s puntos de adherencia del conjunto 
- 

E se denomina clausura de E y se representa con E. 
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Definici6n.- El soporte de una funcion f denotado por supp(f) es la 

clausura en R del conjunto {XE R: f(x) # 0), es decir {XE R: f(x) $ 0). 

Ademas, se usaran 10s elementos que definimos a continuacion: 

La funcion indicadora de una relacion p, l ( p )  definida como: 

jl , si la relacion es satisfecha 
1 (PI = 10, si la relacion no es satisfecha 

Se define la funcion delta de Kronecker 6,,,,, usando la funcion indicadora 

como 1 (u=v). De aqui se sigue la definicion de 6,, como 8",0. El maximo y 

minimo de a y b se representan por avb y a ~ b  respectivamente. 

Ademas si utilizamos la siguiente representacion: 

f+  para la parte positiva de la funcion f. 

f- para la parte negativa de la funcion f. 

Se tiene entonces lo siguiente: 

f+ = f .l(f2O) = f vO 

f- = f . I (fro) = - ( f ~ 0 )  

y segun la definicion, If/ = f+ + f. y f= f+ - f.. 



Se usara la notacion "0" (grande) para indicar la velocidad de 

convergencia de una sucesion a otra; cuando a, = O(bn) quiere decir 

y la notacion an=o(bn) ("~"chica ), para indicar que: 

Un punto de Lebesgue de una funcion f es cualquier punto x tal que: 

La funcion Delta de Dirac 6(x) se define como: 

de esta definicion se obtiene lo siguiente: 

La funcion delta de Dirac asi definida satisface las siguientes relaciones: 

esta funcion delta Dirac tarnbien puede ser expresada como la derivada 

generalizada de la funcion escalon de Heaviside H(x), definida como: 



2.2 Espacios de Hilbert 

Espacios Pre-Hilbertianos 

Definici6n.- Sea E un espacio vectorial sobre K=R 6 C 

Una aplicacion <, > : ExE -+ K es un producto escalar si 

Vx,y,z E El V a$ E K 

i) <ax+pylz> = a<xlz>+P<ylz> 

ii) cx1y> = <yrx> 

iii) <xlx> 2 0 y <x,x>=O si y solo si x=O 

Definici6n.- Un espacio vectorial provisto de un producto escalar 

(El <, >) se llama espacio pre-hilbertiano. 

Definici6n.- La norma 1141 de un elemento x de un espacio pre-hilbertiano 

E, x E E se define por: I/x(l= / (x ,  x )  



Definici6n.- Un espacio vectorial E se dice espacio vectorial normado si 

esta dotado de una norma. 

Definici6n.- Si E es un espacio vectorial normado y {x,,) es una sucesion 

de elementos de El se dice que la sucesion {x,) converge hacia XE E si 

lit11 d ( x ,  x n  ) = /ii~zllx - x n  ( 1  = 0 y se escribe como linr xn = x , donde d(x,x,) 
11-fw r~+m n- -vc  

representa la distancia de x a x,. 

Definici6n.- Se dice que una sucesion {x,} de elementos de un espacio 

vectorial normado es una sucesion de Cauchy si 

Definici6n.- Un espacio vectorial normado se denomina espacio 

COMPLETO si toda sucesion de Cauchy converge en dicho espacio. 

Definici6n.- Un espacio vectorial provisto de una norma proveniente de 

un product0 escalar se dice ESPACIO DE HILBERT si y solo si es 

completo. 

Trabajar con el espacio abstract0 de Hilbert es beneficioso en muchos 

aspectos. Nuestra intuicion geometrica basada en las propiedades de 10s 



espacios Euclidianos LR2 o LR3, puede ser en parte facilmente extendida a 

un espacio arbitrario de Hilbert. Un ejemplo es el teorema de la 

proyeccion. La norma en un espacio de Hilbert esta asociada con una 

expresion cuadratica y con el proceso de reduccion para minimizar la 

norma en la categoria de problemas lineales. 

2.3 Teorema de la proyeccion ortogonal. 

Definici6n.- Sea H un espacio de Hilbert, se tienen las siguientes 

definiciones: 

xesortogonalayenHsi<xly>=O 

El ortogonal de x e H es x = { y E H/ <x,y>=O) 

0 El ortogonal de McH es M ' = { y E H / <x,y>=O V XE M) 

Propiedades: 

x'  es un subespacio vectorial cerrado en H. 

M es un subespacio vectorial cerrado de H. 

Ademas M n M ' ={O) 



Definici6n.- Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio de el. Al 

conjunto 

M1={x€H/ <x,y>=O VYEM) ,  

se llama complemento ortogonal de M. 

Ejemplos importantes de espacios de Hilbert son: 

El Espacio Euclidiano(finito-dimensional) R" 

Este espacio es un espacio de Hilbert, con el producto interno definido 

PO'- 

<x,y> = 2 .,,. Y a norma jx; = 12 x2 ,  
i=l  \ I=., 

El Espacio de todas /as funciones real integrables 

con el producto interno definido por 



N Espacio de todas las funciones reales cuadrado integrables 

con el producto interno definido por 

El Espacio de todas las funciones complejas cuadrado integrables 

con el producto interno 

. Espacios de todas las sucesiones cuadrado sumables & 

con el producto interno definido por 



2.4 Conjuntos Ortonormales 

Definici6n.- Un conjunto xl,xz, ..., x, de elementos de un espacio de Hilbert 

H es ortonormal si 

2.5 Reproduccion del Nucleo del espacio de Hilbert 

Una funcion de dos variables x y y, K(x,y) es llamada funcion 

reproductora del nucleo para el espacio de funciones H si 

(i) Para un y fijo, K(x,y) es una funcion en H. 

(ii) Para cada funcion ~ E H  y cada y, K tiene la propiedad 

Teorema.- Sea V un subespacio de Lz y sea {el,ez, ..., e,,), una base 

ortonormal de V. Entonces V es un espacio de Hilbert con funcion 

reproductora del nucleo: 



2.6 La transformada de Fourier 

Definicion. - La transformada de Fourier de una funcion f E L1(R) , esta 

definida por: 

, f [ ~v~=F[ f [s ) ]=< . f ( s ) , e - lux>=  J [ ~ ) e - ' ~ L l . u  I 
H 

Definicion. - Si 3 E L1(R) es la transformada de Fourier de f E L1(R), 

entonces: 

,f'(.q = 17 - I [ . ?  ( w ) ]  = - J f ( W ) C ~ ~ V W  
2z .r 

es la denominada transformada de Fourier inversa. 

2.6.1 Propiedades basicas de la Transformada de Fourier: 

La transformada de Fourier definida anteriormente satisface las 

siguientes propiedades: 

[BOU] Limite infinito, 1 E I . ,  (R) . l l . ~ ~ c m  5 I ~ J [ / , .  

[UC] Continuidad Uniforme, ] ( w )  es uniformente convergente sobre 

- x < w < m  



[LIN] Linealidad, F[af(x)+pg(x)] =aF[f(x)] + PF[g(x)] 

[DER] Derivada, ~[ f ( " ) (x) ]  = (iw)" f ( w )  

[SHI] Desplazamiento, F[f(x-xo)] = e-iWXO f ( w )  

l w  [SCA] Escala, F[f(ax)] = --I(---) 
101 (1 

[SYM] Simetria, F[F[f(x)]] =2nf(-x) 

[CON] Convolucion,si se define el product0 de convolucion de f y g 

como: f*g (x) = x - t)g(t)dt , una de las propiedades mas importantes I,( 
de la transformada de Fourier es que F[f*g(x)] = f ( w ) g ( w )  

[MOM] Teorema del Momento, f (x)dx = (i)" 
u'"3W 

dw " / 

Segun estas propiedades, por ejemplo la funcion delta de Dirac satisface 

las propiedades: 

f(x)*Zi(x-xo) = f(x-xo) 

Nota: Las normas 1 1 . 1 1 2  , II.II,, II.II1 para el vector X=(X~,X~,...,X~)~ 

estan definidas por 



2.7 Series de Fourier 

La teoria de las series de Fourier tiene un rol importante en la teoria de 

la transformada Wavelet. El calculo de filtros Wavelet de funciones de 

transferencia y la realization de pruebas de ortogonalidad son algunos 

ejemplos importantes de la iteracion de la transformada Wavelet con las 

series de Fourier. 

El resultado mas importante de la teoria de las series de Fourier indica 

que toda funcion periodica con periodo T, f(x)=f(x+T), puede ser 

expandida en serie de la forma: 

donde: 

En terminos de funciones trigonometricas la expresion anterior toma la 

forma: 



donde: 

a, y b, se denominan 10s coeficientes de Fourier. 

Unicidad. - Si f E Ll(IW), y a,=O, b,=O, n=1,2, ...; entonces f es la funcion 

cero, es decir f=O. 

Aplicacion.- 

Como una aplicacion de 

onda cuadrada. 

sarrollamos la serie de Fouri er para I a fun cion 

Con f(x+2n)=f(x) 

Encontramos 10s coeficientes de Fourier: 



a,, = - )  cos t d + k cos  rut dx 
?T i 1 

sen tut 
",, = 7r ' ~ - k s e n t l x l o x  11 + k  tl ; ] =o  

0 

h 1  = 2- / j - k )  sen nx dx + k sen tix d r  
7r i 1 

Figura 2.1 Onda cuadrada 

La suma parcial de la correspondiente serie de Fourier toma la forma: 

4 k 
f ( x )  = - (sen x + 

7r 

S1 es el primer termino de la serie 



Figura 2.2 Grafico de la funcion f(x) referente a la onda cuadrada. 

2.8 Transformada discreta de Fourier 

La transformada discreta de Fourier denotada con DFT, de una sucesion 

f = {f,,, n=O,I, ..., N-I} se define como: 

donde: 

y la transformada discreta inversa de Fourier se define como: 



Obviamente, la transformada continua de Fourier se aplica a funciones 

cuyo dominio es algun subconjunto de 10s reales, mientras que la 

transformada discreta se aplica sobre un conjunto discreto de 

observaciones. En el siguiente capitulo se desarrollara la transformada 

Wavelet en su forma continua y discreta. 



3. TRANSFORMADA DE WAVELET EN FORMA 
CONTINUA 

3.1 Transformada de Wavelet en forma continua. 

En este capitulo, daremos algunos de 10s resultados teoricos mas 

importantes de la transformada de Wavelet. Empezaremos con la 

transformada de Wavelet en forma continua, para la cual el analisis de 

multiresolucion es un concept0 fundamental en su construccion y una 

forma de entenderla. La principal herramienta matematica usada en esta 

parte es el analisis de Fourier. 

Sea \J I~,~(x) ,  con a E R\{O),b E [W una familia de funciones definida en 

base a la traslacion y dilatacion de una sola funcion p(x) E Lz(R), 



Con una norma que satisface la propiedad que lb,,(x)l] es independiente 

de a y b. Esta funcion es llamada la funcion Wavelet o la Wavelet 

madre y satisface la condicion de admisibilidad, 

donde Y (w) es la transformada de Fourier de ty (x). Esta condicion de 

admisibilidad implica que 

Sea f(x) E L2, la transformada de Wavelet en forma continua es definida 

como una funcion de dos variables 

donde a, b varian continuamente sobre R\{O) x R, a se denomina 

parametro de dilatation y b es el parametro de traslacion. 

3.2 Propiedades basicas de la transformada de Wavelet 

Resolution de identidad, cuando la condicion de admisibilidad es 

satisfecha, es decir, C,,,<m, es posible encontrar la transformada continua 

inversa, a traves de la relacion conocida como resolucion de identidad o 



ldentidad reproductora de Calderon, que se establece de la siguiente 

manera: 

Si restringimos 10s valores que toma a al conjunto (O,+m), se tiene: 

y la relacion resolucion de identidad se transforma en: 

Ahora, se listaran alguna propiedades importantes de la transformada 

Wavelet en forma continua: 

Propiedad de Cambio(shifting), si f(x) tiene una transformada Wavelet 

en forma continua CWT;(a,b), entonces g(x)=f(x-P) tiene una 

transformada Wavelet en forma continua, CWrg (a, b)  = CWT; (a, b - P )  . 



Propiedad de Escala, si f(x) tiene una transformada Wavelet en forma 

continua CWl:,(a,b), entonces g(x) = , tiene una transformada 

Wavelet en forma continua: 

Propiedad de Conservacion de Energia, 

Propiedad de Localizacion, sea f(x)=6(x-xo), es decir la funcion Delta de 

Dirac en el punto a. Entonces: 

En cuanto a \y(x), existen diversas funciones que puec Jen usarse como 

Wavelet madre y que dan origen a transformadas de Wavelet distintas, a 

continuacion se desarrolla la Wavelet de Haar. 

Transformada de Haar en forma continua. 

La transformada de Wavelet de Haar en forma continua es: 



Asi, si F una primitiva de f, es decir, F1=f1 entonces 

3.3 Analisis de multiresolucion 

Existen dos maneras para presentar las Wavelets, una es como ya lo 

hicimos antes por medio de la transformada continua de Wavelet y la otra 

es mediante el analisis de multiresolucion. 

El analisis de multiresolucion (MRA) parte de una sucesion de 

subespacios cerrados V,, n e  Z en L2(R) tat que estos subespacios 

mantienen una jerarquia, es decir 

y tal que 



Segun esto, 10s subespacios tendran una interseccion que sera el vector 

nulo. 

La jerarquia es construida tal que satisfaga dos condiciones: 

(1) Los V-espacios son auto similares, lo cual significa que: 

f ( 2 J x ) ~ ~ ~ i y s o l o s i f ( x ) ~ ~  (3.1) 

(ii) Existe una funcion de escalonamiento 4 E Vo que genera el 

espacio Vo . 

donde el conjunto { #(a - k) , k E Z) es una base ortonormal de Vo. 

Asumiendo que #(x)dx # 0. Puesto que Vo c V1 y la funcion #(x) E Vo 1 
entonces ~ ( x ) E V ~  y por tanto puede ser representada como una 

combinacion lineal de funciones de V1, pero segun (3.2) #(x - k) E V,y 

4(2x - k) E segun (3.1 ), entonces 



esta ecuacion es conocida como la "ecuacion de escalonamiento", y es 

fundamental en la construccion y analisis de la transformada de Wavelet. 

El posicionamiento de 10s indices toma distintas convenciones, la que es 

llamada la "convenci6n de Daubechies" que establece 

... c V 2 c  V 1 c  V o c  v-1C W2c ... 
y si 10s indices de 10s subespacios de multiresolucion estan al reverso, es 

decir 

... C V - ~ C  v-1C voc vlc v2c 8 8 .  

entonces se tiene la llamada "convencion de Mallat''. 

Una generalizacion de (3.1) y (3.2) permite llegar a determinar que la 

familia (6, (x) = 2 j 1 ' ( ( 2 j x  - k ) ,  j fjo, k E Z} es una base de V,  , acorde a1 

indice de Mallat. 

Mientras que { @ j k  ( x )  = 2 - J ! 2 ( ( 2 - J  x - k ) ,  j fjo, k E Z) es una base de 5, 

acorde al indice de Daubechies. 

Los coeficientes h, son importantes para relacionar el analisis 

multiresolucion a la teoria de la seiial de un proceso. El vector 

ii = {h, , t l  E Z )  es llamado filtro wavelet. 



Se define la funcion mo como la funcion de transferencia, la cual 

permite describir el comportamiento del filtro Wavelet asociado en el 

dominio de Fourier, 

La funcion mo es entonces periodica con period0 2 x y  10s filtros 

{h , , , r l  E Z )  son 10s coeficientes de Fourier de la funcion H ( w )  = &(w)  . 

En el dominio de Fourier, @(w)es la transformada de Fourier de la 

funcion dada en (3.3) ((x) = y, hkd2)(2x - k )  ,y entonces 

( )  = n o ( )  , como se demuestra a continuacibn: 



Haciendo lo mismo repetidamente, en n iteraciones se tiene 

@ ( w )  = m O [ ; )  * ,q,(:) * rn0(;) * * ,no($) , es decir 

Ahora, se probaran 2 propiedades importantes de 10s filtros Wavelet 

asociados al analisis multiresolucion con norrnalizacion y ortogonalidad. 

Norrnalizacion 

Prueba: 



Puesto que $(x)dx # 0 por suposicion. 5 
Este resultado permite decir que mo(0)= 1, puesto que x)dx ;t 0 y b 
@(x) E L1(IW) en el dominio del tiempo, tal que Q(0) # 0 y Q(w) E Lm en el 

dominio de Fourier 

Qrtogonalidad. Sea 1 E Z, 

Prueba: 

por integracion de ambos lados, se tiene: 

Lo ultimo se obtiene tomando k = 21 + n~ . 



Un caso de especial importancia es cuando 1 = O f  con lo cual la 

ecuacibn ~ h , h , - , ,  = 6, se transforma en h, = 1. 
k C k 

El hecho de que el sistema {4(. - k ) ,  k E Z) constituye una base 

ortonormal para Vo puede ser expresada en el domino de Fourier en 

terminos de @(w) o nt0(w) de la siguiente manera: 

(a) En terminos de @(i t# )  

(b) En terminos de mo 

Puesto que Z / @ ( ~ I V  + 21n)12 = 1 , por la ecuaci6n (3.4): 
I=-m 

ahora dividiendo esta suma en dos partes, una con indices impares y 

otra con indices pares, se tiene, 



para simplificar la expresion, usaremos la periodicidad 2n de nt,(w) 

Las condiciones nr, (w)12 + inr,(w + x)12 = 1 y x i @ ( 2 w  + 2kn)I2 = 1 , no son 
k=-a, 

equivalentes. La primera expresion es necesaria y la segunda expresion 

es una condicion suficiente de ortogonalidad. 

Por ejemplo, 

tiene una funcion de transferencia 

que satisface 



. 3 r H , ,  sen(3w 12) no obstante, puesto que @ ( w )  = e - , la suma: 
3 w / 2  

2 1 4  2 
C l @ ( 2 w  + 2jla)l = - + - cos w + c o s  2w + I .  

3 9 9 

3.3.1 Derivada de una funcion Wavelet. 

Siempre que una sucesion de subespacios satisface las propiedades del 

analisis multiresolucion, existe una base ortonormal para L2(R), 

{ v J k ( ~ ) = 2 J ' 2 W ( 2 J ~ - h - ) . J . k  E Z), 

tal que { yJk(x),  jfijo, k E Z) es una base ortonormal del "espacio 

diferencia" 11; = b ;+,or ; . La funcion Y ( X )  = voo(x )  es llamada la funcion 

wavelet o informalmente la wavelet madre, conviene observar que 

r r ;  = r;+,or; significa que I-,,, = I; srr; donde s representa la suma 

directa de subespacios , es decir el subespacio vJ+, es igual a la suma 

directa del subespacio r; y su complemento ortogonal 11; . 



3.4 Wavelet de Haar 

Se mostrara como el analisis de multiresolucion desempefia un papel 

importante en la Wavelet de Haar. 

En este caso sea )(I-) = l(0 I x r I )  y supongamos que ry es desconocida. 

La ecuacion de escalonamiento )(x) = hk&)(2x - k) es muy simple 

para el caso de Haar. Por simple inspeccion, observamos que la 

ecuacion de escalonamiento satisface: 

1 1 
((x) = -- &)(2x) + - d2)(2x - 1 )  

112 112 

Donde 10s filtros Wavelets son 10s coeficientes: 

Para la Wavelet de Haar, la funcion de transferencia se convierte en: 

Ahora 



Observando que 

e" + e-^ 
pues cosx = . - . Con lo que p(cv) = -1~12 ;  es decir, la Wavelet de 

2 

Haar tiene una fase lineal, esto quiere decir que la funcion de escala es 

simetrica en el dominio de tiempo, tambien, la condicion de ortogonalidad 

8 2 52 
n r o ( w )  + in~,(,(w); = 1 ,es facilmente verificada dado que l,o(,$=,(;~ y 

n i , ( w , f - m ( ; ~ ,  entonces la condicion de ortogonalidad se transforma en la 

2 *' identidad trigonometrica fundamental S W '  ;' +GW = I . 
2 

Condici6n de ortogonalidad 

-1 w /  2 
De la relacion Y ( W ~  = !-! - - a ~  ( )  = : a(';') - : ~ I ( I ) . - ~ w / ~ ,  que 

2  



proviene de Y ( w )  = m, - - , y aplicando la transformada inversa de (3 (9 
Fourier se obtiene que : 

y(x) = 4 (2x )  - 4 ( 2 x  - 1 )  

en el dominio de tiempo. Por tanto encontramos la funcion Wavelet de 

Haar ry. 

3.5 Wavelet de Shannon 

Analizaremos ahora la llamada Wavelet de Shannon, algunas veces 

llamada Wavelet Littlewood-Paley. La funcion de escala en la base de 

Shannon es definida en el dominio de Fourier como: 

@(w) = I(-n I X < n).  

Ahora 

Y, como antes, la familia {qp - k ) ,  k E Z) es una base ortonormal. En 

efecto z@(w + 2d)12 = l se satisface trivialmente, y equivalentemente 
I -  R' 

en el dominio tiempo, 



Por simple inspeccion @(w) = m, 0 -- , y encontramos que para la [;I [;I 
Wavelet de Shannon t?i0 (;I = 1,  para WE [en, n] y m0 (1-0, para w [- 

Dado que existe una periodicidad 274 se obtiene que: 

Y tambien: 

La funcion ry(x) en su correspondiente dominio de tiempo es: 

( X  = ( x -  ) -  2#(2x- I). , 

donde, el soporte de Q es [-2x,-n] u [n,-2x1. 



En el siguiente grafico se muestra el comportamiento de $(x), la funcion 

de escala en la Wavelet de Shannon, para algunos valores de x: 

I 

Figura 3.2 Funcion de escala de Shannon. 

Y en la figura 3.3 se muestra el comportamiento de la funcibn Wavelet 

y de Shannon encontrada anteriormente 



Para la generacion de 10s respectivos graficos se utilizo una funcion y un 

procedimiento en visual basic- proiect excel (ver apendice A). 

3.6 Wavelet de Daubechies 

Esta seccion trata sobre otra Wavelet, la Wavelet de Daubechies que es 

una de las mas usadas; aunque, la funcion de escalonamiento ya no 

tiene una representacion explicita. Si $(x) es la funcion de 

escalonamiento de Daubechies, entonces aplicamos el algoritmo llamado 

Lagarias-Daubechies (ver apendice B), el cual permite obtener el valor de 



@(x) dado un valor x del intervalo (0,1), y representado el valor de x 

mediante el algoritmo Diadico (ver apendice C) que expresa x en 

m 

Urminos de cero y unos, es decir, x = Y,d,P , y donde se encontrara 

4(0.76), 4(1.76), 4(2.76). Primeramente sera necesario formar la matriz To 

y TI , definidas de la siguiente manera: 

donde 10s hi son 10s filtros wavelets de Daubechies, 10s filtros para 

Daubechies dos son: 

[O] 0.48296291 31 445341 43374871 6, 

[I ] 0.83651 63O37378O79O5575294, 

[ Z ]  0.2241 4386804201 3381 025973, 

[3] -0. I29409522551 260381 1744494 

Haciendo 10s calculos respectivos se hallan las matrices y 10s resultados 

de +(0.76), 4(1.76), 4(2.76), que se muestran en la tabla siguiente: 



---- - 
calculo de'~aub2>076,% 

Lo que permite graficar la funcion de escala de una Wavelet de Daub2, 

que se muestra en la figura 3.4 

Figura 3.4 Funcion de escala de una Wavelet de Daub2 

Para ver el grafico de otras funciones de escala de una Wavelet de 

Daubechies con filtros con N=2,4,8 ver apendice D 



Una de las funciones de escala mas usadas es Daubechies 8, el 

comportamiento de la funcion de escala 4 se muestra en la figura 3.5. 

Figura 3.5 Funcion de escala Daubechies 8. 



Aplicacion 

Se procedio numericamente a calcular la transformada continua wavelet 

de la funcion de prueba .v(x) = , : x ( ~ - x )  SCII (x:z5). 05x51, donde la 

wavelet madre a utilizar es la wavelet de Marr o conocida tambien como 

"sombrero mexicano" cuya expresion es V ( X  = ( i - - ~ ~ ) e - ~ ' ~ *  , el 

comportamiento de la funcion ~ ( 1 )  es la siguiente: 

- 
Figura 3.6 Wavelet madre de Marr. 

Ahora en el interval0 [0,1] de la funcion de prueba se tuvo el resultado de 

la transformada continua de wavelet. 



Figura 3.7 Transformada cor 3 dc l'imelet de la funcion de prueba. 

La transformada continua de Wavelet fue desarrollada de la siguiente 

manera: 

para calcular la integral de la transformada se procedio a implementar el 

algoritmo de la cuadratura de gauss (ver apendice E). 



4. TRANSFORMADA DISCRETA DE WAVELET 

4.1 lntroduccion 

Al contrario de lo que sucede con la transformada continua de Wavelet, 

la transformada discreta de Wavelet ( D M )  es aplicada a un conjunto de 

datos discretos y produce salidas discretas. Transformar sefiales y 

vectores de datos por medio de DWT, es un proceso que se parece a la 

transformada rapida de Fourier (FFT), que es el metodo de Fourier 

aplicado a un conjunto de medidas discretas, es decir la transformada 

discreta de Fourier, la analogia entre el metodo de Fourier y el metodo de 

Wavelet. 

TABLA I. LA ANALOGIA ENTRE LOS METODOS 
DE FOURIER Y WAVELET 

Metodos 
de Fourier 

lntegrales de 
Fourier 

Series de 
Fourier 

Series de 
Wavelet. 

Transformada 
discreta de 
Fourier. 
Transformada 
discreta de 
Wavelet. 



La transformada discreta de Wavelet mapea datos desde el dominio del 

tiempo (vector de datos ingresado) al dominio Wavelet. El resultado es 

un vector del mismo tamaiio. Las transformaciones de Wavelet son 

lineales y por ello pueden ser definidas por matrices de dimension n x n 

si a ellas se aplican vectores de tamaiio n. Dependiendo de las 

condiciones de frontera, la matriz asociada a la transformacion lineal 

puede ser ortogonal. Cuando la matriz es ortogonal, la correspondiente 

transformacion es una rotacion de 08" en la cual el dato representa la 

coordenada del punto. La coordenada del punto en el espacio rotado 

comprende las coordenadas originales de la transformada discreta de 

Wavelet. 

Apiicacion 

Sea el vector de datos (1.2) y sea M(1,2) el punto en R' con 

coordenadas dadas por el vector de datos. La rotacion de los ejes 

coordenados por un angulo de Z-14 puede ser interpretada como una 

DWT en la base Wavelet de Haar, con matriz asociada dada por la matriz 

de rotacion: 



y la transformada discreta de Wavelet de (1,2)' es entonces 

I 

Figura 4.1.1 DWT((l,2)) 

Aplicacion 

Consideremos ahora la siguiente figura: 

Figura.4.1 Una funcion de interpolacion y sobre[0,8). 

Sea el vectorv = (l.o.-~.2,1,0,1.2) asociado a la figura 4.1. Los valores 

. f ( r r ) =  y,,,rt =0,1, ..., 7son interpolados por una funcion constante por 



tramos como se muestra en la figura 4. I. Asumiremos que f pertenece al 

espacio multiresolucion de Haar Vo. 

La siguiente ecuacion de matrices da la relacion entre y - y 10s 

coeficientes Wavelets (datos en el dominio Wavelet). 

La matriz asociada a la transformation proviene de: 

con lo que se tiene: 



Asi entonces: 

La solucion es facil de verificar. 

En la tabla se evaluan la fila i de la matriz de coeficientes de la Wavelet 

de Haar (8x8) multiplicada por el vector solucion (1x8), teniendo como 

solucion el vector de datos. 

Todo lo desarrollado hasta aqui es realmente riguroso, per0 de limitado 

valor practico, ya que almacenar y manipular las matrices de la 



transformacion cuando el vector de datos es mayor que 2000 no es 

practico. 

4.2 Algoritmo Cascada 

En el context0 de procesamiento de imagenes, Burt y Andelson [I] 

desarrollaron el algoritmo Piramide ortogonal y biortogonal. El 

procedimiento Piramide o cascada procesa una imagen en diferentes 

escalas, ranqueandola desde fino a tosco, en un algoritmo de arbol. Las 

imagenes pueden ser sin ruido blanco, extendidas o comprimidas por 

una apropiada escala de tratamientos. 

Mallat fue el primer0 en unir las Wavelets, el analisis multiresolucion y el 

algoritmo cascada de manera formal [2]. El algoritmo cascada de Mallat 

da una lista constructiva y eficiente de procedimientos para ejecutar la 

transformacion discreta de Wavelet. 

El algoritmo cascada relaciona 10s coeficientes Wavelets de diferentes 

niveles en la transformacion por filtros con h y g - . 

En el algoritmo cascada es conveniente enlazar 10s datos originales con 

el espacio Vj, y muchas veces con Vo. Para luego suavizarlos 

complementando con 10s espacios (Vj-1, Wj-I), (Vj-2,Wj-2), etc. Decrecer en 



10s indices en 10s espacios-V es equivalente a una aproximacion mas 

tosca de 10s datos. 

Sustituyendo 10s indices en la ecuacion de escala 

( ( x )  = Z/I, ,/2((2x - k )  y la ecuacion y ( x )  = gk J24(2x - k ) ,  se 
kc  Z C k c Z  

obtiene: 

Las relaciones en (4.2) son fundamentales en el desarrollo del algoritmo 

cascada. 

Utilicemos ahora la ortogonalidad de 10s subespacios V, , W,, 

considerando el analisis multiresolucion con la convencion: 

.am cVj-1 C vj C Vj+l C s m m  . 

Entonces Vj =Vj-lQ W y cualquier funcion v, E V, puede ser 

representada de manera unica como v,(x) = vj-1(x) + ~ - ~ ( x ) ,  donde v,- 

1 E Vj-, y w,-~ E Wj-1. ES usual denotar 10s coeficientes asociados con 

$,k ( x )  y ~ / r a  ( x )  por Cjk y djk, respectivamente. 

Asi, 



Usando la ecuacion de escala general (4.2) , la ortogonalidad de w~-,(x) y 

cbi-l,l(x) para todo j y I, y la propiedad de aditividad del product0 interno, 

obtenemos, 

A- 

Y de manera similar dj-l,l= ~ J ~ - L I - J . ~  ',. ..,-. . 

El algoritmo cascada trabaja tambien en la direccion inversa. Los 

coeficientes en la escala mas fina correspondiente a Vj pueden ser 

obtenidas de 10s coeficientes correspondientes a Vj-l y Wi-,. Asi, La 

relacion 



describe en un solo paso la reconstruccion del algoritmo. 

Aplicacion 

Para DAUB2, la ecuacion de escala en valores enteros es: 

l t J 3  3 - 6  3 3 6  1-4 Recordando que h = (h,,, hl,h2,h, } = (-= 
4 d 2  ' 4 f i  442 ' 442  1 

Se tiene que +((I)= JihO4(o) y hh,,  # 1 ,  de esto se sigue que 

#(O) = 0. Tambien se obtiene: 4(3) = 0. Para #(I) y 4(2) obtenemos el 

sistema 



Ademas de Ck$(x- k) = 1 se sigue que +(I) + +(2) =I . Resolviendo para 

+(I) y 4(2) se obtiene entonces: 

Ahora, se puede definir +, 

, etc. 



4.3 La notacion del operador de DWT. 

La representacion por medio de operadores es una manera elegante de 

describir el algoritmo cascada. Se puede utilizar para expresar el 

operador en terminos de matrices o filtros. Trabajaremos con el operador 

en terminos de filtros. Ahora definiremos 10s operadores de decimatacion 

y dilatation, que actlian sobre el espacio de sucesiones 8 2 . 

Definicion .- 

Decimatacion [&2] es un mapeo desde t(Z) a t(2Z) definido en 

coordenadas como 

([~21a")t= C ~ , J ~ , - ~ ~  = a,,. (4.5) 

Es decir, cuando aplicado a una sucesion retiene 10s valores sobre 

posiciones con indices pares. 

Dilatation es un mapeo desde t ( 2 Z )  a k' (Z) definido como 

Es decir, expande la sucesion de terminos pares, poniendo ceros entre 

10s valores originales. 



La tabla siguiente muestra la accion de [$2] y [?2] sobre la sucesion 

(1,0,-3,2,1,0,1,2) tal que el primer elemento tiene un indice de -2. 

Tabla 11. Decimatacion y Dilatation en accion 

Sean H y G convoluciones con 10s filtrosh - y g . 

Los operadores % y (i satisfacen las siguientes relaciones: 

La siguiente aplicacion de 10s operadores 3e y G nos lleva a un paso de 

la transformacion discreta de wavelet. 



Para ilustrar, asurnirernos que el vector de datos es de longitud 2'. 

La seiial original es c"' = ( ~ 2 ) )  , de longitud 2j, c'" puede ser interpolado - - 

par la funcion f (x) = cy)#(x - k )  desde el subespacio Vj. En cada C 
paso de la transforrnada de Wavelet, nos rnoverernos a la proxirna 

aproxirnacion(nivel) rnenos fino ~'~-"aplicando el operador 3e, - 

c" " = X c ' "  . El "detalle de inforrnacion" perdido por aproxirnar c"' por - - 

el "prornediado" o rnenos fino c''-" esta dado por dJ-') = Cjc"'. - - 

La sucesion de la transforrnada discreta de Wavelet y = c"' de longitud 2j, - - 

puede ser representada entonces corno: 
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En el siguiente diagrama se ilustra la descomposici6n del algoritmo 

- -- 

Figura 4.2 Ilustracion de la descomposicion del algoritmo 

Asi, se resume la transformada discreta de Wavelet en la siguiente linea 

El numero k puede ser arbitrariamente cualquier entero entre 1 y J y es 

asociado con el espacio tosco-suavizado, Vj+. En terminos del espacio 

multiresolucion (4.6) corresponde a la descomposicion multiresolucion Vj- 

kO W,-kO Wj-k+lQ...Q W,-,. Cuando K=J el vector c"' contiene un solo - 

elemento, c('-". 

La reconstruccion(que es el proceso inverso al de descomposicion) se 

define de la siguiente manera: 



El vector c"'es reconstruido de la siguiente manera: - 

lo cual se transforma a: 

Se ilustra el algoritmo de reconstruccion en la siguiente figura. 

1 I 

Figura 4.3 Algoritmo de reconstruccion. 

En la siguiente aplicacion se observa la accion de 10s algoritmos de 

descomposicion y reconstruccion: 



Aplicaci6n.- 

Sea -' =(1,09-3-271.031-2) deseamos hallar transformada discreta por Haar. 

K=3 J=3.EI procedimiento de descomposicion se ilustra en la siguiente 

figura. 

c 
lura 4.4 Ilustracion del procedimiento de descomposicion 

El procedimiento de reconstruccion se ilustra en la siguiente figura: 

1 

Figura 4.5 llustracion del procedimiento de reconstruccidn 



5. WAVELET SHRINKAGE 

5.1 Metodo Shrinkage 

En esta parte formalizaremos la idea de la estimacion wavelet shrinkage 

de funciones muestreadas discretamente. El termino Wavelet shrinkage 

usualmente se refiere a la reconstruction obtenida a partir de la 

reduccion de 10s coeficientes de las wavelets en una serie de datos. 

Existen buenos estimadores para obtener el estimador shrinkage. Por 

ejemplo, 10s estimadores Bayesianos, minimax, y Gamma-minimax, son 

estimadores que satisfacen el modelo Shrinkage. 

El metodo de shrinkage tiene la caracteristica especial de suavizar, por 

que la medida de suavidad de una funcion depende de la magnitud de 

10s coeficentes wavelets. 



Considerando el modelo de regresion estadistico 

y,=f(4)+oq=J;+oq,i=l,..o (5.1) 

donde 10s x, son puntos igualmente espaciados y 10s E, son variables 

aleatorias con media cero. Al menos que se especifique lo contrario, se 

asumira que 10s E, son normales con media cero y varianza 1 N(0,l). El 

objetivo de la regresion no parametrica es estimar una funcion de 

densidad desconocida f de las observaciones muestrales y, , i=l ,... ,n. En 

notacion de vector el modelo (5.1) puede ser escrito de la siguiente 

manera: 

El estimador discreto de f en Y, se representara con 2 -.- = (f,, ...,In) y su 

bondad se calcula por medio de la media cuadratica de su error(MCE), 

que se calcula como sigue: 

MCE (3, f = , bi1.7 - f 11: 

El estimador .f necesita 10s siguientes requerimientos para ser  buen 

estimador: 



[SUAVIDAD] 

El estimador f debe ser, con alta probabilidad, tan suave como f . 

[ADAPTACION] 

El estimador f alcanza un riesgo minimo sobre un amplio rango de 

suavidad, incluso cuando el estimador no logra el promedio minimo. 

Sea W una matriz de dimension apropiada asociada con la 

transformacion wavelet ortogonal. Observe que la "imagen wavelet" de 

(5. I ) es: 

di = 8, +m,', i = 1 ,..., n (5.4) 

o, en forma de vector 

J = ~ + o & ' ,  

con = ( , ,  , = (  . 6 )  d = ( c l  ,,..., &In)=  W.6. Debido a la 

ortogonalidad de W se tiene que, 

cri - N(0 , l )  

MCE(f,f) = MCE(8,8). 



Asi, desde ahora se escribira 6 en lugar de 6' , ya que estos dos vectores 

tienen una estructura estocastica identica. 

Ahora la pregunta que se presenta es, ~ C O ~ O  obtenemos el estimador 

1 usando wavelets? 

El procedimiento de la estimacion de f con el uso de las wavelet tiene 

tres pasos principales en el dominio Wavelet. 

Pasol 

Transformar las observaciones y, , i = 1, ... ,n al dominio wavelet, 

aplicando la transformada discreta de wavelet. El resultado es una 

sucesion de coeficientes waveletsdi, i = 1 ,  ... ,n  . 

Paso 2 

Estimaro. Usar este estimador para reducir 10s coeficientes 

wavelet shrinkage. 

Paso 3 

lnvertir 10s coeficientes reducidos, recuperando el estimador de la 

funci6n , a travbs de la transformada discreta inversa de wavelet 

descrita en el capitulo anterior. 



Graficamente 10s tres pasos consistirian, de acuerdo al mode10 de 

regresion , de un proceso dado por la siguiente estructura: 

Figura 5.1 Paradigma Wavelet-Shrinkage. 

5.2 Estimadores de regresi6n lineal wavelet. 

Los estimadores de regresion lineal wavelet caen en la clase de 

estimadores de proyeccion, en 10s cuales el operador de proyeccion 

involucra 10s nucleos de las bases wavelets. 

5.2.1 Nucleos Wavelets. 

Por el teorema del capitulo 2 seccion 5, la funcion 

es el nucleo reproductor de Vo. Y por la propiedad de auto similaridad de 

10s subespacios de multiresolucion, 

es el nucleo reproductor de Vj , para j=1,2, ... 

Asi la proyeccion de f sobre el espacio Vj estara dada por 



Los espacios de detalle W, son tambien espacios de Hilbert 

reproductores del nucleo y se cumple que: 

donde Q(x..v) = Y ( X  - k)y(.v - k )  . C k 

Lema 5.2.1 Para cualquier j, I K ,  (x,y)lly. = 1 

Demostracion 

C,$(x - k )  = 1 

Tambien, 

El siguiente resultado es litil para explorar 10s estimadores del nucleo 

wavelet, donde se establece que 10s limites superiores sobre 

I K  J 1 dependen del comportamiento de la funcion de escala para todo 

valor de j. 



Teorema 5.2.1 Sea K,(x,y)el nucleo wavelet del espacio V, generado 

por la funcion de escala 4 .  

a. Si ( tiene un decaimiento exponencial, es decir. ( 5 e-"Ixi para un 

- a ~ ' ) x - ~ j i 2  a positivo, entonces I K ,  (x, y)l 2 CZJ e 

b. Si ( tiene un decaimiento algebraico, es decir, 4 I CN /(1 + 1 ~ 1 ) ~  

para un N>1, entonces I K ,  (x, y ) l  5 C,  2' 41 + 2' ( ~ 1 ) ~  2 C, 2, para N>1. 

5.2.2 Estimador de encaje local constante. 

Considerando el modelo de regresion lineal 

= m ( X , ) + ~ ~ , i  = 1 ,..., n. 

Como es usual en el analisis de regresion lineal, dos versiones 

equivalentes de este modelo pueden ser definidas: 

(1) Un disefio ajustado en el cual 10s X, no son aleatorios(denotado 

por xi) y satisfacen la condicion 0 < x, I x, I . . . I x, -< 1 ; y 



(i i) Un diseAo aleatorizado en el cual (Xi,Yi) es una pareja de 

variables aleatorias identicamente distribuidas, con la esperanza 

condicional m(x)=E(Y,I Xi=x). 

Para cada una de estas versiones del modelo de regresion lineal se han 

propuesto estimadores de nljcleo Wavelet, como se enuncia a 

continuacion: 

Para el modelo (i), Antoniadis, Gregorie, y McKeague sugirieron el 

siguiente estimador del nucleo de Wavelet, 

donde &(x,y) esta definida en (5.7) [3]. Los A, son 10s intervalos de la 

particion del interval0 [0,1], por lo tanto Xi . A,. Una manera de definir 10s 

intervalos Ai de la particion es poner Ai=[si-, ,si), donde so=O y s,=l, 

Hay que observar que la surna de las ponderaciones k, (x ,  y)dy = I PO' 

A, 

el lema 5.2.1. 



En cambio, para el modelo (ii), Antoniadis, Gregorie, y McKeague 

propusieron una version del estimador wavelet (Nadaraya-Watson), 

donde el estimador de m(x) esta dado por: 

Cuando j +m y n2-I +m, m(x) es un estimador consistente para todo x tal 

que E(Y( ~=x ' ) .  es limitado por x' en la vecindad de x. 

En la aplicacion del metodo de Wavelet shrinkage se puede ver como 

este actua dentro de un conjunto de datos, para esto se realizo la 

aplicacion con el modelo (i), el cual es un metodo no parametrico. 



Aplicaci6n 

En la siguiente figura se muestra el comportamiento de 10s datos de una 

simulacion de accidentes de motos de carreras a estudiar mediante 

Wavelet shrinkage, nljmero de observaciones 133, donde X es la variable 

independiente en la abscisa y su unidad es el tiempo en segundos y Y es 

la variable dependiente en la ordenada y su unidad es la aceleracion en 

mls2. Los datos se adjuntan en la siguiente tabla: 

Tabla Ill. Datos para la aplicacion Wavelet Shrinkage 



Figura 5.2 Accidentes de motocicleta con 10s datos de la tabla 

Donde x es el tiempo y f (x )  es la aceleracion. 

Para el calculo del modelo de shrinkage se utilizo la programacion 

orientada a objetos de visual basic-projects, 10s algoritmos se 

encontraran en el apendice F. 

Mediante el modelo de shrinkage se procedio a calcular el estimador 

m ( x )  con j=3, a continuacion se presenta la descomposicion Wavelet con 

10s filtros de Daubechies 8. 



La estimacion de la transformada discreta de Wavelet d =w, . y  donde 

J=7. Los coeficientes Wavelet se 10s obtienen de d, que es una matriz de 

1 columna por I28 filas, la desviacion estandar de los d, es 36.16. 

Los coeficientes Wavelets de la transformada discreta de Wavelet 

obtenidos para el ejemplo son 10s siguientes: 

TABLA IV. Coeficientes Wavelets 
_ _ _ _ _ _ e . P  - - 

COEFlClENTES 



Y 10s resultados numericos, que se obtienen para estimar la aceleracion 

en 10s accidentes de motocicleta con 10s datos del ejemplo son: 

Tabla V. Estirnacion Wavelet 

Que se observa en la siguiente figura: 



Figura 5.3 Accidentes de motocicleta estimado por Wavelet. "-  

El comportamiento de 10s datos y la suavizacion de estos, constituyen el 

nuevo enfoque que brinda el modelo Wavelet Shrinkage. 

Analizando 10s resultados se puede observar que la desviacion estandar 

de 10s datos de la Wavelet estimada es menor que en la de 10s datos 
n 

originates, en base a esta observacion se puede decir que se ha reducido 

el ruido de la serie de datos, ademas es interesante mencionar que para 

el calculo de el metodo Shrinkage realizado en un PC Pentium con 



64RAM, 200MHZ de velocidad se torno 2 horas en procesar el ~Alculo de 

este metodo. 



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

CONCLUSIONES 

1. El modelo de la transformada de Wavelet aplicada en la estadistica no 

parametrica es de gran eficiencia en aplicaciones estadisticas, el cual 

permite realizar estimaciones aproximadas para suavizar datos no 

aleatorios. 

2. A pesar de que el origen de la transformada de Wavelet estuvo 

principalmente orientado al tratamiento de setales o imagenes, tambien 

puede ser aplicado en el campo de las ciencia tan distintos, como es el 

problema de la estirnacion en la estadistica. 

3. Mediante la transformada de Wavelet se puede resolver uno de 10s 

problemas mas importantes de la estadistica, el cual consiste en la 

eliminacion del ruido aleatorio presente en una serie estadistica. Este 

problema ha sido siempre de dificil tratamiento por parte de la estadistica 

clasica pues requiere de la aplicacion de filtros 10s cuales clasicamente 



han utilizado las tecnicas de Fourier , como el caso del Filtro Henderson 

13, 10s cuales sin bien elimina parte del ruido son de dificil aplicacion 

practica. 

4. La transformada de Wavelet de Haar permite expresar una funcion en 

terminos de las funciones de escalonamiento obteniendo asi la 

aproximacion de la funcion real. 

5. El metodo de reduccion de datos en forma simplificada es el siguiente: 

Tener datos, aplicar la transformada discreta Wavelet, reduccion de 

coeficientes, transformada inversa y la obtencion de la Wavelet 

estimada. 



RECOMENDACIONES 

I. Es recomendable utilizar en el analisis de reduccion de datos la 

Wavelet shrinkage para observar el comportamiento de 10s datos. 

2. El metodo de Wavelet shrinkage es usado porque no existen 

supuestos acerca de la distribuciones de 10s datos, por lo tanto es 

recomendable usarlo para aproximar el comportamientos de 10s datos. 





APENDICE A 
2apitulo 3 seccion 5 

4lgoritmo para graficar la Wavelet de Shannon. 

calonamiento 

Dim a As Double 
3im x As Double 

j = 1  
x = -6 
Do 
a = j l 1 0 0 0  

Worksheets("Hojal").Rows(j).Columns(1) = x 
'funcion Wavelet 
Worksheets("Hojal").Rows(j).Columns(2) = F(x - (1 12)) - (2 * F(2 * x - 1)) 

x = a + x  
j = j + l  

ntil x >= 6.5 



Capitulo 3 seccion 6 
Algoritmo de Lagarias-Daubechies 

Private Sub Calculo-Click0 
'Dim N As lnteger 
Dim vector0 As lnteger 
Dim Dn As lnteger 
Dim i As lnteger 
Dim j As lnteger 
Dim k As lnteger 
Dim P() As Double 
Dim P I 0  As Double 
Dim P20 As Double 
Dim Vector-Val(1 To 100, 1 To 100) As Double 
Dim x As Double 
Dim esp As lnteger 
Dn = Int(Val(Worksheets("DAUB").Rows(l 00).Columns(l00))) 

ReDim vector(1 To Dn) As lnteger 
Fo r i=  1 ToDn 
vector(i) = Worksheets("DAUB").Rows(i).Columns(7) 

Next 
n = Int(Val(Worksheets("DAUB").Rows(lO1).Columns(l00))) 
calculo sumatoria(i=l ,Dn,Dn*2"-i) 
Worksheets("T").Rows(500).Columns(l) = 0 
For i=  1 ToDn 
Worksheets("T").Rows(500).Columns(l) = (vector(i) * 2 A (4)) + 

Worksheets("T").Rows(5OO).Columns(l) 
Next 

x = Val(Worksheets("T").Rows(5OO).Columns(l)) 
ReDim P(l  To n, 1 To n) As Double 
ReDim Pl(1 To n, 1 To n) As Double 
ReDim P2(1 To n, 1 To n) As Double 
If vector(1) = 0 Then 
'T CERO 
For j = 1 To n 

For i=  1 Ton 
P l  (i ,  j) = Worksheets("T").Rows(i).Columns(j) 

Next 
Next 
Else 
'T UNO 
For j=  1 Ton 

For i=  1 Ton 
P l  (i, j) = Worksheets("T").Rows(i + n + l).C~lumns(j) 

Next 
Next 

End If 
If vector(2) = 1 Then 
'T UNO 
For j = 1 To n 

For i=  1 Ton 



P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i + n + I).Columns(j) 
Next 

Next 
Else 
'T CERO 
Forj = 1 Ton 

F o r i = I T o n  
P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i).Columns(j) 

Next 
Next 
End If 
'MULTIPLICO 
For i=  1 Ton 

For j = 1 To n 
P(i, j) = 0 

Fork= 1 To n 
P(i, j) = P(i, j) + P I  (i, k) * P2(k, j) 

Next 
Next 

Next 
'MUESTRO EL PRODUCT0 
For j= 1 Ton 

For i=  1 Ton 
Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(j) = P(i, j) 

Next 
Next 

............................................ 

I********* BUCLE ********** 
............................................ 

L = 3  
Do 
For j= 1 Ton 

For i=  1 Ton 
P l  (i, j) = Worksheets("T").Rows(i + 2 n + 2).Columns(j) 

Next 
Next 
If vector(L) = 0 Then 
IT CERO 
For j=  1 Ton 

For i= 1 Ton 
P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i).Columns(j) 

Next 
Next 
End If 
If vector(L) = 1 Then 
'T UNO 
For j = 1 To n 

For i= 1 Ton 
P2(i, j) = Worksheets("T").Rows(i + n + I).Columns(j) 

Next 
Next 



End If 

'MULTIPLICO 
For i=  1 Ton  

For j = 1 To n 
P(i, j) = 0 

Fo rk=  1 Ton  
P(i, j) = P(i, j) + P l  (i, k) * P2(k, j) 

Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(j) = P(i, j) 
Next 
Next 

Next 

'MUESTRO EL PRODUCT0 
For j = 1 To n 

F o r i = l T o n  
Worksheets("T").Rows(i + 2 n + 2).Columns(j) = P(i, j) 

Next 
Next 

L = L + 1  
Loop Until L > Dn 
'Ingreso en vector 

esp = Int(Val(Worksheets("DAUB").Rows(l02).Columns(l00))) 
i =  1 

For j=espTo n +  esp- 1 
Worksheets("T").Rows(j).Columns(29) = x 
Worksheets("T").Rows(j).Columns(30) = Worksheets("T").Rows(i + 2 * n + 2).Columns(3) 

x = x + 1  
i = i + l  

Next 
esp = j 

Worksheets("DAUB").Rows(l02).Columns(100) = esp 
End Sub 



Capitulo 3 seccion 6 

Algoritmo Diadico 

Private Sub dyadxn-Click0 
Dim vector0 As lnteger 
Dim x As Double 
Dim Dn As lnteger 
Dim n As lnteger 
Range("G1 :GI 00OW).Select 
Range("G1 :GI OOO").ClearContents 
Range("h1 :hlN).Select 
If Int(Worksheets("DAUB").Rows(l02).Columns(100)) = 0 Then 
Worksheets("DAUB").Rows(l02).Columns(100) = 0 
End If 
n = Val(lnputBox("DAUECHlES N=2,4,8")) 
Worksheets("DAUB").Rows(l05).Columns(100) = n 
'x = Val(lnputBox("preguntar x el decimal [0,1Iw)) 
Dn = 20 ' Int(Val(lnputBox("preguntar Dn la precision"))) 
Worksheets("DAUB").Rows(l OO).Columns(100) = Dn 

ReDim vector(1 To Dn) As lnteger 
For i-tmp = 1 To 10 
x = i - tmp l l l  
dyad = 0 
y = x 

For i=  1 To Dn 
y = y * 2  
dyad = Int(y) 
Y = Y - W Y )  
vector(i) = dyad 
Next 

Fori = 1 To Dn 
Worksheets("DAUB").Rows(i).Columns(7) = vector(i) 

Next 
Call T-Click 
Call Calculo-Click 

Next 
End Sub 



Capitulo 3 seccion 6 

Graficos de Daubechies 2 

Graficos de Daubechies 4 



Graficos de Daubechies 8 



Capitulo 3 seccion 6 

Algoritmo cuadratura de Gauss 

Const pi = 3.14159265358979 

d-F = 0 
End If 
If x >= 0 And x <= 1 Then 
d-F = Sin(2.1 * pi / (x + 0.05)) * Sqr(x * (1 - x)) 
End If 

~ 6 r i " ' i f s ~  a<..t bm 
I f s = 5 A n d t = l  

r = 0.9061798459 
End If 
If s =  5And t =  2Then 

r = 0.53846931 01 
End If 
If s = 5 And t = 3 Then 

r=O 
End If 
I f s=5And t=4Then  

r = -0.53846931 01 
End If 
I f s=5And t=5Then  

r = -0.9061 798459 

If p = 5 And Q = 1 Then 
Cnj = 0.236926885 

End If 
If p = 5 And Q = 2 Then 

Cnj = 0.4786286705 
End if 
If p = 5 A n d Q =  3Then 

Cnj = 0.5688888889 



End If 
If p = 5 And Q = 4 Then 

Cnj = 0.4786286705 
End If 

If p =  5AndQ= 5Then 
Cnj = 0.236926885 

End If 

Dim a As Double: Dim b As Double 
Dim H1 As Double: Dim H2 As Double 
Dim x As Double: Dim Y As Double 
Dim J As Double: Dim JX As Double 
Dim d l  As Double: Dim c l  As Double 
Dim k l  As Double: Dim k2 As Double 
Dim Q As Double:Dim m As lnteger 
Dim n As 1nteger:Dim i As lnteger 
Dim indicej As 1nteger:Dim espacio As lnteger 
Dim veces As lnteger 

Worksheets("datos").Rows(l).Columns(2) = "SOL" 
For veces = 1 To 100 

a = 0: b = veces / 100 
m = 5  
espacio = 0 
H1 = (b - a) 12: 
J=O 
JX= 0 
F o r i = 1  Tom 

x = ((b - a) * r(m, i) + (b + a)) / 2 
Q = f(x) 

JX = JX + Cnj(m, i) * Q 
Next 
J = H 1  *JX 

Worksheets("datos").Rows(2 + veces).Columns(2) = J 
Worksheets("datos").Rows(2 + veces).Columns(l) = b 

Next 

Dim i As lnteger 
For i = 1 To 100 

Worksheets("datos").Rows(2 + i).Columns(3) = d-F(i 1 100) 
Next 



Capitulo 5 seccion 5.2.2 

Algoritmo Wavelet Shrinkage 

Dim a As String 
Dim y As Double 
Dim i As lnteger 
Dim j As lnteger 
Dim m As lnteger 

If x < 0 Then 
X = -X 

End If 

a = "DATOS DAUB " & n 
i = l  
j = 150 
Do While i <= j 
m = ( i + j ) \ 2  
y = Val(Sheets(a).Columns(l).Rows(m)) 
If x < y Then 

j = m - 1  
Elself x > y Then 
i = m + l  

Else 
Exit Do 

End If 
Loop 
phi = Val(Worksheets(a).Columns(2).Rows(m)) 

Dim k As Double 
Dim i As lnteger 
k = O  
For i=OTon-1  
k = k + phi(n, x - i) * phi(n, y - i) 

Next 
Ka = k 

- - 
x = x * ( 2 " j )  
Kaj = 2 A j Ka(n, x, y) 

mRFjfmTd 





FILTROS WAVELETS (Daubechies) 

DAUB 1 (Haar) 

DAUB 2 

DAUB 3 

DAUB 4 

DAUB 5 

DAUB 6 

DAUB 7 



FILTROS WAVELETS (Daubechies) 

DAUB 8 

DAUB 9 

DAUB 10 

DAUB 11 

DAUB 12 
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