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RESUMEN

En el presente trabajo, se realiza un estudio comparativo por simulacién de

diferentes métodos de estimacion de parametros de modelos lineales.

Principalmente, la intencién es comparar un método robusto de estimacion,
contra otro que no es robusto, pero que presenta algunas caracteristicas tedricas

deseables.

A lo largo de este trabajo, se hace una presentacion de lo que son los modelos
lineales. Ademas se consideran tres métodos de estimacion de parametros, y se

comparan dos de ellos.

La simulacion, nos permite hacer una comparaciéon experimental de los
métodos, sin el costo que tienen los ensayos en la realidad. Ademas, cuando los

tratados tedricos de un tema son complejos, la simulacién puede ser una buena

alternativa.

Uno de los métodos de estimacion tratados en este trabajo, es relativamente
nuevo. Los resultados de este trabajo, dan una calificacién no satisfactoria a
este método, sin embargo, el deseo y dedicaciéon de explorar en un campo

nuevo, debe estar en las‘mentes de los hombres que conforman la comunidad

cientifica mundial, a pesar de los resultados que se puedan obtener.
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1 INTRODUCCION

.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

El principal objetivo de este trabajo es realizar un estudio comparativo, por

simulacion, de diferentes métodos de estimacion de parametros para los

modelos lineales. La idea central es verificar bajo qué condiciones debe

preferirse uno u otro estimador.

Uno de los métodos mas usados para estimar parametros de modelos lineales, y
uno de los mas estudiados, ¢s el de minimos cuadrados (MC). Un estimador de

minimos cuadrados cumnp:

> con muchas caracteristicas tedricas deseables que

debe tener todo "buen" estimador.

Para hallar el estimador de minimos cuadrados de los pardametros de un modelo,

se procede de la siguiente manera: dada una muestra aleatoria y,,y,, -y, , de




la variable aleatoria Y, se trata de encontrar el valor de los parametros del

modelo, de tal forma que se minimice la suma cuadrética del error que esta

n

dada por Z(yi -y, )2 , donde y,,y,,---,p, representan la estimacién de la

i=1
variable aleatoria Y, para ciertos valores de una o més variables independientes.
La diferencia e, =y, —y,,i =1,---,n representa la estimacion del error de cada

observacion.

Esta suma mide en qué grado la estimacién de los datos se aleja de los datos
observados. La idea del método de minimos cuadrados es intuitivamente buena,

puesto que trata de minimizar una funciéon que mide el error de estimacion de

los datos.

Estos estimadores presentan ciertas propiedades tedricas deseables en cualquier
estimador: son insesgados, de minima varianza, etc. Estas caracteristicas

tedricas son muy importantes, y se estudiaran en detalle proximamente.

A pesar que un estimador determinado con este método presenta algunos
caracteristicas deseables, es muy sensible a los valores aberrantes. Cuando los
datos se contaminan con informacién no deseada, los estimadores MC pueden

también perder sus propigdades, y podria resultar una estimacioén incorrecta de

los parametros poblacionales.

Existen otros métodos para estimar los parametros de un modelo, como los

procedimientos no paramétricos. Este procedimiento no hace suposiciones
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especificas sobre la distribucion del error, mas bien hace supuestos generales,
como que la distribucion del error debe ser simétrica. Este procedimiento exige
menos restricciones sobre los datos que el de los minimos cuadrados, pero no
presenta algunos caracteristicas tedricas del método MC. Es usado cuando la
informacién disponible no cumple ciertos requisitos, como que el error de

estimacion siga una ley de distribucion normal.

Otro método de estimacion de pardametros disponible es el de méaxima
verosimilitud. El estimador obtenido por este método para modelos lineales,
coincide con el estimador de minimos cuadrados. Este método conduce a las

mismas ecuaciones que el de minimos cuadrados.

.Otro método, es el de la minima mediana de los cuadrados (MMC). Este
método presenta ciertas propiedades: es insesgado y robusto. No presenta la
caracteristica de minima varianza, que es una propiedad deseable. Sin embargo,
cuando los datos estan contaminados, lo cual sucede con mucha frecuencia, este

método podria ser preferible bajo ciertas condiciofies.

La idea de la comparacion que se va a realizar en este trabajo, es la de simular
varios modelos de regresiéon. En cada uno de estos modelos se aplicaran los
distintos métodos de estimacion que se han mencionado, y se verificara como

se comporta cada método en las distintas situaciones.
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.2 MODELOS LINEALES

En muchas situaciones, es necesario describir la relacion existente entre dos o
més variables. Los modelos lineales constituyen un instrumento tedrico

sumamente Util en este tipo de situaciones.

La idea principal es poder predecir ciertas variables dependientes en términos

de variables independientes.

Todos los modelos lineales se pueden llevar al modelo lineal general:

Y=XB+¢ 1.2-1
La matriz columna Y € M , « ; representa un vector aleatorio de las

. observaciones de la variable a ser explicada.

La matriz X € M ,, x , denominada matriz de disefio, representa una matriz con

los valores de las variables de explicacion. Estas variables no son aleatorias.

La matriz columna € M , « ;, donde p es el nimero de pardmetros del modelo,

representa un vector de parametros desconocidos, que debemos estimar.

La matriz columna € represéﬁ’nta un vector aleatorio del ruido del modelo, tal que

E[e]=0er "y var(e)=L e M,, . T es una matriz real simétrica, y por tanto

diagonalizable ortogohaiinénté.
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Existen otros modelos lineales que se desprenden del modelo lineal general.
Los modelos de regresion, de analisis de varianza y otros, son casos particulares

del modelo lineal general.

Ejemplo 1.2-1: Medelo de analisis de varianza

En este modelo, las variables de explicacion son cualitativas y se denominan
factor. Cada factor tiene varios niveles o tratamientos. La idea es medir el
efecto que tiene cada factor en la variable explicada Y, que es cuantitativa. Este

modelo es ampliamente usado en el disefio de experimentos.

Un modelo, denominado de dos vias, se expresa de la siguiente manera:

Vi =H+T +B; +e,; fo=zﬁj=0
! J 1.2-2
i=lL-,a, j=1---b; si,~N(0,c52)

Donde p es la media del sistema, 7; el efecto del nivel  del primer factor, B; el

efecto del nivel j del segundo factor, y g;; €l error aleatorio de la observacion.

Supongamos que el primer factor tienen do‘s‘-_.,..nilveles, es decir a = 2; y que el
segundo factor tiene 3 niveles, esto es b = 3. La forma matricial del modelo

seria:

1.2-3

donde




14

[y ] 1 1.0 1 0 0]
Vi 110010
vo| 2 X=110001
Va1 101100
Yy 101010
Vs | 10100 1
] EN
T €1
T €
B= 2 e=| B
| Bl 821
I
B, €x
_Bs_ | €23 |

Este modelo es lineal general con p = 6 parametros a ser estimados. Nétese que

los elementos de la matriz de disefio son solamente unos y ceros.

Ejemplo 1.2-2: Modelo de regresion multiple

En este modelo, tanto las variables de explicaciéon (o de prediccion) como la

variable explicada son cuantitativas. Este modelo tiene muchas aplicaciones en

ingenieria, economia, medicina, etc. Es uno de los modelos lineales mas

utilizados.

El modelo de regresion es el siguiente:

y, '_‘.Bol 4.‘-43'1.',5“ ;...+Bp_]xip_];i=1,...,n 1.2-4

donde p es el nimero de parametros a estimar.
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La forma matricial de este modelo seria:

Vi 1 x, - Xip-1
Y= Y X = 1 x, X5 p-1
yn 1 xnl xnp—l
Bo €
B €
p=| ", g=|
Bp—l 8n

.3 REGRESION

~ Enel caso de la regresion, el supuesto que se hace es que el vector aleatorio de
ruidos € sigue una distribucion normal multivariada con vector media 0 y matriz

de varianzas y covarianzas o> I, donde I es la matriz identidad de orden n y o?

es una constante real positiva.

Se deduce de lo anterior que los elementos. del vector de ruido no estin
correlacionados. Se supone que los elementos del vector de ruidos son
independientes. Ademas la esperanza del ruido es cero. A este tipo de ruido se

lo conoce como ruido blanco, y se empleara este término en lo sucesivo.

Ejemplo 1.3-1: Simulacién de un modelo de regresién

Supongamos que la variable Y esté relacionada con la variable X de la siguiente

manera.:
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Y=5+3X 1.3-1

Debido a la imprecision de las mediciones, esta relacion no se cumple del todo,
sino que se introduce un error aleatorio €, con distribucién normal con media 0

y varianza o’. Esto hace que la variable Y sea una variable aleatoria con

distribucion normal. Por tanto la relacion de las variables seria la siguiente:
y=5+3x+¢ 1.3-2

Supongamos que X es una variable que podemos controlar. Simularemos 10
observaciones del modelo y supondremos que el ruido sigue una distribucion
normal con media 0 y varianza 4. Entonces el modelo de regresién seria el

 siguiente:
Y, =5+3x,+¢,;i=1,..,10 1.3-3

donde

e, ~ N(0,4); covle,.s,)=0 parai #] 1.3-4
Para este caso, Bo=5y B = 3 i

Luego de la simulacién sgobtuvieron los siguientes datos:
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i y, P |V teorico | x; €; €;

1 12.454 11.832 11 2 1454  0.622
2 17693 17.734 17 4 0.693 -0.041
3 26.172 23.636 23 6 3.172 2.536
4 28.681 29.538 29 8 -0.319 -0.857
5 32474 3544 35 10 -2.526 -2.966
6 41.273 41.342 41 12 0.273 -0.069
7 47.598 47.244 47 14 0.598 0.354
8 51.590 53.146 53 16 -1.410 -1.556
9 58.161 59.048 39 18 -0.839 -0.887
10 67.761 64.95 65 20 2.761 2.811

Tabla 1.3-1

Los parametros originales del modelo, By = 5y B; = 3, son los que determinan

los y; "tedricos". En la realidad, estos son desconocidos.

Luego de realizar la estimacion de los parametros del modelo por el método de

minimos cuadrados, se obtuvo que:

B, =5.664 y B, =2.944 1.3-5
Estos valores determinan la recta y = 5.664 + 2}944x a

Los y; representan "1‘?;5) ~valores  calculados del modelo para

)(:x1 =2’)(=x2 :4"“?‘%X:xn =) .

Los & son iguales a la diferencia de los yi 'y los y; tedricos, esto es

8i = yi - yiTeOrico 2




Los e; son los estimadores de los €. Esto es €, =¢, = y, — Vi

Si hacemos la gréfica de los puntos correspondientes a los valores observados y

la recta correspondiente a los valores estimados y tedricos obtenemos lo

siguiente:

. y'simulado
y estimado

0 5 10 15 20 25

Griafico 1.3-1: Recta de regresion lineal ajustada a los datos

Como puede apreciarse, los puntos simulados no coinciden exactamente con los

puntos de una recta. Esto es debido a la presencia del ruido. Esto es debido a

que en la una se utilizan los parametros reales, y en la otra los estimadores de

los pardmetros. Recuérdese gue B es un vector constante y B es un vector

aleatorio.
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CONCEPTOS GENERALES

Definicion 1.4-1: Espacio muestral

Sea (2 el conjunto de todos los eventos elementales de un experimento. Sea S el

minimo campo de Borel de Q. El par (€, S) se denomina Espacio Muestral.

En la definicion anterior tenemos algunos elementos. Un evento elemental es un
conjunto con un posible resultado de alglin experimento. Un campo de Borel es
aquel que contiene todas las uniones contables de los subconjuntos de un
conjunto dado. El minimo campo de Borel de un conjunto es la interseccién de

todos los campos de Borel de dicho conjunto.

_ Definicién 1.4-2: Probabilidad

Sea P una funcion definida sobre un espacio muestral (€, S) y cuyo imagen es

R. Se dice que P es una medida de probabilidad si y solo si cumple los

siguientes axiomas:

. (E)>0,VEeS S 1.4-1

2 JE =QE nE, =.¥i% =3 P(E)=1 1.4-2

i=1 i=1

De esta definicion podemgs «deducir los siguientes resultados:

e 0<P(E)<I1,VEes

o P(d)=0
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o P(Q)=1

o PWUE,)= ZP(E ;) para cualquier unién contable de conjuntos disjuntos en

S cuya union también pertenezca a S.
La terna (Q, S, P) es llamada espacio probabilidad o sistema de probabilidad.

Ahora estamos listos para definir una de los més importantes conceptos en

estadistica: variable aleatoria.

Definicion 1.4-3: Variable Aleatoria

Sea (Q, S, P) un espacio probabilidad y sea R un conjunto de nimeros. Sea X
~una funcién de Q en R. Sea B el minimo campo de Borel de R. Se dice que X es

una variable aleatoria si 'y solo si las imagenes inversas de todos los elementos

de B, son eventos. Es decir:
X' (B)={o: X(0)e B}es ‘ 1.4-3

En la definicion anterior, o es evento elemental; esto es ® € Q. Notese que no

se dice que X tiene que ser invertible; la notacion X'( B) se refiere a la imagen

inversa de B.

R puede ser el conjunto 'dé los numeros reales, complejos, binarios, etc. Para

efectos de este trabaijo, supondremos que R es el conjunto de los nimero reales

R.
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Con toda variable aleatoria, se encuentra asociada una funcién denominada

distribucion. Esta se define a continuacion:

Definicion 1.4-4: Funcion distribucion
Sea X una variable aleatoria definida en un espacio probabilidad (€2, S, P). Sea

F una funcién de variable real. Se dice que F es una funcion distribucion de X,

siy solo si:
F(x) = Plo: X(0)< x}= P(X " (~o0,x]) 1.4-4

Puede demostrarse que F cumple las siguientes propiedades:

F(-0)=0

Flo)=1

e [escreciente.

F es continua por la derecha.
La funcién distribucion caracteriza a una variable aleatoria.

Se dice que X es una variable aleatoria discreta si y solo si el conjunto de los

valores que puede tomar X s contable. Se dice que X es una variable aleatoria
continua si 'y solo si el conjunto de los valores que puede tomar X es continuo.

Una variable aleatoria puede ser discreta en ciertos intervalos y continua en

otros.
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Se puede demostrar que si la funcién de distribucién es diferenciable en todo el

intervalo real, la variable aleatoria es continua.

Definicion 1.4-5: Funcion de densidad

Sea X una variable aleatoria continua con distribucion F, sea f'la derivada de F.

Se dice que fes la funcion de densidad de la variable aleatoria X.

Notese que la funciones de densidad solo existen para variables aleatorias
continuas. Se puede demostrar que la funciéon de densidad es unica, y por tanto
se puede hallar la funcién de distribucion. Esto quiere decir que la funcion de

densidad caracteriza a una variable aleatoria.

Definicion 1.4-6: Esperanza Matematica

Sea X una variable aleatoria y sea u# una funcidon de variable real. Se define el

valor esperado de u( X') como una transformacion E sobre u( X)), tal qﬁe:
E[u(x)]= [u(x)dF(x) " 1.4-5

El integral al que se refiere esta definicion ‘e.,,s,‘lin integral de Stieltjes. Puede
demostrarse que el valor esperado, cuando existe, es una transformacién lineal

sobre la variable aleatoria X,

Dos valores esperados "ﬁlu’y ‘importantes en estadistica son la media y la

varianza. La media se define como E[X ] y se denota por w. La varianza se

define como E [(X - u)Z] y se denota por ”.
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La media es una medida de tendencia central. Otras medidas de tendencia

central son la mediana y la moda.

La mediana se denota por 1 y se define como el valor en el que F (ﬁ) =

La moda se denota por i, y se define como el valor que maximiza la funcion
de densidad, en el caso de variables aleatorias continuas; y como el valor cuya
imagen inversa en () tiene mayor probabilidad, en el caso de variables

aleatorias discretas.

Cuando se toman dos o mas variables aleatorias del mismo espacio

‘probabilidad, entonces se dice que son variables aleatorias conjuntas.

Definicion 1.4-7: Covarianza

Sean X y Y dos variables aleatorias conjuntas, con media py y py

respectivamente. Se define la covarianza entre X'y Y de la siguiente manera:
cov(X,¥)= E[(X —p, XY i, )] 1.4-6

Notese que la covarianza de una variable aleatoria consigo mismo, es la
varianza de la variable aleatoria. Puede demostrarse que la covarianza es un

producto interno Real.

Definicion 1.4-8: Vecfor_‘ aleatorio

Se dice que el Vector X es un vector aleatorio definido sobre un espacio

probabilidad (Q, S, P), si y solo si sus componentes son variables aleatorias
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definida  sobre el mismo espacio (conjuntas). Es decir
X" =[X, X, - X,] es la transpuesta de un vector aleatorio si X; es una

variable aleatoria parai=1, ..., n

La esperanza de un vector aleatorio se define como el vector en cuyas
coordenadas se hallan las esperanzas de cada uno de los elementos del vector.

De esta manera de define la media como:

E[Xl] Ky
n=E[X]= E[f(Z] = “2 1.4-7
Elx, 1| [n,

Definicion 1.4-9: Funcién de distribuciéon Multivariada

Sea X" =[X, X, - X,] un vector aleatorio definido sobre un espacio

probabilidad (Q, S, P). Sea F una funcién de R " en R. Se dice que F es una

funcion de distribucion multivariada si 'y solo si:
F(xl’x2"”’xn): P{(‘O : Xl (0))S xl’XZ(@):i .x.2’“.’Xn((D)‘<' xn} 1'4-8

Si la funcidn de distribucion de un vector aleatorio es diferenciable en todos sus

puntos, entonces el vector aleatorio tiene funcion de densidad conjunta, y esta

determinada por

o
Bx, 0, - Ox

f(xl,xz,---,xn)= F(x,,xz,---,x,,) 1.4-9

n
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Existen ciertas distribuciones especiales, conocidas por su aplicacion en la
teoria de la estadistica. Para este trabajo, se empleara principalmente la
distribucion normal multivariada, que es una de las mas aplicadas en

estadistica.

Definicion 1.4-10: Distribucién normal multivariada

Sea XT=[Xl X, - Xp]unvectoraleatorio,sea xTz[xI X, o xp]

un vector variable en R P, sea p’ = [u] By 0 R p] un vector constante en R

Py sea  una matriz definida positiva en M,,. Se dice que el vector aleatorio X
tiene una distribucion normal p - multivariada si y solo si su funcién de

densidad esta dada por:

f(xI - A 1 )= (211)‘% (det Z)“}'é exp(— ;(x —n) 2 (x- p)j 1.4-10

La expresion anterior esta en términos matriciales.

Otra distribucion que se emplea en este trabajb, es la distribucion 7 2 de

Hotelling.

Definicién 1.4-11: Distribucién T

Sea X,X,,-,X, una:%gsién de vectores aleatorios independientes, con
distribuciéon normai p—_nﬁuﬁivariada, con vector media p y matriz de varianzas y
covarianzas T. Sean x y S los estimadores de maxima verosimilitud de py £

respectivamente. Sea Y la  variable aleatoria determinada  por
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2= n(i - p)TS"l(i - u). Entonées, se dice que Y tiene una distribucién 7’2 con

pyn-1 grados de libertad.

La distribucion 7° es tal, que puede tomar valores negativos con probabilidad

cero, y valores positivos con probabilidad uno. Esta distribucién fue propuesta

por Hotelling en 1947.
Se puede aproximar la distribucién 7'* mediante la siguiente relacion:

n-—1
o,p.n—p

n=p

T?apn1~p 1.4-11

donde F, es una variable aleatoria con distribucion F. De esta manera, podemos

hallar los valores criticos de T, a partir de los valores de los valores criticos de

F.

Definicién 1.4-12: Matriz de covarianzas

Sean X y Y dos vectores aleatorios, tal que X € R™ y Y € R". Se define la

matriz de covarianzas de X y Y, como:

s COV(XI’YI) cov(X,,Y;) - cov(X,.Y,)
e X,.Y, X
COV(X,Y)=E[(X—IIXXYfllY')]= COV( :2, 1) COV( :2,Yz) COV(Ajstn)
| COV( m’le) COV(Xm’YZ) COV(Xm’Yn)
1.4-12
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Se define la matriz de varianzas y covarianzas de un vector aleatorio, como la

covarianza de un vector consigo mismo. . Se denota por ¥ = V(X )y sus

posiciones por oj donde c, =cov(X ,.,X_,.). Los elementos de la diagonal

principal de esta matriz representan las varianzas de las variables aleatorias. Se
puede probar que esta matriz es simétrica y definida positiva. La matriz 3 se

aplica en el estudio de técnicas estadisticas multivariadas.
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CRITERIOS PARA DETERMINAR CONDICIONES DESEABLES
DE LOS ESTIMADORES

INTRODUCCION

La estimacion es uno de los conceptos basicos en Estadistica. Intuitivamente, la
estimacion consiste en hacer una aproximacién de ciertos parametros
poblacionales desconocidos, a través de la informacion que puedan proveer los

datos obtenidos de muestras aleatorias.

Definicion 2.1-1: Estimador

Sea X, X,,--,X, una sucesion de variables aleatorias independientes e
ol
idénticamente distribuidas. Sea ® € R” un vector de parametros de la poblacion.

Sea § una funcién de X 1»X,,+, X, , cuyo conjunto de llegada es R ”. Entonces

se dice que el estadistico @ es un estimador del vector de parametros 6.
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En la definicion anterior, O es un vector de la forma
0=| . 2.1-1

mientras que el estimador 6 es una funcién cuyo dominio es R ", y cuyo
imagen es un subconjunto de R ”. Esta funcidn asigna un vector p - dimensional
a cada sucesion de variables aleatorias. Esta asignacion representa la

aproximacion que se menciona al principio de esta seccion.

Ejemplo 2.1-1: Estimadores

Supongamos que se toma una muestra aleatoria de tamafio #, de un poblacion

con media p y varianza . Entonces

u,cz erR ,0° >0} ‘ 2.1-2

0={u.c’)

Es el vector de parametros de esta poblacion. Luego, el estimador

correspondiente a este vector de parametros es

-k

>

x5t er 57 >0f 2.1-3

donde

=

Il
S | =
T =

n-145
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Existen ciertas propiedades atribuibles a los estimadores y que determinan las
condiciones deseables para un estimador. Algunas de estas propiedades se
utilizaran mas adelante para la realizacion del estudio comparativo. Estas

propiedades se estudian a continuacion.

CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

Teoricamente, algunas propiedades de las variables aleatorias se cumplen
cuando » el numero de datos tiende a infinito. A estas propiedades se les conoce
como propiedades asintdticas. En la practica, algunas propiedades asintdticas
se cumplen con un nimero suficientemente grande de datos, y este niimero
depende de la propiedad que se estudia, y de la poblacion a la cual pertenecen

los datos.

Definicion 2.2-1: Convergencia en probabilidad (convergencia débil)

Sea X,,X,,---,X, una sucesion de variables aleatorias. Sea ¢ € R, una

constante. Se dice que la sucesion { X, } converge en probabilidad

l)
(débilmente) a la constante ¢, o simplemente X, —c¢, si y solo si

Ve >0,7im P(X, - c/>€)=0 2.2-1

Dicha en palabras, esta definicion es como sigue: Para toda constante positiva €,
el limite de la probabilidad de que la sucesion difiera de la constante ¢ por una

valor mayor que €, es igual a cero.
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La convergencia en probabilidad es una propiedad asintética deseable en un

estimador.

Definicion 2.2-2: Convergencia casi segura (convergencia fuerte)

Sea X,,X,,---,X, una sucesién de variables aleatorias. Sea ¢ e R, una

constante. Se dice que la sucesion { X, } converge casi seguramente

C.S.
(fuertemente) a la constante ¢, o simplemente X , —>C,siysolo si

Pllim X, =c)=1 2.2-2

Otra forma equivalente de esta expresion es

lim P(sup[Xn —c|> s) =} 2.2-3

N—e n=N

Esta expresion es cercana a la de convergencia débil, excepto que en esta ultima

se toma el supremo, para n > N, de las diferencias de la sucesién y la constante.

Ademiés el limite no es sobre 7, sino sobre M.

Esta definicion es mucho més fuerte, matematicamente hablando, puesto que la

probabilidad se refiere a“éin conjunto en R” donde cada uno de sus puntos

(sucesiones) cumpla con la condicién deseada. Esta condicidn es menos facil

de probar que ia anterior.




Definicién 2.2-3: Convergencia en media cuadratica
Sea X|,X,.,--,X, una sucesién de variables aleatorias. Sea ¢ € R, una

constante. Se dice que la sucesion { X, } converge en media cuadritica a la

M.C.
constante ¢, o simplemente X, — ¢, si y solo si

lim E|(X, - c)*|=0 2.2-4

Esta convergencia es "mas fuerte" que la convergencia en probabilidad. Se
puede probar que todas las sucesiones que convergen en media cuadratica

convergen en probabilidad

/A continuacion se enumeran tres resultados que establecen relaciones entre los

tres tipos de convergencia vistos hasta aqui:

M.C. P
e X, >c=>X, >c¢

Los tres tipos de conve i
variables aleatorias hacia una constante. Ahora veremos la convergencia de una

sucesion de variables aleatorias hacia una variable aleatoria especifica.




Definicion 2.2-4: Convergénéia en léy (en distribucion)

Sea X|,X,,---,X, una sucesion de variables aleatorias. Sea F,,F,,---,F, la
sucesion de funciones de distribucion correspondientes a .las sucesion de
variables aleatorias. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F.

Se dice que la sucesion { X, } converge en ley (en distribucion) a la variable

L
aleatoria X, o simplemente X, —>X, si y solo si en todos los puntos de

continuidad x de F se cumple que:
lim F,(x)= F(x)

La convergencia en distribucion nos ayuda a explicar el comportamiento
asintético de una sucesion de variables aleatorias. Con un numero
suficientemente grande de observaciones, su puede suponer que la distribucion
de X, es aproximadamente la misma que la distribucion de X. Una aplicacién de

este concepto es el teorema del limite central, que expl_i;:é el comportamiento de

la media aritmética de una muestra de cual'qt;i@ poblacion, a través de una

distribucion normal.

Ejemplo 2.2-1: Convergencia enlr:y 2
Sea { X, } una sucesion de variables aleatorias, tal que la sucesion de funciones

de distribucion correspond enfé esta dada por:




x, <0

; 0<x, S2n—l

n
2n—-1 .
X 5

n

n

Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F dada por

Entonces

limF,(x) = lim " x=lim ! x= lx =Flx) xe (0,2) 2.2-8
n—o n>wo Jp —1 n—o 1 2

n

e L
es decir la sucesion X, converge en ley a la variable aleatoria X (X, > X).

Podemos observar graficamente la convergencia.’.,é\gp'_:d_is___tribucién de { F, } hacia

F.
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Grifico 2.2-1: Convergencia en Ley o Distribucién

CRITERIOS DE SESGO Y EFICIENCIA.

Las propiedades de convergencia vistas en la seccién anterior, son generales
para las variables aleatorias. Los estimadores son variables aleatorias, y es

.deseable que converjan al parametro que estiman.

Existen otras propiedades, que son mas direccionadas para estimadores. En esta

seccion discutiremos estas propiedades.

Definici6n 2.3-1: Estimador Insesgado

Sea X,,X,,--,X, una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tomadas de una poblacién con vector de parametros

0 € R”. Sea 0 un estimador"’;‘&%l"\'(ector de pardmetros 0. Se dice que 0 es un

R R,

estimador insesgado de

| E[(SJ; 0 2.3-1

Es decir,




£16,1
o] 2% || E6:)

B[, ]|

El sesgo de un estimador se define como B=FE lé]—(). Si B es el vector cero

-4
obviamente que @ es un estimador insesgado. En el caso de p = 1, es decir si

O€R, entonces podemos hablar del signo de B. Si B es positivo, se dice que el

estimador es sesgado a la derecha; por el contrario, si B es negativo se dice que

el estimador es sesgado a la izquierda.

Ejemplo 2.3-1: Estimador insesgado

Supongamos la sucesion de variables aleatorias X, X,,---, X, independientes e

idénticamente distribuidas, tomadas de una poblacién con media [ y varianza

o’. Un estimador insesgado del par [}1,02]- es el par ‘l;c,s2J, donc_le las

componentes del ultimo par son:




37

SR YCO | S 3 (M
= ﬁ(ZE[(X —u)z]—2§E[(X,- —) )]+ Y Bl ) D

i=1
2 2
) e L

En la demostracion se utiliza el hecho que las variables aleatorias de la sucesién

X, X,,+, X, conindependientes e idénticamente distribuidas.

Estos estimadores tienen la propiedad de insesgados, puesto que sus esperanzas

coinciden con los pardmetros que estima.

No solo se busca que la esperanza del estimador sea el parametro, sino que

también se busca que el estimador tenga poca variabilidad.

Definicion 2.3-2: Estimador eficiente

Sea X,,X,,~--,X, una sucesiéon de variables aléatériéé. tomadas de una
poblacién con vector de parémetr_qs 0 e R?. Seat{X 1, X2 .-+, X, ) un estimador
de la funcién escalar c(e1 Uil ) Se dlceque t(X) es un estimador eficiente

de ¢(0) si y solo si:

i R

o E[(X)]=c(0).

o var(t(X))< var(f (X )), donde #'(X) es cualquier estimador insesgado de

c(0).




Nétese que un estimador eficiente es insesgado, y ademas es de minima

varianza.

Este estimador se lo conoce también como Uniformemente Insesgado de
Minima Varianza, o simplemente estimador UMVU (Uniformly Minimum

Variance Unbiased).

Para verificar la propiedad de UMVU se utiliza el teorema de Rao - Blackwell.

Este teorema establece bajo que condiciones un estimador es eficiente.

Si el numero de parametros es uno (p = 1), entonces se puede utilizar un caso
particular del teorema de Rao — Blackwell, conocido como el teorema de Rao —

-Cramer.

No todos los estimadores son eficientes. Sin embargo, esta es una propiedad

deseable para un estimador en general.

CRITERIOS DE CONSISTENCIA YSUFICIENQH?

Todos los tipos de convergencia vistos enia secciéon 2.2 son propiedades
asintoticas generales de la variables aleatorias. Los estimadores, como variables

aleatorias, también pueden tener o no esas propiedades.

La convergencia en prb'ﬁ&bllidéd es de especial interés para los estimadores, y
ha sido clasificada dentro de las propiedades de los estimadores como la

consistencia.




Definicion 2.4-1: Estimador consistente

Sea X, X,,--,X, una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con vector de pardmetros 6 e R ”. Sea
t(Xl,Xz,n-,Xn) un estimador de la funcidn escalar c(91,62,---,9p). Se dice

que #(X) es un estimador consistente de ¢(0) si y solo si:

t(X)—P> c(0) 2.4-1

Existen otros tipos de consistencia, como la consistencia en media cuadratica,
que no es otra cosa que la convergencia a ¢(0) en media cuadratica del

estimador.

Ejemplo 2.4-1: Estimador consistente

Un estimador consistente de la media poblacional es la media aritmética.

Supongamos la sucesion X, X,,---, X, de variables a,leatbrias indepéndientes

©1r 4o . o . . o ’ _ 1 n
e idénticamente distribuidas, con media p y varianza o*. Sea x = —ZX ; la
R Y nis

media aritmética de la sucesion. Demostfa,_:’émo‘s ‘que x es un estimador
consistente de .

o} , -

‘——:lthQx—M >a)=0

ng 2 H—>o0




La parte izquierda de la éxpfesi(’)n anterior es consecuencia directa de la
desigualdad de Tchebysheff. La parte derecha coincide con la definicién de

k P
convergencia en probabilidad. Por tanto queda demostrado que x —p .

Este ejemplo, es conocido como la versidon débil de la ley de los mimeros

grandes.

Definicion 2.4-2: Estadistico suficiente

Sea X,,X,,--,X, una sucesion de variables aleatorias tomadas de una
poblacién con vector de pardmetros @ er . Sean S, =s,(X,,X,.--.X,),
S, =s2(X1,X2,---,Xn), e S, =s,(X1,X2,---,X,,) r estadisticos. Se dice que
los r estadisticos son suficientes si y solo si la distribucién condicional de

P

X, X,,-, X, dados §,,S,,---S, no depende de los parametros 6,,0,,--,0

La idea detras de la suficiencia de un conjunto de estadi;stiCés es la de reducir el

numero de observaciones originales n, por r estadisticos que contienen toda la

informaciéon de los parametros de la pobiamon Esta propiedad es util

teoricamente hablando, pues permite simﬁliﬁcar ciertas expresiones. Un

ejemplo de esto, es el teorema de Rao - Blackwell que se enuncia a
continuacion.

ZdRs

Teorema 2.4-1: Teoréii;a. de Rao - Blackwell

Sea X un vector aleatorio en R ”, con funcién de densidad conjunta fy (X.0),

donde O es un vector de pardmetros en R ”. Sean S,,S,,---S, estadisticos




suficientes, tal que S,..= s; Y],Yz,---,Yn),i =1,---,r . Sea el estadistico 7 = ¢ (Y)
un estimador insesgado de ¢ (0); y sea T =E[T jSl,Sz,---,_S,] la esperanza

condicional de T, dados S,,S,,---S, . Entonces:
T" esun estadistico;

* .y oy .
I es una funcién de los estadisticos suficientes S,8,,-8,;

ro

T" es un estimador insesgado de ¢ (0);

var(T ")<var(T) para todo © en R . Ademas Var(T*)< var(T') para al

menos un valorde ® en R ¥, amenos que 7 =T (con probabilidad uno)

Este teorema establece la existencia de r estadisticos suficientes y un estimador
insesgado, como condicién suficiente para la existencia de un estimador
UMVU. El simple enunciado de este teorema seria muy complicado sin el uso

del concepto de estimadores suficientes.

La idea que generan los estadisticos suficientes es reducir al minimo el nimero

de estadisticos que se requieren para obtener toda la informacion de los

parametros a estimar.

RoBusTEz

Un estimador que cumple con los criterios vistos en este capitulo, hace

supuestos sobre la poblacion de la que se estd tomando la muestra. Sin




embargo, si se modifica o altera estos supuestos, los estimadores pueden perder

estas propiedades.

Definicién 2.5-1: Estimador Robusto
Se dice que un estimador © es robusto si y solo si sus propiedades se

conservan, cuando se modifican los supuestos iniciales bajo los que fue

construido el estimador.

Los estimadores robustos son muy utiles, sobre todo cuando existe
contaminacion & valores aberrantes en las observaciones. Los valores
aberrantes son valores que se encuentran fuera del imagen esperado de las
observaciones. Los datos que producen estos valores son conocidos como

contaminacion, y suelen presentarse en muchas situaciones reales.

La media aritmética x es un estimador eficiente, consistente y suficiente de la

media poblacional . Pero con la presencia de Valprés aberrantes en las

observaciones, una estimacién obtenida por. es‘pe éé;cadiético para la media
poblacional puede ser poco precisa. En esto's;: cgsos, se puede probar que resulta
mejor estimador de la media‘@leacional, la rﬁediana de la muestra, puesto que
la mediana es un estimador,mas."r(‘)li‘)usto que la media, y no se ve afectado por la

presencia de contaminaciéien los datos.

g

La "robustez perfecta” no es posible, puesto que si se modifican notoriamente

los supuestos iniciales, los estimadores no van a conservar sus propiedades. Por




eso no se habla de que la mediana es robusta y la media no, sino que se dice que

la mediana es mas robusta que la media.

Ejemplo 2.5-1: Contaminacién de los datos

Supongamos que deseamos estimar una media poblacional. Se toma una
muestra de una poblacion con distribucién normal univariada con media Ly
varianza o°. Supongamos que el 100(1-a.)% de la veces se infiltra informacion
de una poblacién con distribucién normal con media p y varianza ko?. En este
caso, si el valor de a es cercano a uno, la infiltracion va a ser muy poca, y la
media aritmética x seria un buen estimador de p. Pero si (1-a) es
significativamente mayor que cero, entonces la presencia de valores aberrantes
Ava a ser mucho mayor, y por tanto x no va a ser una buena estimacién de .

Sin embargo, la estimacion realizada a través de la mediana, sera mucho mas

precisa, puesto que la poblacion resultante sigue siendo simétrica.

Para estimar la media poblacional a través de la me__diéfla muestral, un supuesto

que se hace de la poblacion de lé cual se tox}ia_.i}a.;hﬁeéﬁa es el de simetria. En
cambio que para estimar el n}ismq parémetr(");i ifavés de la media aritmética, el
supuesto es que la poblacién.a% ai:;:ual Se toma la muestra sea normal (a menos
que numero de datos sea.gra dé). Si quitamos el supuesto de simetria, ni la
media ni la medianggpsfiffiaﬁaﬁ -bien a p. De aqui que la mediana es mas robusta

que la media, pero no es perfectamente robusta.




44

3 EL MODELO LINEAL GENERAL EN REGRESION

INTRODUCCION

En el capitulo 1, hay una breve presentacion de lo que son los rpodéloé lineales,
y de los que es un modelo de regresion. De todos los modélos llin'ealles, el
modelo de regresion es el mas usado. Los métodos ‘:dc}:éétiiﬁacién utiliza(ios en
regresion, son aplicables a cualquier modelo lm’eﬂ Por esto, daremos especial

énfasis a los modelos de regresién lineal.

La regresion trata de explicar una variable cuantitativa en términos de una o

mds variables cuantitativés: Cuando se emplea un modelo lineal para realizar

dicha explicacion, emtonces la regresion es lineal.
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Definicién 3.1-1: Regresion .

Sean X, X,,---X,, k variables aleatorias, tal que k > 1. Sea Y una variable

aleatoria medida sobre el mismo espacio probabilidad que las X;. Se define la

ecuacion de regresion de ¥ sobre X, X,, - X, como la esperanza condicional:
y=E[Y|X1,X2,---,Xk] : 3.1-1

En esta definicién, la variable aleatoria ¥ se conoce como la variable a ser
explicada, mientras que las variables aleatorias X; son conocidas como las

variables de explicacion.

Ejemplo 3.1-1: Regresion

‘Supongamos que la funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias x y

y esta dada por:

by O<x<y<l -
floy)=1 7 "F<Y 3.1-2
0 restodexyy

@ da,

Puede demostrarse que el valor de la constante ktwne que ser igual a 8 para que

la funcion sea de densidad.

El grafico de esta funcién de densidad serfa:
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Grifico 3.1-1: Funcion de densidad bivariada

‘A partir de esta regla de correspondencia, podemos obtener las funciones
marginales y condicionales respectivas. Las reglas de correspondencia de estas

funciones se muestran a continuacion:

f.lx)= 4x(1 = xz), O<x<l

—X

f;fif(‘)’,x);'f—yz, x<y<l,0<x<l 3.1-6

Todas las funciones de densidad valen 0 en los intervalos no especificados.
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Ahora, hallaremos la ecuacion de regresién de X sobre ¥ como sigue:

.ﬂﬂy=ﬂ=y%iw=§y - 3.1-7

2
0

Luego, la ecuacion de regresion de X sobre Y seria la siguiente:

x=§y, O<y<l 3.1-8

Esto no quiere decir que la relacion de las variables X'y Y sea la dada por esta
ecuacion, sino que el valor de esperado de x, para un determinado y, siempre es

igual a dos tercios el valor de y.

De manera similar, se puede encontrar la ecuacion de regresion de y sobre x.

Esta ecuacion esta dada por:

e , O<x<l 5 3.1-9

Esta ecuacién no se puede obtener despejai;@ de la ecuacién, ya que estas

ecuaciones no establecen la relacién de las variables aleatorias, sino las

esperanzas condicionales.

En este ejemplo, el valor 2/3 que multiplica a y en la ecuacién 3.1-8, es

g

conocido como un pardmetro de la ecuacion de regresion. De la misma manera,

el 2y el 3 de la segunda ecuacion también tiene la caracteristica de parametros.
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En general, el lado derecho de las ecuaciones de regresion se expresan en

términos de las variables de explicacion y de parametros.

La forma general de una ecuacion de regresion esta dada por:
yzf(xlaxzs"'sxnaﬁoaﬁl“'9Bp_1) 3.1-10

donde los B; son parametros desconocidos que debemos estimar, p es el niimero

de parametros del modelo, y » es el nimero de variables de explicacion.

Cuando la funcién f definida anteriormente es lineal con respecto a los

parametros, entonces se dice que el modelo es un modelo de regresion lineal.

Esto es

E[Y‘X]’XZ"“’Xn]ZBO»f()(xl’XZ"”’xn)-'_'“+Bp—]fp—l(x1’x2"“5xn) 3.1-11

.-

donde f;, f,,**, f,., son p funciones de R" en R.

Si solo se tiene una sola variable de explicaci'ﬁﬁ y la ecuacién es lineal con
respecto a esa variable y a los pardmetros, entonces se dice que el modelo es un

modelo de regresion lineal si@?ei Esto es

3.1-12
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Si las variables de explicacion estan elevadas a alguna potencia diferente de la
unidad y/o se multiplican entre ellas, entonces el modelo es un modelo de

regresion polinomica.

Si se tiene mas de una variable de explicacion, y la ecuacion de regresion es
lineal con respecto a los pardmetros, entonces el modelo es un modelo de

regresion lineal multiple.

Existen otros modelos de regresion, como el modelo lineal splines, o el modelo
no lineal. Como el modelo de regresion lineal simple es un caso'particular del

modelo de regresion lineal multiple, en adelante utilizaremos el modelo de

regresion lineal multiple. La ecuacién de regresion asociada con este modelo

tendra la forma:

y:ﬁo +le1 +...+|3p41xp_1 3.1-13

EL TEOREMA DE MARKOV

En esta seccion, trataremos el marco teérico. sobre el cual se basan algunos
resultados para los modelos de regresion. Esto nos conducira a la enunciacion y
demostracion de un teorema, denominado Teorema de Markov, asi como a

otras consideraciones impéstantes sobre el modelo.

En primer lugar, supondremos que las variables de explicacion se conocen de

antemano.
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Segundo, introduciremos en la ecuacién un término de error, conocido como el
ruido del modelo. Este término se lo incluye, por la imprecisiéon de las

mediciones. Luego el modelo seria como sigue:
y:Bo+B1x1+"'+[3p_1x,,_1+8 3.2-1
donde € es una variable aleatoria que representa el ruido del modelo.

Esta ecuacion muestra la relacion entre las variables x; y la variable y. Esta no
es la ecuacion de regresion de y sobre las x;, puesto que el lado derecho de esta

ecuacion no es la esperanza condicional de y dadas las x;.

Tercero, se haran n repeticiones del modelo, de tal manera que ya no contamos

con una sola ecuacion, sino que con » ecuaciones. El modelo quedaria ahora de

la siguiente manera:
Vi =By +Bix;, +- +BpaX o +Ey, i=lpin 3.2-2

Estas ecuaciones tienen una representacion matricial, de tal manera que todas
las ecuaciones se pueden expresar por medio de una sola ecuacién de forma

matricial. Esto es:

3.2-3

donde




5t

B2 1 x, - X1p-1
Y= V) X = 1 x, X p-1
yn 1 xnl xnp—l
Bo €
B, €,
'3 = N €=
Bp—-] 8n

La matriz X es conocida como matriz de disefio del modelo lineal, mientras que
la matriz B es el vector de pardmetros del modelo. € es el vector de residuos o

vector de error del modelo.

Esta representacién del modelo de regresion lineal multiple, simplifica ciertas

tareas. En lugar de usar grandes sumatorias, se utilizan operaciones de matriz.

Para efectos del modelo de regresién lineal, supondremos que el vector
aleatorio €, conocido también como vector de error, es un vector aleatorio con
media cero y matriz de covarianza c” I. I representa la matriz identidad de

. oy 2 . )
dimension n x n'y o~ es la varianza del error.

Teorema 3.2-1: Teorema de Markov

Sea B € M, una matriz columna de parametros desconocidos. Sea X e M, , »

una matriz de constantes conocidas. Sea € € M, ; un vector aleatorio tal que E

[e] =0, V/e]=c" 1. Sea Y € M, ; una matriz columna tal que Y =X B +e.
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Entonces Y es un vector aleatorio con media 0 y matriz de varianzas y

covarianzas o” I.

La demostracion de este teorema se presenta a continuacién. El producto
matricial Xp € M, x ; es un vector de constantes, que sumadas con vector

aleatorio, resulta otro vector aleatorio. Luego, si Y es un vector aleatorio,

entonces
E[Y]= E[XB + ] = E[XB]+ E[e] = XB+ 0 = Xp

VIV]= E|( - XBXY - XP)' |= E|(XB+=2 - XBXXp+e - Xp) |

= E[saT]= Vle]= o1
Es decir, Y tiene la misma varianza que €, pero con valor esperado Xp. Puede
demostrarse que si el vector € tiene distribucién normal multivariada, entonces
Y también tiene distribucién normal multivariada, con la misma matriz de

varianzas y covarianzas, pero con media en Xp.

EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Uno de los métodos mas utilizados en la estimacién de parametros de un

modelo lineal, es el método de minimos cuadrados.

Supongamos el modelo

Y, =B +Bx;; + +B,x, +E, i=l-,n 3.3-1
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donde y; es el valor observado, ¢; tiene distribucién normal con media 0 y

varianza o2, Ademés cov(s,.,si)z 0, i#j.
Entonces

Eb/i]:BO +lei1 +'"+Bp_1x,‘p_: 3.3-2

Ahora, el valor con el que estimaremos las observaciones y; es su valor
esperado. La estimacion de y; se denota por y;. Como no se conocen los

parametros, entonces se emplearan las estimaciones de los parametros para

obtener el valor de y,. Esto es

V= Bo +Bx; +"'+Bp—1xip—1 3.3-3

La diferencia entre el valor observado y el valor estimado, es igual al error

correspondiente a esa observacion, es decir

A

& =y-3 . % 3.3-4

Ahora, se requiere de una funcién diferenciable, de tal manera que el error total

de la estimacion, sea minimo. 8i minimizamos la suma del error, obtendriamos

‘quenio en valor relativo, pero de magnitud grande.

estimaciones con un erros
Si minimizamos la suma de los valores absolutos del error, entonces la funciéon

resultante no va ser diferenciable.
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Se define la suma cuadrética del error como la suma de los errores elevados al

cuadrado. Se denota por O, y es una medida del error total de la estimacion.

El método de minimos cuadrados consiste en establecer el valor de los Bi que
minimicen la suma cuadrética del error. Esto se hace derivando parcialmente la
suma cuadratica del error con respecto a cada parametro, e igualando cada

derivada a cero. Luego

n n

=32 =50 =] =Z(V ~Bo =By = B,x,. ) 335

i=1 i=1

a n
Q9 = —2Z(yi —Bo = Byx; _"'_Bp—lxil’—l): ¢
oB, il 3.3-6

an =_22xi,'(yi —Bo —Bix, _"'_Bp—lxip—l)z 0, j=L---,p-1
B, =

Este es un conjunto de p ecuaciones con p incognitas. La resolucion de este
sistema de ecuaciones, daria como resultado la estimacion de los parametros [3;

por el método de minimos cuadrados.

A este conjunto de ecuaciones, se le conocé como ecuaciones normales del

modelo.

De la ecuacién correspé}h%ﬂéﬁte a Bo, podemos obtener dos propiedades del

método de minimos cuadrados.

\
\

T




Es decir, la suma total del error de estimacién de las observaciones es cero, y la
suma de los valores observados es igual a la suma de los valores estimados.
Esto no quiere decir que los valores observados sean iguales a los valores
estimados. También implica que la media aritmética del error es cero, y que la
media aritmética de los valores observados es igual a la media aritmética de los

valores estimados.

El vector de error € se puede conocer solamente cuando se conoce el valor del
vector . Como el vector obtenido por el método anterior es una estimacién de
los pardmetros, no podemos conocer el error, pero si podemos estimarlo. Al

estimador de [ se lo denota por b, mientras que al estimador del vector de error

€, lo conoceremos como e.

La media aritmética de los e;, representada por e no es una variable aleatoria, a

pesar que es resultado de.sina combinacion lineal de variables aleatorias, puesto

que e solo puede tamar un solo valor, cero, lo cual le da el caracter de variable

deterministica, o "variable aleatoria con varianza cero".
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Las ecuaciones normales contiene algunos términos con sumatorias, y su
resolucién podria ser un poco tediosa. A continuacion, se muestra un método

matricial equivalente al de minimos cuadrados.

La suma cuadratica del error, no es mas que el producto interno del vector del
error consigo mismo, y este se puede obtener multiplicando su transpuesta por

el mismo. Luego se tiene que

.’=i8i2=8T8=[81 By 8n] 8;2 =812+822+"'+8n2=(Y"XB)T(Y_XI5)

i=1

3.3-8

Donde, de la representacion matricial del modelo Y = X + &, se tiene que el

e=Y - XP. Es decir el vector Y = XP representa el vector de los valores

estimados.

La aplicacion del método de minimos cuadrados en su forma matricial seria

00 _ 0 (yr __T B T.T TwT iy .
ap_a[s(Y Y-Y'Xp B/ X"Y +B"X"XB)=0 3.3-9

Aqui, el simbolo de derivada indica derivacion parcial de Q con respecto a cada
uno de los elementos de B. El tercer término es la transpuesta del segundo, y

ademas ambas matrices son de dimension 1 x 1. Esto quiere decir que ambos

0]

4




términos son iguales. Con estas consideraciones procederemos a resolver la

derivada y a igualar a cero

aaB(YTY—ZﬁTXTY+ B'X"XB)=-2X"Y +2X"XB =0 3.3-10

Luego, las "ecuaciones normales" del modelo serian
X'Xp=X"Y 3.3-11

Luego, si b es la solucién de este sistema de ecuaciones, entonces b seria la

estimacion de minimos cuadrados del vector de parametro P.

.Estas ecuaciones son las mismas que se habian obtenido anteriormente, pero en

notacién simplificada.

Ejemplo 3.3-1: Aplicacion del método de minimos cuadrados

Supongamos un modelo de regresion lineal con dos variables de explicacién, tal
que el error tiene distribucién normal con media -},.pe'rvo y varianza 9, ademas los
errores no estan correlacionados entre si, es deCIr cov( g, g ) =0, para i # j.
Simularemos los datos para este modelo- cor¥ parametros que conoceremos de
antemano. Luego, supondréinoé que no conocemos estos parametros y los
estimaremos. De la mlsﬁiﬁ {manera se establecera la diferencia entre el error

real, y el error de¢ estimacion. Posteriormente, se verificara la propiedad

enunciada anteriormente.
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El modelo propuesto para este ejemplo es
y; =3-2x, +4x,, +¢, ' 3.3-12

Los valores para x;; y x;> son constantes, y sus valores seran los puntos de la
maya formada por el cuadrado 0 <x;; <3, 0 <x;; <3y subdivisiones del mismo
en cuadrados de 4rea 1. Los g; son generados como un error con distribucic')n
normal, con media 0 y varianza 9. Los y; son obtenidos aplicando el modelo
3.3-12. Los y; tedricos se obtienen eliminando el término de error en dicho

modelo. Luego la simulacion seria como sigue:




59

i Xif X yitedrico  g; Vi
1 0 0 3 0072 3.07
2 0 1 7 0.675  7.68
3 0 2 11 -1.725 9.28
4 0 3 15 -1.479 13.52
5 1 0 1 5504 6.50
6 1 1 5 -1.701  3.30
7 1 2 9 -5256 3.74
8 1 3 13 6.581 19.58
9 2 0 -1 -0.890 -1.89
10 2 1 3 -4221 -1.22
11 2 2 7 -3.993 3.01
12 2 3 11 4.553 15.55
13 3 0 -3 -3.790 -6.79
14 3 1 1 4164 5.16
15 3 2 5 -2.424 258
16 3 3 9 -9949 -0.95
Tabla 3.3-1

Ahora, estimaremos los pardmetros de este modelo con el método de minimos

cuadrados.

Primero se construye la matriz de disefio. La transpuesta de esta seria

L1l 1011111111111
X"=[000 0T 11122223333 3313
01 2301230123012 3
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Luego, la transpuesta de esta matriz se multiplica por esta matriz para obtener la

matriz del sistema de ecuaciones normales.

16 24 24
X'X=(24 56 36 3.3-14
24 36 56

La matriz de observaciones seria

[ 3.07 ]
7.68
9.28
13.52
6.50
3.30
3.74
19.58
-1.89
~1.22
3.01
15.55
—-6.79
5.16 | -
] 258

| ~0.95

3.3-15

Para obtener el lado deregfio- del sistema de ecuaciones normales, se multiplica

la transpuesta de la;matrii'de diseflo por la matriz de observaciones.

T e

|
{1}

——— e -~
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82.1
X'Y=| 64 3.3-16
195
Ahora debemos resolver el sistema de ecuaciones de tres ecuaciones con tres

incOgnitas, donde las incognitas son los elementos del vector B. La solucion de

este sistema, es el vector b, y es la estimacion por el método de minimos

cuadrados para este modelo.

16 24 24,7 [82.1
24 56 36| b, |=| 64 3.3-17
24 36 56|b,| |195

Este sistema tiene solucion unica dada por

b1 |B,| [4.16
b=|b |=|B, |=| -3 3.3-18
b| |B,| |36

Luego, la ecuacion del plano estimado seria =~ .

P, =416 -3x, +3.6x, 3.3-19

Lo cual es diferente al vgggpr de parametros originales. La diferencia entre los

parametros y su estimacién seria
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37 [4.16] [-1.16
B-b=|-2|-| -3 |=| 1 3.3-20
4| |36 4

la norma de este vector es /(—1.16) +1? +0.42 =1.56 , mientras que la norma

del vector original es 5.39, esto quiere decir que nos desviamos de los

parametros originales, aproximadamente un 29%.

En la columna de los errores del modelo anterior, podemos encontrar un valor
aberrante (-9.949). Este valor hace que la estimacién no sea del todo buena.
Si se realiza la estimacién de los pardmetros por el método de minimos

cuadrados, sin considerar este valor, entonces la estimacion seria

2.56

b=|-22 3321
434

A simple vista, estos valores se aproximan mejor a los pardmetros que los de la
estimacion anterior. Si calculamos el vector diferencia entre los parametros y

los estimadores de los parametros, se obtiene

2.56 .44
-2 |-|-22|=| 2 3.3-22
4.34 -.34

La norma de este vector es 0.6, la estimacion se aleja de los pardmetros

originales, cuya norma es 5.39, aproximadamente un 11%.

S




Ahora verificaremos, sobre la primera estimacién, la dos propiedades
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mencionadas sobre la media aritmética del error estimado y las medias

aritméticas de las observaciones y los valores estimados.

i Vi ¥, ej
T 3.07 416487496 1.09
2 7.68 7.76774069 20.09
3 928 11.3706064 2.10
4 13.52 14.9734721 -1.45
5 6.50 1.20711974 5.30
6 330 4.80998547 1151
7 374 8.4128512 467
8§ 19.58 12.0157169 7.56
9 -1.89-1.75063548 -0.14
10 -1.22 1.85223025 3.07
11 3.01 5.45509598 .45
12 1555 9.0579617 6.49
13 -6.79 -4.7083907 -2.08
14 516-1.10552497 627
IS 258 249734076  0.08
16 -0.95 6.10020649 -7.05
Suma 8212 82.12 0
Media 513 513 0
Tabla 3.3-2

Como vemos, la media de los valores observados y los valores estimados son la

misma. Ademas la media del error estimado es igual a cero




64

Notese la sensibilidad de este método ante la presencia de valores aberrantes.
En este caso, eliminando un dato, la estimacion result6 ser mucho mejor. Sin
embargo, la practica de eliminar datos, puede constituirse en nociva, puesto que
este dato bien podria ser producto del azar, o podria contener informacion

relevante acerca de la poblacion de la cual se muestrea.

PRUEBAS PARA LOS MODELOS DE REGRESION

No todos los modelos lineales se ajustan perfectamente a los datos. Ademas,
bien podria ser que ciertas variables de explicacion no influyan sobre la variable
explicada. También podria darse el caso que ninguna variable de explicacion
influya sobre la variable explicada. Otro caso seria que el modelo no se ajuste a
los datos, en cuyo caso el error no solo serd por el error de medicion, sino
también por falta de ajuste del modelo hacia los datos. También se requieren

tener ciertas medidas para comparar diferentes modelos.

Una de las herramientas utilizadas para realizar inferencias acerca de los
parametros es la tabla de andlisis de varianza :(A'NOVA). La tabla ANOVA esta
conformada por 5 columnas: Fuente de Variacién, grados de libertad, sumas

cuadraticas, medias cuadraticas y Valor F.

En los modelos de regréﬁ%h, tenemos usualmente tres fuentes de variaciéon. A
continuacion se muestra un bosquejo de una tabla ANOVA para los modelos de

regresion.
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Fuentes de | Grados de | Sumas Cuadraticas Medias Valores F
Variacion libertad Cuadraticas
Regresion p-1 Bors. % SSR MCR
SSR = = MCR= " —
Z(y 2 " p-1| MCE
Error n-p n R SSE
SSE=Y(y,-5,f | MCE=
izl n—=p
Total n-1 n B
SST =3 (y,-»)
i=1
Tabla 3.4-1
La version matricial de esta tabla se muestra a continuacion:
Fuentes de | Grados de | Sumas Cuadraticas Medias | Valores F
Variacion libertad Cuadraticas
Regresion -1 —h!'XTV _ 3,2
g p SSR=b"X"Y-ny MCR = SSR MCR
p-1 MCE
Error n- —VI'Vv_nix’
p SSE=Y'Y-b'X'Y MCE=7SSE
n—p
Total n-1 SST =YY - ny?
Tabla 3.4-2

Algunos programas de computadora, tienen por salida una version mas

desglosada de esta tabla. La idea es realizar una medida del grado de

contribucion que tiene cada parametro sobre la variacion total de la regresion.

En primer lugar, la suma cuadratica total no es como la de la tabla 3.4-2, sino

que se considera la suma cuadrética total como la suma de todas las

observaciones de la variable Y.

Después, se define*la suma cuadratica SC(bo,bl,---,bk), 0 <k<p, como la

suma cuadratica de regresion que hubiera tenido el modelo, si en lugar de tomar

p parametros, se hubieran tomado solamente k.
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Puede demostrarse que
SC(b,)=nr? | 3.4-1

Se puede probar que SC(by) tiene distribucion Ji cuadrada con 1 grado de

libertad

Definase ahora,
SC(Bynsbyss s by Bysbys b, )= SClby,by-o,b, )= SCby by, -1b,)  3.4-2

Puede probarse que esta suma cuadratica tiene distribucién Ji cuadrada con q-k

grados de libertad.

Puede demostrarse que la suma de regresion definida en la tabla 3.4-2 es igual a
SC(bl by ub : lbo ) Ademas, empleando induccién matematica, se puede

demostrar de la ecuacion 3.4-2 que

p-1

SC(By,by.+,b, by )= SC(b, b, ) + Sc(bZ\bo,b}){f;i‘+_sc(bp}bo,bl,-.-,b ) 3.43

Luego, el desglose de la tabia 3.4-2 seria




Fuentes | Grados | Sumas Cuadraticas Medias Valores F
de de Cuadraticas
Variacion | libertad
by 1 SC(bl‘bO) SC(bl‘bO) : SC(beo)
MCE
b 1 SC(b, /by 5,) SC(b,/b,,b,) SC(b,[by,b, )
MCE
by U] sclb,|bes-b,) | SClb,Byssb, ) | SCB, By -5,
MCE
Regresion [ p - 1 SC(bI by, b,,‘bo) MOR = SSR MCR
p=1 MCE
E - L -
rror n-p SSE=Z(y,» _yi)z MCE = SSE
i=1 n—=p
Total n-1 n B
Ajustado SST = ;(y,- - J’)z
\juste(bo) | 1 SC(p,)=n? SC(by) SC(,)
MCE
Total n noo
iz=1: Yi
Tabla 3.4-3

De la tabla anova, se obtienen algunas medidas del modelo.

La media cuadratica del errqré{MCE) es un estimador insesgado de la varianza

del error, si se cumplen los supuestos iniciales. Esto se demuestra en el capitulo

Se puede demostrar que la suma cuadratica del error sigue una distribucion Ji

cuadrada con n-p grados de libertad. Ademas, la suma cuadratica de regresion, J
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tiene una distribucion Ji cuadrada con p - 1 grados de libertad. También, cada
una de las sumas cuadraticas correspondientes a cada estimador, tiene una

distribucion Ji cuadrada con 1 grado de libertad.

Como todos los valores F de la tabla 3.4-3, son obtenidos del cociente de una Ji
cuadrado dividida entre sus grados de libertad, y otra Ji cuadrado dividida para

sus grados de libertad, entonces todos los valores F tienen una distribucién F.

Los valores F son estadisticos utilizado para hacer una inferencia en la que se
prueba si las variables de explicacion tienen influencia sobre la variable

explicada.

‘Para el caso del valor F de regresion, la hipotesis nula esta dada por
Hy,:B,=B,=-=B,,=0, y la hipotesis alterna H, establece que por lo
menos uno de los B no es cero. Si el valor p de esta prueba es bajo, el modelo es
valido, caso contrario las variables de explicacion no tiénén influencia sbbre la

variable explicada. Este estadistico F tiene una distribucién F con p - 1 grados

de libertad en el numerador y 7 - p grados en el denominador.

El valor p para las pruebas de;hip('itesis con poblaciones con distribucién F, son

el integral desde el valor F hasta infinito, de la densidad da la variable aleatoria
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Para el caso de cada valor F de bl,bz,---,bp, sirven para hacer inferencias

respecto a cada parametro. Cada uno de estos estadisticos F tiene 1 grado de

libertad en el numerador y » - p grado de libertad en el denominador.

Un indicador empleado para comparar varios modelos es la potencia de
explicacion del modelo. Este indicador se denota por R y es el cociente entre la

suma cuadratica de regresion y la suma cuadratica total.

Ejemplo 3.4-1: Tabla ANOVA

En este ejemplo, construiremos la tabla ANOVA del ejemplo de la seccion
anterior. Para este ejemplo, p es igual a 3 y n = 16. La tabla que se muestra a

continuacion, estd basada en las tablas expuestas anteriormente.

Fuentes de | Grados de Sumas Medias Valores F
Variaciéon libertad Cuadriticas Cuadraticas
Regresion 2 434.58 217.29 10.5389
Error 13 268.03 |~ 20.62
Total 15 702.61

La media cuadratica del error s 20.62, lo cual quiere decir que la estimacion de

la varianza para este modelo es 20.62, lo cual es bastante lejano a 9 que es la

varianza verdadera. En la practica, no sabemos que tan cercana esti la

estimacion de la varianza de la varianza poblacional.
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El valor p correspondiente al valor F es .0019, con lo cual podemos afirmar,

que con alta confianza, se rechaza la hipétesis nula H.

434'2? -100% = 61.85% .

El valor R? para este modelo es

ANALISIS DEL VECTOR ALEATORIO ERROR

Hemos dicho sobre el error que su media debe ser 0 y su matriz de varianzas y
s ) 5 . .
covarianzas ¢°1. Esto quiere decir, que la varianza de cada elemento del vector

de error, es la misma. Ademas, la correlacion entre cada componente es cero.

Puede demostrarse que si la distribucion del vector de error es normal, entonces

“ sus elementos son independientes.

No siempre tenemos esta condicion. En muchas circunstancias, la varianza del
error no esta distribuida de esa manera, sino mas bien existe correlacion entre
los elementos del error. No todos estos casos se pueden tratar por medio de

modelos lineales, pero algunos de ellos si.

Supongamos que ¥[e]=6>G donde G es una matriz simétrica definida positiva.
Es posible demostrar que existe una matriz G tal que P g =6" La
matriz G asi definida; g€ denomina “raiz cuadrada” de G'. Podemos hacer

172

un cambio de variablcs tal que Z = G 7Y, de tal manera que

Z=G"Y=G"*(Xp+2)=(G"’XP+G%e=Up+ o
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Este cambio de variable resulta en nuevo modelo, con matriz disefio U y matriz

de error o. El valor esperado y la varianza de este nuevo termino de error seria
Elw]= E|G"*¢|= G " E[e]=G "0 =0

Vol=vl6 ") E[c e 6 ") |= 62 Efss' Jo
= 62G 2 GG = 62G2G 2 G 2G 2 = 62

Luego, este nuevo modelo cumple con las condiciones del modelo original.

Para el modelo que se trata aqui, la varianza es constante, y el error no esta
correlacionado. A la caracteristica de varianza constante se la conoce como
Homocedasticidad. Cuando para cada elemento no es la misma, se llama
Heterocedasticidad. En algunos casos, el problema de la heterocedasticidad se
puede resolver mediante algin cambio de variable, como en denominado
minimos cuadrados ponderados. Pero, no siempre se puede hacer esto, y a veces

hay que recurrir a otros artificios.

Existen ciertas pruebas estadisticas para medir la homocedasticidad del modelo,
asi como para medir la autocorrelacion del ruido. El término autocorrelacion se
refiere a la correlacion de los elementos del vector de ruido. Los elementos de

este vector son observacigies de la misma variable, de ahi el prefijo auto.

Existen pruebas como la prueba de Durbin - Watson para medir la correlacion
en serie del ruido. La correlacion en serie se refiere a la correlacion entre dos

elementos consecutivos del ruido. El méas usado es el test de Durbin - Watson,
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el cual se encuentra en la mayoria de los paquetes informaticos que realizan

modelos lineales.

Este test, consiste en el célculo del estadistico

n

2lei—en)

d==2_ 3.5-1

2
S

i=1

Los paquetes de computacion, suelen calcular el valor p de este estadistico, de
tal manera que se puedan hacer inferencias respecto a la autocorrelacién del

€1ror.

Algunas de las propiedades mencionadas, se puede observar graficamente,
aunque esto no constituye una prueba analitica. A continuacién se muestran y
describen algunos graficos de €; versus i. En ellos se explican las distintas

situaciones que podrian presentarse.
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Grafico 3.5-1: Ruido con efectos aleatorios.

En este grafico, el error no sigue ningun patrén especial, es decir es aleatorio y

las observaciones son independientes entre ellas.

Grafico 3.5-2: Presencia de Heteroced‘asﬁcid’ad.

En este grafico, las observaciones tienden a terer una mayor variacién para i
mas grande. Esto quiere decir que la Vaﬁania:ilo_es- constante, sino que aumenta
progresivamente. Esto es un caso claro de heterocedasticidad. Podria resolverse

con un cierto cambio de las variables del error.
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Grifico 3.5-3: Ausencia de alguna variable de explicacion

Aqui, la variacion del error es uniforme, pero la media creciente. Esto puede

deberse a la falta de variables de explicacion.

Grifico 3.5-4: Falta de ajuste

En este grafico, la varianza es constante en todo el modelo, pero la media tiende

a formar un parabola. Este es un caso clésié{id_e falta de ajuste del modelo, y
puede deberse a la falta de potencias de las variables de explicacion o de

interacciones entre ellas (modelo polinomico).




Grifico 3.5-5: Autocorrelacion serial

En este gréfico, los puntos se "siguen" entre si. Esto indica una correlacién en
serie del error. En este caso, ya no podemos aplicar el modelo lineal, sino mas

bien se emplean modelos de series temporales.

La importancia de analizar el error radica en que los diferentes métodos de

estimacion estan basados en el error, se trata siempre de minimizarlo.
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4 METODOS DE ESTIMACION DE PARAMETROS PARA
MODELOS LINEALES: MAXIMA VEROSIMILITUD, MINIMOS
CUADRADOS, PROCEDIMIENTOS NO PARAMETRICOS

Hemos visto ya algunas propiedades utiles de los modelos lineales. Hemos visto
también el método de minimos cuadrados para estimacion de parametros. En
este capitulo se introduciran otros dos métodos, asi como una breve descripcion
de las propiedades de cada uno. Ademas, se mostraran otras propiedades del

método de minimos cuadrados.

EL METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

El método de maxima verosimilitud es un procedimiento general empleado para
estimar parametros. Se puede probar que por este método de estimacion se llega

a las mismas ecuaciones que por el método de minimos cuadrados. Para




demostrar esto, daremos una breve introduccion del método, como funciona y

sus propiedades.

Definicion 4.1-1: Funcion de verosimilitud

Sea X|,X,,--,X, una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, tomadas de una poblacién con vector de parametros
0 € R”. Sea X un vector aleatorio cuyos elementos corresponden a la sucesion
de variables aleatorias antes definida. Sea f{X, 0) la funcién de distribucion
multivariada correspondiente al vector aleatorio X y al vector de pardmetros 6.
Entonces, se dice que f{X,0) es la funcién de verosimilitud correspondiente a X

y 6.

El método de estimacién de maxima verosimilitud, consiste hallar el valor del

vector 6 en términos del vector X tal que el valor de J(X,6) sea maximo.

En algunos casos, la funcion de verosimilitud es diferenciable en 0, por lo que
para hallar su valor méximo, de deriva parcialniente la funcién de verosimilitud
con respecto a cada uno de los elementos delgf;‘ve_ctor de parametros, y se iguala

cada ecuacion a cero.

Usualmente, las funcioges de verosimilitud vienen dadas en términos de
277 Q)»w %,

multiplicaciones, y. su diferenciacion puede ser complicada. En estos casos, se

busca una funcion continua y monétona, la cual se “compone” con la funcién

de verosimilitud, para simplificar la expresion original. La nueva funcién asi




construida tendra los mismo puntos criticos que la funcién de verosimilitud

original. Lo usual es escoger el logaritmo natural, puesto que esta funcion
convierte los productos en suma, y es monétona y diferenciable en todos los

reales positivos.

Para simplificacién de notacion utilizaremos la notacién matricial del modelo

lineal.
Supongamos que se tiene el modelo lineal en su forma matricial
Y=XB+e 4.1-1

correspondiente a n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas de un modelo con p parametros. Supdéngase ademas que el vector
de errores tiene una distribucion normal multivariada con media 0 y matriz de
varianzas y covarianzas oL Entonces, el vector Y ti_ene' taﬁbién distribucién
normal multivariada, con la misma matriz de valfianzas y covarianzas que g,

pero con media en XP.

La funcion de Verosimilitudcorrespondiente es
F(v.B)=@n) " dedg’1) 2 exp[— %(Y ~Xp) (c*1) " (Y - Xﬁ)] 4.1-2

donde la expresion 'det(cz I) se refiere al determinante de la matriz o°1.

Aplicando logaritmo natural la expresién 4.1-2 y simplificandola, se obtiene
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In(£(Y,B))=— g 1n(2}t)— In(c)- % (Y -XB)" (Y -XB) 4.1-3

luego, obtenemos las derivadas parciales de esta expresion y las igualamos a

CCro

2 1 Oy xpY(v-xg)=—-_1 99 _ 3
aﬁ1n(f(Y,|3))_ >3 aB(Y XB) (Y - XB) 55T 0 4.1-4

donde Q es la suma cuadratica del error. Como el primer factor es diferente de

cero, el segundo factor tiene que ser igual a cero. Luego

%Ly

= 4.1-5
op

que corresponden a las ecuaciones normales del modelo (3.3-9).

PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES DE MINIMOS CUADRADOS

El capitulo anterior hace una introduccion del método de los minimos
cuadrados. En esta seccion veremos algunas propiedades de este método, asi

como la distribucion de los estimadores obtenidos por este método.

Teorema 4.2-1: Propiedades de los estimadores de minimos cuadrados

. La media de los valafes observados es igual a la media de los valores

estimados.

2. La media aritmética de los errores estimados es igual a cero.




3. Los estimadores obtenidos por el método de minimos cuadrados son los

mismos que los de méaxima verosimilitud.

4. Los estimadores obtenidos por el método de minimo cuadrados tienen la

caracteristica de UMVU.
De estas propiedades, hemos demostrado ya las tres primeras.

Para demostrar la cuarta, demostraremos en primer lugar que el estimador

obtenido por el método de minimos cuadrados es insesgado. En efecto

Elb]= E|(x"X)"'X"¥|= (x"X) ' X7 E[Y] - X"X)'X"Xp=p  d.2-1

- Nos interesa demostrar ahora que el elemento b; del vector b es el estimador
insesgado de minima varianza del elemento Bj del vector P. El elemento b, de
puede obtener multiplicando por la izquierda de b, una matriz a Mpxl, tal que
el elemento en la posicion j + 1 del vector a sea und, y los elementos en las
demas posiciones sean cero. De hecho, podemes 'generalizar la demostracion,
suponiendo que a pueda ser cualquier Vgctdf. Entonces, la expresion que

deseamos estimar tendria la forma

[Clo al ap_l . = QOBO +...+ap_pr_1 4.2-2




A continuacion demostraremos que el estimador insesgado de minima varianza

de a"B es a'b, es decir el estimador de minimos cuadrados.

Recordemos que b es la solucién del sistema X'Xp = X'Y. Supongamos que
este sistema tienen solucion tUnica; por tanto, la matriz X'X es invertible.

Entonces tenemos
b=(X"X)"'X"Y 4.2-3

Supongamos que deseamos estimar el vector © = X, y que 0 solo puede tomar
valores en @. Luego, el estimador de minimos cuadrados de este vector seria

B=Xb= X(XTX)_IXTY. Este estimador, es una funcién lineal del vector

aleatorio Y. Para simplificar la demostracion, supondremos que

P = X(X"X)"'x’ 424

de esta manera, el estimador de minimos cuadrados de 0 quedaria como

ey

0=PY.

Ahora, E léJz E[Xb]: XE[bI=XB =0 ,.es decir el vector  es un estimador

insesgado del vector {'%«;;Supongamos ahora que ¢ es cualquier vector de

dimensién n x /i Demostraremos que el estimador insesgado con menor

. T N . i
varianza de ¢’ O es ¢'0, es decir el de minimos cuadrados.




Tenemos que

Ee’8|= " Ep|= c70 | 4.2-5
luego, es un estimador insesgado.

Supongamos ahora que d’Y es cualquier estimador insesgado de ¢’0 diferente

de ¢78. Entonces, el valor esperado de este estimador seria ¢’0, es decir
¢’0=E|d"Y|=d"E[Y]=d"Xp=d"6 | 4.2-6
Luego
¢'0=d"0=(c-d)'6=0 4.2-7

lo cual quiere decir que el vector ¢ - d es ortogonal ©, para_ cualquier 0

pertenciente al espacio ®.

Ahora, puede demostrarse que el recorrido vdc-;}’. (éspacio columna de P), es
igual al recorrido de X. Ademés como Xp = 0, para todo B en R 7, luego el
recorrido de X seria igual a';@:.évDe'aqui que cualquier vector que sea ortogonal a

todos los vectores en ©, es también ortogonal a X y a P. Luego

 P(e-d)=0=Pc=Pd 42-8

Ahora,




P’ = (X(XTX)—IXTY :FX((XTX)—]),XT = X(X"X)'X" =P 4.2-9

PP = X(X"X)' X"X(X"X)"' X" = X(X"X)"'X" =P 4.2-10

es decir, la matriz P es simétrica e idempotente. Puede demostrarse que I - P

también es simétrica e idempotente

Luego,

VarlcTéJ: var[cTPY] = Varl(PT c)T YJ: Var[(Pc)T Y]= var[(Pd)T Y]
= (Pd)’ var[Y]pd = d"P(c*1)Pd = 5°d" PPd = c*d" Pd

Entonces

var[dTY]— VarlcTéJ= d’ var[YJd - Var[cTéJ.: d'c’ld-c’d"Pd
=*(d’d-da"Pd)=c’d" (1-P)}d =c’d" (I-P) (I-P) = o?d,"d, >0

de aqui que
varld” Y > varfe”6| 42-11

Es decir, que la varianza & _',fcualquier otro estimador insesgado de ¢’0 diferente
q s C g

de ¢"0, es mayor o igual que la varianza de ¢’0. Esto implica que ¢’0 es el
estimador insesgado de minima varianza de ¢’0, para cualquier vector constante

C.
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Ahora, supongamos que ¢ =a” (XTX)_l X', entonces
¢’0=a’ (XTX)_1 X"Xp =a’B, y el estimador insesgado de minima varianza de
¢0, seria ¢’6=¢’Xb=a" (X"X)"X"Xb=a’b. Luego, el estimador UMVU

de a’p seria a’b, que es el estimador obtenido por el método de minimos

cuadrados.

Teorema 4.2-2: Valor esperado de la media cuadratica del error

Sea Y=XP+& un modelo lineal tal que € tiene distribucién normal -

multivariada, con media 0 y varianza o’I, B € R”. Sea b el estimador de
Yy

minimos cuadrados del vector B. Entonces

E{(Y - Xi)i(: ~ XB)} =0’ 4212

Para probar este teorema, utilizaremos la matriz P definida en 4.2-4. Esta matriz
es simétrica e idempotente (4.2-9 y 4.2-10). Puede demostrarse que la matriz I -

P también es simétrica e idempotente.
Ademas utilizaremos los siguijent_es resultados

e Sea X un vectog aleatorio y A una matriz simétrica, entonces

var(X” 4X) ;@(A ;§r<X))+ E|lx" 4E[x]. 4.2-13

o tr(I-P)=n-p. 4.2-14




e (I-P)X=0

Entonces

E[(Y—XB)T(Y~XB)
n-p

} = Elv-xy (v-xp)
luego
Y-XB=Y-PY=(-P)Y
lo cual implica
(Y-XB)' (Y-XB)=Y"(I-PYI-P)Y =Y’ (I-P)Y

Aplicando esta expresion en 4.2-16 se obtiene

ey -xpy (v-xp)- 1 By a-p)v]
n—p n-p

Usando el resultado 4.2-13 se tiene

1
n_

E Y (1-P)Y|= (T~ P)var(f))+ E[Y"J1-P)E[Y]

(o’ (x :—%P)?LpTXT(I ~P)XB)

e 0

n—p

Empleando los rés_ultados 4.2-14 y 4.2-15 se tiene

4.2-15

4.2-16

4.2-17

4.2-18

- 4.2-19

4.2-20
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e (I-P)X=0 4.2-15 :
E{ (Lfﬁ(lﬂ)} - L E[(v-xpy (v-xp) 4.2-16
n—p n—p
luego
Y-XB=Y-PY=(-P)Y 4.2-17

lo cual implica
(Y-XB)' (Y-XB)=Y"(I-PYI-P)Y =Y’ (I-P)Y 4.2-18

Aplicando esta expresion en 4.2-16 se obtiene d

- E|(v - xp) (v - xp)= ' E[v'(- P)Y] 4.2-19
n—p n—p

Usando el resultado 4.2-13 se tiene

LB a-p)v]= e - p)var(s}))+ E[Y" J1-p)E[Y]
n —117 ! 4.2-20
= (orl- P)+B'X’ (1-P)Xp)

n—p

Empleando los resﬁltados 4.2-14 y 4.2-15 se tiene




E[(Y~X|3)T(Y—XB)J: L (621 p)+ BTX0B)=0? " P = g2
n—p n—p n—-p

Teorema 4.2-3: Distribucion del estimador de minimos cuadrados

Sea Y=XP+e un modelo lineal tal que € tiene distribuciéon normal »-
multivariada, con media 0 y varianza oI, B € R” Sea b el estimador de
minimos cuadrados del vector B. Entonces b tiene una distribucién normal

multivariada, con media B y matriz de varianzas y covarianzas 62(XTX)'1 :

Para demostrar este teorema, nos basamos en la distribucion de Y, que es
normal multivariada con media Xp y varianza c’I. Si b es el estimador de

- minimos cuadrados de B, entonces

b=(X"X)'X"Y 4221

luego, b tiene distribuciéon normal p-multivariada, tal que su media es By su

varianza

X = var(b) = Var(X7 ) X X 5 o Var(Y)X(X X)

= o?(X"X)" (X" XXX x) -’ (X"x)" i

En la realidad, no conoggios o, sin embargo lo podemos estimar a través de la

media cuadratica del error, es decir

§ =MCE= ' scE= ' (Y'Y_b'X"Y) 4.2-23
n—p n—p
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Luego, s1 S es el estimador de la matriz de varianzas y covarianzas del vector b,

se puede probar que

A

L-8=(X"X)' MCE | 4.2-24

Teorema 4.2-4: Distribucion muestral del estimador de minimos cuadrados

Sea Y=XB+e un modelo lineal tal que ¢ tiene distribucion normal n-
multivariada, con media 0 y varianza 021, B € R”. Sea b el estimador de
minimos cuadrados del vector B. Si S = (XTX)_l MCE es el estimador de la
matriz de varianzas y covarianzas del vector b. Entonces, la variable aleatoria
U =n(b—[i)TS"(b—[5) tiene una distribucién 7°, con p y (n-p) grados de

libertad.

La demostracion de este teorema, escapa del alcance de este trabajo.

Puede probarse que la matriz S = (XTX)—1 MCE es definida positiva. Luego, la

expresion n(b—P)' S (b—PB)=k> es una forma cuadrdtica determinada por
una matriz definida positiva, e igualada a.una constante positiva. Por tanto

representa una elipsoide en R”. Si p = 2, la ecuacion representaria una elipse.

Para definir una region deionfianza, se tiene que esta variable aleatoria, con (1-

@)100% de confianza, siempre es menor que 7°, pn-p- Asi la region determinada

por
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n(b—B)' ST (b—PB)< T pnp 4.2-25

define una elipsoide de confianza para B, o intervalo simultaneo de confianza

para los elementos de .

Se podria construir intervalos de confianza para cada parametro, empleando la
distribucion ¢ de student, pero los parametros, en general, estan correlacionados,
y los intervalos de confianza simultdneos, no consisten en los rectangulos
definidos por los intervalos separados, sino que hay que considerar la
correlacion entre la variables. Si la correlacion de los elementos de b es nula,
entonces es mejor utilizar los rectangulos definidos por los intervalos de
confianza de cada elemento de b, para realizar los intervalos de confianza

simultaneos de para f.

PROCEDIMIENTOS NO PARAMETRICOS

Una clase de procedimientos mas robustos, pero menos potentes, que el método
de minimos cuadrados para estimar parametros de un modelo lineal, son los

procedimiento no paramétricos.

Estos, no hacen supuesto alguno sobre la distribucién del vector de error. Mas
bien se pueden aplicar para cualquier distribucién del error que sea simétrica.
Esto hace, que este estimador sea mas robusto, pero en cambio es menos

eficiente que el estimador de minimos cuadrados. En estos procedimientos, no

se trata de minimizar el error, ni la varianza.




A continuacién, describiremos un método no paramétrico para estimar los

parametros de un modelo de regresion lineal simple.

Supongamos que tenemos el modelo
Yi=Bo+Bix; +€;5 i=l-n 4.3-1

Para estimar los pardmetros de este modelo, procederemos de la siguiente

manera:

n
Sea N = (2) el numero de parejas que se pueden tomar de los n datos.

Por cada pareja, calculese el valor

S, =20 1<i<j<n 4322 |
box;—x,
Luego
b, =B, = mediaﬁa{&"y‘} : 4.3-3

Es decir, el estimador del 'parzir‘netro de pendiente de la recta que representa el

modelo, es la mediana de todas las pendientes que se pueden formar de las

distintas rectas dc;terminadas por las diferentes parejas de puntos.

De manera similar, la estimacion del parametro de elevacion natural seria

fiiddd
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A

by =P, = medianafy, - S, x, } 4.3-4

gy

Es decir, la estimacion del parametro de elevacién natural de la recta que
representa el modelo es la mediana de todas las intersecciones del eje Y de las

diferentes rectas que determinan las diferentes parejas de puntos.

Notese que es indiferente si se reemplaza y; y x; por y; y x;, puesto que los dos

puntos pertenecen a la misma recta, y la pendiente es Sj;.

Ejemplo 4.3-1: Simulacién de un modelo de regresion simple.

Supongamos el modelo
y=4+Tx+¢

Supongamos que hacemos una corrida de este modelo, con 7 = 20, y que € tiene

una distribucién uniforme con parametros —3 y 3. Luego, la media del error

seria cero, y su varianza seria 3.

Tenemos entonces
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i Xi & Vi
4 -0.309 31.691
42 -1.606 31.794|
4.4 1.436 36.236
4.6 -2.603 33.597
4.8 -0.966 36.634
5 1.904 40.904
52 -2.810 37.59
5.4 1.515 43.315
5.6 -1.320 41.88

O 0 N O U A W N =

10 58 1.685 46.285

11 6 -1.331 44.669

12 6.2 -2.844 44.556

13 6.4 1.753 50.553

14 6.6 0.588 50.788

15 6.8 0.859 52.459

16 7 -2.906 50.094

17 72 2.031 56.431}

18 7.4 -0.942 54.858

19 7.6 -2.360 " 54.84 F

20 7.8 1.214 59.814
Tabla 4.3-1 |

Ahora, estimemos los paréin'etros Bo= 4 y B1 =17, por el método descrito en esta

seccion.

Se pueden formar 190 parejas diferentes de los puntos observados. Si formamos
las 190 parejas, y obtenemos la pendiente en cada una, y luego sacamos la

mediana de todas ellas, se obtiene

el
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A

B, =7.081

De igual manera, hacemos la misma tarea, pero para la elevacién natural,

obteniéndose

A

B; =3.222
Ahora, los estimadores obtenidos por el método de minimos cuadrados serian:
b, =3.043; b, =7.103

En este caso, la estimacion por el método no paramétrico se acerca mas a los
parametros originales que la estimacion de minimos cuadrados, pero la
diferencia no es mayor. Si obtenemos la diferencia porcentual de ambas
estimaciones, tenemos que la del método no paramétrico es 9.7%, mientras que

la del método de minimos cuadrados es 11.94%.

Cuando existen valores aberrantes en las observaciones, las estimaciones
obtenidas mediante procedimientos no paramétricos, son en general mas

cercanas a los parametros verdaderos, que las estimaciones obtenidas por el

método de minimos cuadrados.

Para el ejemplo anteriof, no existian valores aberrantes, sin embargo la
distribucion del error no fue normal, y por tanto no se cumplian los supuestos

del método de minimos cuadrados. Sin embargo, la estimacion fue precisa, pero

la del método no paramétrico fue mejor.
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S EL METODO DE LA "MiNIMA MEDIANA DE LOS
CUADRADOS" (MMC) COMO PROCEDIMIENTO PARA
ESTIMAR PARAMETROS EN UN MODELO LINEAL

5.1 INTRODUCCION

El método de minimos cuadrados, si bien es eficiente, no es robusto. Inclusive,
cuando se cumplen todos los supuestos que se hacen para poder aplicarlo, éste

puede fallar, omite la presencia de valores aberrantes.

Hoy en dia, se busca métodos de estimacién de parametros, que tengan mayor
ruptura. El término rupgira se refiere a la capacidad que tiene un método, para

hacer estimaciones que no sean afectadas por la presencia de valores aberrantes.

No debemos confundir los términos robustez u ruptura. El uno se refiere a

cambios en las condiciones iniciales, y el otro se refiere a la presencia de




valores aberrantes. Lo que si se puede afirmar, es que una alta ruptura, implica

un mayor grado de robustez.

En 1984, Rousseeuw propuso un método, que es mucho mas robusto que el de
minimos cuadrados, en cuanto a su ruptura. Este es el método de la Minima

mediana de los Cuadrados, o MMC.

Este método, a diferencia de los procedimientos no paramétricos, si considera al
error. De hecho, en este método se trata de minimizar una funcién que mida el
error del modelo. La idea es la misma que en minimos cuadrados, pero la

funcién objetivo es otra (véase 5.2-2).

Puede demostrarse que esta funcion objetivo, si bien es continua, no es

diferenciable en todos los puntos, y tiene muchos minimos locales.

Se han propuesto diferentes algoritmos para estimar parametros por el método
MMC, pero estos algoritmos requieren de procesos largos para realizar la

estimacion, y usualmente su funcionamiento ha sido engorroso.

Sin embargo, con la velocidad de las computadoras modernas, y las grandes
capacidades de memoria, a bajo costo, cada vez importa menos el nimero de

instrucciones que realie€ un algoritmo o la cantidad de memoria que ocupe.

Uno de los algoritmos mas usados para estimar parametros por el método

MMC, es el algoritmo denominado PROGRESS, propuesto por Rousseeuw y

fiteidld
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Leroy en 1984. Con este algoritmo, no se puede encontrar el estimador LMS,

pero si se puede encontrar una aproximacion.

En 1992, Hettmansperger y Sheather probaron que el algoritmo PROGRESS es

muy insensible cuando se realizan pequefios cambios en los datos.

En 1993, Hawkins y Simonoff, disefiaron un algoritmo, denominado
MVELMS, que provee también una aproximacion del estimador MMC, pero

para el caso de 2 parametros, el algoritmo provee el estimador “exacto” MMC.

En 1993, Stromberg propuso un algoritmo que encuentra el estimador MMC
exacto, para cualquier numero de parametros, y que en el ejemplo que
Hettmansperger y Sheather demostraron que PROGRESS era inestable, el
algoritmo de Stomberg fue mas estable. Sin embargo, en el mismo afio.

Stromberg concluye que su algoritmo es inestable con ciertos conjunto de datos.

En este trabajo emplearemos el algoritmo de Stromberg, para realizar las

estimaciones por el método MMC.

EL METODO MMC

En el método de minimos cuadrados, se intenta hallar el estimador que

minimice la suma cuadsdtica total. Esto es

mﬂin{ga,z (p)} 5.2-1
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Es decir, cada B posible, tiene su propio vector de error (e(B) =Y - XB). Luego,
el estimador de minimos cuadrados b es tal que, la funcién &’ (B) €(B) tiene un

minimo absoluto en = b.

En el método de la minima mediana de los cuadrados (MMC), lo que cambia es
la funcién objetivo. En lugar de ser la suma cuadratica del error, tenemos como
funcion objetivo la mediana de los elementos del vector de error

correspondiente a B, es decir
mﬂin {mediana(si2 (]3))} 5.2-2

Esta funcién es continua, pero no es diferenciable, es menos sensible a los

valores aberrantes, y por tanto tiene mayor ruptura, y €s mas robusta.

Estadisticamente, la mediana muestral es

X\, himpar
gy
2 )

Para lograr la més alta ruptura posible en la estimacién, en lugar de minimizar

la mediana, mlnlmlzarémos ¢l estadistico de orden A, tal que & podria ser

SENE
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donde p es el numero de parametros del modelo lineal, y » es el numero de

observaciones.

En 1990, Cook y Hawkins recomendaron que se debe investigar la estabilidad

de un estimador MMC sobre un imagen de valores de A.

Notese, que por la definicion de A, el estadistico de orden 4, es muy cercano a la
mediana. De hecho, si n es impar, y solo tengo dos parametros, este estadistico

coincidiria con la mediana.

Entonces, el estimador MMC se reduce a
minke,’ (B)f 5.2-4

Este estimador, no es muy facil de calcular. A continuacién describiremos

como se calcula el estimador MMC, segun el algoritmo de Stromberg.

Primero, el estimador MMC, minimiza el cuadfado del h-ésimo residuo mayor,
o el cuadrado del residuo de orden 4, de un é;);iiunto dado de datos. Entonces, el
estimador MMC debe minimizar el méxi:ﬁm’de los cuadrados de los residuos,
para algun subconjunto de tamafio /. Esto quiere decir, que el estimador MMC

vendria a ser una estimacion por el método de Chebyshev” (6 minimax), pues

intenta hallar un subconjunto de los datos originales que minimice el maximo

de los cuadrados residuales.
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Aparentemente, habria que examinar todos los conjuntos de tamafio 4, de los n
& y . . (n

datos. El nimero de subconjuntos a examinar seria nl lo cual es bastante

elevado, porque /4 es un valor cercano a la mitad de n.

Sin embargo, Cheney demostréd en 1962, que el estimador de Chebyshev de

todos los datos, es el estimador de Chebyshev para un subconjunto de tamario

p+1. Esto quiere decir, solamente hay que revisar (

n
menor que .
15

Luego para cada subconjunto de tamafio p+1, tendremos una matriz de disefio y

), lo cual es mucho
p+1

una matriz de observaciones. Por cada f, tendremos un residuo e; (B).

Supongamos ahora que para un subconjunto E, la matriz de disefio es Xz y la

matriz de observaciones es Yg. Sea B,,,., el estimador de minimos cuadrados

correspondiente a los puntos del conjunto £, esto es

A

B B = (X E ! Xy )_] X, TYE 5.2-5

A continuacion, defingge 6 como

I_HI eiz (ﬁIEM(.')
E=t B

5.2-6

B
F

i €; (ﬁ EMC )1

i=
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Ahora, sea s un vector columna de dimensién p+1, tal que s, = sgn(e,(ﬁ — ))

Luego, la estimacion de Chebyshev para el conjunto de datos E seria la solucion

del siguiente sistema lineal:

(XETXE ﬁn(: = XET (YE - 55) 5.2-7

El algoritmo e Stromberg consiste en examinar todos los subconjuntos posibles

de tamafio p+1, y para cada subconjunto calcular |§ s - Luego el estimador LMS

exacto, B, seria aquel B,., que aplicado con los datos originales, produzca

el menor error cuadratico de orden A.

CONSIDERACIONES SOBRE EL METODO MMC

El algoritmo descrito anteriormente, funciona bastante bien con un ntimero
pequefio de datos, y un numero pequefio de pardmetros. Sin embargo, El
numero de sistemas lineales que hay que res‘p_lver crece considerablemente,
conforme el numero de datos es mayor. P(:;r}_}"ejemplo, con tres parametros, el

numero de sistemas lineales cuatro por cuatro por resolver para 30 datos es

30 : (90
2( 4 J =54,810, y para 90 datos es 2[ 4 J =35,110,380. Es decir, al triplicar el

nimero de datos, el tiimero de sistemas lineales por resolver se multiplica

aproximadame’n%e por 100.
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Para una computadora moderna, esto no es mucho problema, porque el tiempo

en que se lo haria es relativamente pequefio.

Sin embargo, en este trabajo, la intencidn es simular un modelo de regresion, y
estimar los pardmetros por el método MMC, ademas de otros métodos. Si se
simula un numero suficientemente grande de veces el modelo de regresion, esta
simulacién podria demorar bastante tiempo, aun en las computadoras mas

modernas.

A continuacion, se presenta un ejemplo, para ilustrar el método mostrado en la

seccion anterior

Ejemplo 5.3-1: Método MMC

Supongamos el modelo lineal
y=3-2x+¢ 5.3-1

donde ¢ tiene distribucion normal con media cero y varianza uno. Si hacemos

una corrida de este modelo para n = 4, entonges




i Xi Yi &i

1 1 1.4518 0.4518
2 1.5 -0.087 -0.087
3 2 -1.837 -0.837
4 25 -3.298 -1.298
3=

Tabla 5.3-1

4
Luego, para hallar el estimador MMC, examinaremos los ( J =4 subconjuntos

posibles de tamafio 3 de los datos, estoes { 1,2,3 }, {1,2,4},{1,3,4 }y {2,

3,4}.

Para cada subconjunto, encontraremos el estimador de Chebyshev. Por ejemplo,

para el primer subconjunto tendremos

1 1 1.452
X,=[1 15 Y, =|-0.087
1 2 | 21.8%7
Luego,
: 3 45 s [-0.472
X,'X, = 1 ' X, Y, =|
B [4.5 7.25 ot L—z.:ssz]

Tenemos ahora el sistema

3 457B,| _[-0472
45 725|B,| [-2352

La solucidn de este sistema es




Luego

8 =0.053

Entonces, el nuevo sistema es

3 4578,] [-0419
45 725|B,| |-2273

La solucion de este nuevo sistema es

6 3 4.793
K1 -3.289

Si aplicamos esta estimacion de los parametros a los datos originales, se tiene el

siguiente vector de error:

~0.053
0.053

~0.053
0.13

Para este caso /= 3. Si tomamos los cuadrados de los elementos de este vector,

y obtenemos el tercer menor, este seria 0.0029.
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Luego, repetimos la operacion para cada subconjunto:

E Bo B e
{1,2,3} 4.793 -3.289  0.002804
{1,2,4} 4.641 -3.167 0.000503
{1,3,4} 4.557 -3.167 0.003728
{2,3,4} 4.658 -3.211 0.000025

Tabla 5.3-2

Entonces, el que tiene menor error cuadratico de orden 3 es

- 4.658
B8 1 3o

La estimacion por minimos cuadrados para B, es

4.658
b=
-32
Como vemos en este ejemplo, los estimadores obtenidos por ambos métodos

son similares, ambos estan alejados de los pardmetros originales. Esto se debe a

que hay muy pocos datos para realizar la estimacion.
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6 ANALISIS COMPARATIVO POR SIMULACION DE LOS
DIFERENTES METODOS CONSIDERADOS

6.1 INTRODUCCION

Actualmente, el método de estimacion de parametros de modelos lineales mas
ampliamente usado, es el método MC (minimos éﬁadrados). El método MMC
(minima mediana de los cuadrados) es nuevé, y se supone que es mas robusto
que el método MC. El estudio comparatifv"‘o‘que se muestra en esta seccion, se

enfoca principalmente en estos dos métodos.

Para la realizacion del estudio comparativo, se ha disefiado un programa de
computadora. El lenguaje para el archivo fuente de este programa es Visual
Basic. El programa esta disefiado bajo Windows 95, y muestra un disefio

modular. Esto hace que sea de facil uso, y de facil edicién.
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El programa tiene incorporado dos algoritmos de regresion: MC y MMC.
También tiene una opcion en la que se generan niimeros aleatorios de alguna

poblacion.

La opcion de simulacion del programa, realiza un cierto nimero de "corridas",
o repeticiones de un experimento teorico. En cada corrida, se generan niimeros
aleatorios que representan los errores del modelo. Con estos errores generados,
procedemos a calcular los valores observados del modelo. Luego, se estiman
los parametros del modelo, por el método que el usuario haya escogido.
Entonces, pone en una tabla los parametros estimados correspondientes a esa

corrida, para al final de todas la corridas, guardarlos.

El programa también tiene un algoritmo para estimar la matriz de varianzas y
covarianzas de un grupo de datos. Esta opcion se utiliza sobre una tabla en la
que se encuentren las estimaciones de los parametros de todas la corridas de
alguna simulacién. De esta manera, se estiman las vé.rianzas de los estimadores

de cada parametro.

Para efectos de esta investigacion, es necesaria la convergencia de las
simulaciones. Esto tiene que ver con el nimero de corridas de cada simulacion.

Se realizaron pruebas gon 100, 200 y 500 corridas para analizar la convergencia

de las simulaciones. Para cada uno de los nimero de corridas, se probaron
tamafios de muestra de 16, 30 y 49. La convergencia de las simulaciones, se dio

para las 200 corridas, y tamafio de muestra 30. Por esto, todos los resultados
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expuestos en esta investigacion, estan basados en simulaciones de 200 corridas

con tamafio de muestra 30.
El modelo de regresion empleado en todas las simulaciones es
Vi =3—4x,, +2x,, 6.1-1

es decir Bo = 3, B1 = - 4 y Po = 2. La varianza del error para todas las

simulaciones es uno, esto es, el error tiene distribucién normal estandar.

Ademas, se analizan los casos en los que la poblacién de la que se toma la
muestra, presenta algun tipo de contaminacion. En estos casos, se estudia
también la "cobertura" de los intervalos de confianza de cada estimacion. El
término cobertura se refiere a una medida de la cantidad de intervalos de

confianza, que contienen el parametro poblacional.

COMPORTAMIENTO DE LOS ESTIMADORES EN ‘CONDICIONES NORMALES

La tabla que se muestra a continuacion, ebta clasificada en las filas, por el
tamafio de la muestra, y en las columlil‘aé‘por el numero de corridas. En cada
elemento de la tabla, é‘c,,,encuentran el promedio de los estimadores de los
parametros correspondieﬁte a un numero de corridas y tamafio muestral. Los
intervalos de coﬁﬁaﬂza‘ definidos son de 1 desviacién estandar. Estas

estimaciones son hechas con el método de minimos cuadrados.




Tamafio de la muestra

# de corridas

100 200 500
2.936+0.181 3.097+0.147 3.018+0.0157
16 -3.992+0.037 -4.017+0.034 -4.000+0.036
2.01440.054 1.988+0.047 1.994+0.049
3.031£0.103 2.980+0.103 3.012+0.106
30 -4.010+0.016 -3.990+0.016 -4.000+0.016
2.000+0.031 1.99440.030 1.996+0.029
3.01140.077 3.03140.075 3.011+0.084
49 -3.998+0.011 -4.003+0.011 -4.002+0.011
1.99340.016 1.99440.014 1.998+0.016
Tabla 6.2-1
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Obsérvese que los valores de la primera columna de cada elemento de la tabla,

son cercanos a 3, -4 y 2, es decir, a los parametros. La segunda columna de cada

elemento, tiene solo valores positivos. Esto /28 porque representa la estimacién

de la varianza correspondiente a cada estimador de pardmetros.

A continuacién mostrames una tabla similar a la anterior, pero las estimaciones

son realizadas por el método de minima mediana de los cuadrados.




Tamaifio de la muestra

# de corridas

100 200 500
2.641+0.387 3.150+0.385 2.934+0.354
16 -3.926+0.084 -4.003%0.100 -3.989+0.090
2.083+0.105 1.944+0.097 2.016+0.095
2.884+0.235 3.01740.275 3.020+0.259
30 -4.005+0.048 -3.998+0.047 -4.008+0.046
2.037+0.064 1.993+0.068 2.010+0.066
3.073+0.202 2.974+0.208
49 -4.018+0.034 -3.989+0.036
2.001+0.033 1.994+0.034
Tabla 6.2-2

Notese que el promedio de las estimaciones es cercano al valor de los
pardmetros. Ademads, las desviaciones de esta tabla son significativamente
mayores que las desviaciones de la tabla 6.2-1. Esto muestra que la varianza de
los estimadores obtenidos por el método de minimos cuadrados es menor que la
varianza de los estimadores obtenidos por el método de la minima mediana de

los cuadrados.

Luego, bajo condiciohes normales, la estimacién obtenida por el método de
minimos cuadrados es més precisa que la estimacién obtenida por el método de

la minima mediana de los cuadrados.
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6.3 COMPORTAMIENTO DE ESTIMADORES CON POBLACIONES
CONTAMINADAS

La generacion de errores sin contaminacion, se realizaba en la seccidn anterior,
empleando una distribucion normal estdndar. La contaminacién se realiza
tomando en promedio el 100a% de las veces, muestras de una poblacién

normal, con media cero y varianza 16.

En la tabla que se muestra a continuacién, se encuentran los valores de las
estimaciones de los parametros, tanto para el método de minimos cuadrados
(MC), como para el método de la minima mediana de los cuadrados (MMCOC).
Ademas, se muestran los porcentajes de cobertura de intervalos de confianza
para cada caso. Estos intervalos son de 68% de confianza. Cada fila,

corresponde a un nivel de contaminacién diferente.




Minimos Cuadrados

Minima Mediana de los Cuadrados

2.980+0.103 68.00% [3.017+0.275 69.00%
0 -3.990+0.016 65.50% |[-3.998+0.047 68.50%
1.994+0.030 66.00% [1.993+0.068 66.00%
3.014+0.139 68.50% [2.930+0.258 68.50%
0.05 -4.007+0.021 73.00% [-4.00240.047 70.00%
2.004+0.040 71.50% [2.028+0.061 68.00%
2.957+0.178 75.00% [2.930+0.265 72.00%
0.10 -4.000+0.032 73.50% |[-4.002+0.045 70.00%
2.011£0.049 71.00% [2.028+0.069 71.50%
2.937+0.202 70.50% [3.011%0.290 70.00%
0.15 -3.994+0.036 69.00% [-3.998+0.048 70.50%
2.020+0.054 68.50% : 2.001+0.071 70.00%
3.116+0.254 - [71.00% [2.939+0.257 70.50%
0.20 -3.99910@9 68.50% [-3.997+0.049 71.50%
1.97s¢(>,oéo 69.50% [2.020+0.069 69.00%

Tabla 6.3-1
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Como puede apreciarse, las coberturas son similares, tanto para minimos
cuadrados, como para minima mediana de los cuadrados. Ademas, nétese que
lo peor que le puede pasar a la varianza del estimador de minimos cuadrados, es
llegar a ser la misma que la varianza del estimador de minima mediana de los

cuadrados.

A continuacion, se muestra un tabla donde, el nivel de contaminacion es 0.10,
pero los datos del cual se toma contaminar la muestra, tienen una distribucion
normal con medias diferentes de cero, pero varianza uno. Las filas representan

las medias de la contaminacidn.
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Minimos Cuadrados Minima Mediana de los Cuadrados |
2.980+0.103 68.00% [3.017+0.275 69.00% |
0 -3.990+0.016 65.50% [-3.998+0.047 68.50%
1.994+0.030 66.00% [1.993+0.068 66.00%
3.081%0.113 63.00 3.037+0.306 66.00
1 -3.998+0.019 68.00 -3.981+0.052 65.00
2.004+0.030 64.00 2.000+0.069 68.00
3.169+0.131 73.50%  [2.994+0.307 84.50%
2 -3.996+0.025 83.00% [-3.995+0.054 85.00%
2.006+0.035 81.50% [2.009+0.071 87.00%
Tabla 6.3-2
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CoNcLUSIONES

1. Al comparar las tablas 6.2-1y 6.2-2, podemos apreciar que bajo condiciones en ]a
que se cumplan los supuestos iniciales, el estimador de minimos cuadrados resulta
preferible que el estimador de la minima mediana de los cuadrados. Para este
caso, los resultados tedricos, resultaron concordantes con Jos resultados

experimentales (simulaciones).

2. Delatabla 6.3-1, podemos concluir que el estimador de la minima mediana de los
cuadrados es mucho mas robusto que el de minimos cuadrados, puesto que la
varianza del estimador MMC no varia signiﬁcativarnente, a pesar de la
contaminacién, En cambio, la varianza de] estimador MC, aumenta conforme se

aumenta el nive] de contaminacion. Esto, también concuerda con la teoria.

estimadores son insesgados.

- A pesar que la varianza del estimador Mc ‘aufnenta, y la del estimador MMC s¢
mantiene, la varianza del estimador MC siempre es estadisticamente menor que la

del estimador MMC. EJ linico caso en el que las varianzas de ambog estimadores

son numéricamente igt 1, €s cuando el nivel de contaminacion es alto (0.20).

Esto quiere decirique a pesar de 1a contaminacion, el estimador MC es tan bueno

~como el estimador MMC.,
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5. En la tabla 6.3-2, es la que contenia contaminacion con desplazamiento. La
varianza del estimador MMC tuvo un aumento mayor que la varianza del
estimador MC. Esto quiere decir, que para este tipo de contaminacion, ambos

métodos son similares en robustez. Otra vez, resulta mejor el estimador de

minimos cuadrados.

6. Segun la teoria expuesta en este trabajo, el estimador MMC es més robusto que el

de MC, y supuestamente el método MMC deberia ser mejor en condiciones de 1

contaminacién que MC. La robustez se cumple como se predijo, pero la varianza

del estimador MMC es tan grande, que a pesar de no aumentar con la

contaminacion, de todos modos siempre es mayor que la varianza del estimador
MC, la cual aumenta, conforme aumenta la contaminacién. Se Esperaba que el
estimador MMC sea mucho mejor que el estimador MC, en circunstancias de

contaminacién de datos. Sin embargo, aqui se muestra que, no siempre se obtiene

lo que uno espera hallar.
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puesto que este método demuestra supremacia sobre el método de la

1a mediana de los cuadrados.

grande (> 0.20 ), entonces se recomienda utilizar estimadores de minima mediana

de los cuadrados.

Cuando se sospecha de contaminacion de datos, o cuando se detecta un nivel
pequefio de valores aberrantes en las observaciones, es mejor emplear el método
de minimos cuadrados, porque la varianza de este esos casos, es menor que la del

método de la minima mediana de los cuadrados, aunque ambos aparentan ser

insesgados

Cuando el tamafio de la muestra es grande, es mejor emplear el método de

minimos cuadrados, porque su varianza es menor que la del método de la minima

mediana de los cuadrados.

.
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