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INTRODUCCION

Y finales del siglo 20, es imperioso el estudio del

R T s S

-a Lineal; por cuanto es wuna magnifica introduccidn

<

-omprender la precisidn de un argumento matematico vy

para 1iniciarse en la construccidén de demostraciones,

ciendo impulsar y combinar de modo satisfactorio dos

1tos de la Matemdtica: la abstraccidn y la aplicacidn.

~icamente el estudio de los vectores se origind con la

cidn de Hamilton de los cuaterniones, luego seria

1 Willdrd Gibbs (1 839-1 903 New York ) quien

. 4
rolld el estudio del Andlisis Vectorial, publicando su

Vector Analysis (1 881).

Gibbs definid el producto escalar al principio solo 1

. N
los vectores i,j,k € R¥: siendo: i=(1,0,0), j=(0,1,0),

0,1).

€1,1>=<3,32>=<k,k>= 1

<1i,3>=<3,1i>=<1i,k>=<k,1i>=<j,k>=<k, j>=0.

La definicion mas general llegd muy poco tiempo

-

s, por cuanto Gibﬁs explicd el producto escalar en un

lema relativo a fuerzas. Tanto el producto escalar como

s

-oducto cruz aparecen primeramente en las aplicaciones

“as, en las que intervienen el cédlculo de muchas

e

ables, entre tales aplicaciones se encuentran las

a5 ecuaciones de Maxwell de electromagnetismo.




El trabajo que presentamos es un estudio de los

acios vectoriales con producto interno, para 1o cual es

esario iniciar con un analisis de las matrices,

paclios vectoriales reales, independencia lineal, espacio

erado, bases y dimensiodn.

Notese que hablamos de espaclios vectoriales reales, es

ir que los escalares son numeros reales, también existen

acios vectoriales complejos, donde los escalares son

eros complejos los mismos que no serdn tratados en este

bajo.

Es importante anotar el tratamiento de la funcién

ducto interno sobre un espaclo vectorial V:

$:VxV-—=->R, tal que P(vais,vz)= <vi,v=> € R, es decir

una funcidn que asigna a cada par ordenado de vectores

VxV un numero real.

l Como se podré& observar el prdducto intermo ya no es
i - .

lusividad de los” vectores bidimensionales Y

}dimensionales, siQ' también de otros vectores como

trices, polinomios; funciones, etc., definiremos e

ustraremos la norma de estos vectores que dependera

clusivamente de la funcion producto interno, como una las

incipales propiedades de la norma de un vector tememos la

sigualdad de Cauchy (1 789-1 857)-Schwarz (1l 843-1 921).

S

D= o OSSR S

S anst el

S

e ———




Ademas aplicando la funcidn producto interno

jaremos en conjuntos de vectores ortonormales (bases),

L.ces ortogonales y complemento ortogonal.

Las definiciones serdn afirmaciones de tipo "si y solo

las mismas que serdn enunciadas e ilustradas. Los

Mas en su mayoria serdn demostrados, caso contrario se

“ara el texto en el cual constan las demostraciones.
mos que este trabajo sirva de motivacion en el estudio

ilgebra Lineal y la Matematica en general.

e G ARG R R e S S

T e, o ERT
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CAaAPTIT TWUL O 1 .

CONCEPTOS PRELIMINAORES

- MATRICES

Iniciamos este trabajo definiendo matrices gue serdn

mucho interés en el desarrollo posterior de nuestros

as, tales como espacios vectoriales con producto

erno, norma de un vector, etc.

inicion 1.1.1.

riz.-—

Sea N el conjunto de los mumeros naturales; los

juntos A vy B C N siendo A ={i/i

Il
[N
N
3

(o)

Y

B/3=1,2,...,n}; la funcién ¢ de AxB a R se denomina

riz, si vy solo si a cada par ordénado (1,3) € AxB se le

gna un numero real o complejo azs53; €N nuestro caso nos

traremos en el estudio de las matrices reales cuya

acion sera: Mmun(RY;

Lo usual es representar esta matriz por un arreglo

tangular de m filas Yy n columnas como se describe a

tinuacidn:

B N S~ S S—

N

- R

PRt
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a1 A1z “-wow [=
QA g Sz " A2
A = : H :
: : H
l Ama Sm= Smn
| ]

viamente A € Mmsem (R)

{I 2 3,2 1
Si en particular A = 4 5 6 1 € M=z,a(R).
7 8 9 -5

tonces observamos que:

¢ (1L,1) =1 ;¢ (2,1) =4 30 (3,1) = 7

¢ (1,2) =2 ;¢ (2,2) =5 i (3,2) =8
b (1,3) = 3,2 ; ¢ (2,3) = ¢ i ¢ (3,3) =9
¢ (1,4) =1 ;¢ (2,8) = 1 ; -5

¢ (3,8) =

inicién 1.1.2.

1z Cuadrada.-

Una matriz A € Mmuh(R),‘ €S Cuadrada si y solo sSi

siendo m, n > 1 Y m, n € N,

ejemplo:
{—511 A1 A1
A = Az Qo= Ao

o]
)
H

) % Ama & azz_J
L

ual indica que A €S una matriz cuadrada Ix3

L= . SN

potdomenee, it gt

e e




1D

inicién 1.1.3.

riz Transpuesta.—

Sea A = (a,. ) e Mmsxn(R), la matriz transpuesta de A es

iy solosi B = (as1) € Mawm(R), B es representada por

stracion 1.1.3

{_l 2 3
1

L

1
4 € M‘!NZ(R)
=

inicidn 1.1.4. Traza de una Matriz cuadrada.-—

Sea A=(ax._1) € anh(R)j

decimos que 1la traza de 1la

iz A, es una funcion:
n (R) ==>R, Si Y solo si ¢(A) =

cion: $(A) = tr(a).

|
hracion. 1.1.4.

rmine la traza de ia Siguiente matriz

== ¢(A)=tr(ﬁ)

3
=E a::=145+9,2= 15,62
i=1

L_l 6 9,2_J

Propiedades de la traza de una matriz cuadrada.

i

e e

T =
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Se puede probar que para cualquier matriz A € Messern CR )

y ¥ a € R; se cumple:

» - i —

tr(AR+B)=tr(A)+tr(B),
tr(AB) =tr (Bp)

tr(aA) =atr(A)

ESPACIOS VECTORIALES:

En  la mayoria de los

e

casos se trabaja con "vectores

ges s

2tricos" en el espacio fisico, en las prdximas lineas

ntaremos un cencepto globalizante, que es el de

e

“io vectorial, para lo cual necesitamos

€ e

definir una
C10n binaria. .

L. OPERACION BINARIA

1icidn.— Sea A un  conjunto no vacio, una funcidn ¢ es
operacidn binaria:ﬁﬁbre A si y solamente si la funcidn

)\ ==» A, tal que ¢ia,b) se denota por axb, para todo
) € AXA

RS ——>—

e ——

!
Es decir esta funcidn asigna a cada par ordenado

(a,b)

€ AxA un elemento axb en A.




o l1l.2.1.a

onsideremos el conjunto A =

10n binaria X en A:

¢ : AxA ==> A tal que:
X l 1 2 3
1 2 3 1
2 > 1 2
3 1 2 3

or definicidn:

d(1,1)
d(1,2)
$(1,3)
$(2,2)
$(2,3)

$(3,3)

Notese que 3

0 que:

$(1,3)

$(2,3)

$(3,3) =

A continuacidn detallamos las

11 = 2 € A

= 1%2

$(2,1) = 2x1

il

1%3

$(3,1)

3x1

= 2%2 = 1 € A
= K3 = HI3;2Z) = X2 =

= 3%3 = 3 € A

es el elemento neutro

13 S

253 = 2
Ik3 = 3

operaclidn binaria:

{1,2,3,43,

de la

17

definamos una

operacidn

propiedades que cumple

_ - . s
T T R s :

s ek =

R  N—
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_a operacidn es binaria, pues es cerrada; esto es:

¢(a,b) = aXb € A (Propiedad clausurativa)

2 o i S e

¥ a,b,c € A se cumple:

d((axb),c) = $(a, (bkc))

(aXb)xc

aX(b%c) (Propiedad asociativa)

) 313 €AY ace A tal que:

$(3,a)

$(a,3)

3Xxa

ax3 = ga

3 es elemento neutro o idéntico de la operacion X.

carSa

Yae€A Ja* e A tal que:

¢ (a,a7%) = ¢ (a—*,a)

A

aXa=* = a7 ixg = 3

a”* es elemento inverso de a. Nétese:

$(1,2) = 1%¥2 = 3'; 2 es el elemento inverso de 1
$i2,1) = 3 1 es el elemento inverso de 2
$(3,3) = H

3 es el elemento inverso de 3

B S SUES

jplo 1.2.1.b.

-

Definase en R, las operaciones binarias clasicas; suma

ltiplicacidn de numeros reales:
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Operacidn binaria suma (+): ¢:RxR ==» R, talque

¢(a,b) = a+b; para todo a,b € R.

$(67,6) = 67 + 6 = 73

$(1,-5) = 1 + (-5)= -4

Operacidn binaria multiplicacidn (%): ¢ :RxR==»R, tal

que ¢(a,b) = axb; para todo a,b € R.

$(9, 5) = 9 x 5 = 45
$¢(-4,8) = (-4)%8 =-32
Toda operacion binaria cumple con la propiedad

usurativa, es decir:

¢ a,b € A; ¢ (a,b) = axb € A.

No toda operacidn definida sobre un conjunto no vacio

es binaria, como es el .caso  de la operacidn

tiplicacidn por escalar a«.A, qu a cada

par ordenado

a) en RxA le asigna un elemento (a.a) en A

Notese que (a,af~e RXA, mas no (a,a) € AxA como es el

0 de una operacidn binaria.

Por lo expuesto esta operacion también posee la

piedad clausurativa; es decir:

Y a €A, ¢¥ae R; ==>(a.a) € A.

-t

P s
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Definiremos un espacio vectorial de tal modo que se

jen propiedades esenciales vy comunes para todos los

1icidon 1.2.2

Un conjunto no vacio V, es un espacio vecto-ial sobre

sn espacio vectorial real, cuando y solamente cuando:

Existe una operacidn binaria denominada adicidn, que a
cada par ordenado (Vi,v=) en VxV, le asigna un

elemento (vitvz) en v talque las siguientes

propiedades se cumplen:

VitVe = V= + Vi para todo v.i, v= € V; denominada

propiedad conmutativa.

vit{vztvz) = (vi+vz) + vz, para todo vVvi, V=, vz € V;

conocida como propiedad asociativa.

Existe en V un ung'd elemento O., que es el neutro de

la adicidn, esto‘eéf
vi + O, = vi, para todo v, € V.

Para todo va. en V, existe un opuesto (-vi), tal que:

vat(-vi) = OL (propiedad del inverso aditivo).

T g

R

e st

e

P TR, N

e
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Estd definida una operacidon llamada multiplicacidn por
escalar, que a cada par ordenado (a,vi) en RxV, le

asigna un elemento (av.) en V, talque las siguientes

propiedades se cumplen:
a(Bvys) = (aB)vs; ¥ a,B € R, ¥ va € V.

(a+B)vy = avai+fBvy 3 ¥ a,B3 € R, ¥ v € V.

a(vai+vaz) = avaitavz ;3 ¥ a € Ry ¥ v, v= € V.

Iva = v s ¥ vi € V.

espacios vectoriales son también llamados espacios

ales

nicion 1.2.3.

or.— Sea V un espacio vectorial real sobre R, cualguier

s un vector si solo si vy, € V.

De ahora en adelante cuando hablemos de espacios

oriales nos referimos a espacios vectoriales reales.

ILUSTRACIUNES DEL. CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL

nplo 1.2.3.a

El conjunto V=R™, donde R", es el conjunto de todas

e-niadas reales, sobre R, ademas para ¥ vi, v= en V y

= R, se definen las operaciones:

R e

——

B

s

P VR G

e

gr—— —
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ddicidn:

V1 (xl,xz,...,x,.,)

/=

(YisYmyenasyn)

VitV = (X1+Y1,X2+Y2;---sxn+)’n) € R™

Mfultiplicacidn por escalar:

AV1 = A( X1 y3XzmyeensXm) = (AX1 30Xy .e0s3AXn) € R™

-5 posible probar que: R™  junto con las dos

ciones previamente definidas: [R™(+,.)], constituye un

io vectorial real .

A continuacidn ilustramos algunos casos que prueban

afirmacidn: R sobre R, R? sobre R, R* sobre R, junto

as operaciones: adicion v multiplicacidn por escalar

espaclios vectoriales. Los elementos de los mismos

n ser representados respectivaments en la recta real,

plano cartesiano de dos dimensiones y en el espacio

mensional.

A continuacidn verificamos que R=, junto a

las
cliones definidas pa?a'1as ternas reales, es un espacioc

rial.

[R¥(+,.)]

Sean Vi,V=,V=z € R, donde Vvi=(XaisXz,;X=), V==(Yi,Yz,¥Y=)

=(Z1,2=2,2=) ¥ &,B € R.

S T e S S g

P R——

BN
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(VJ_+V‘2) € V H Y Viys, V= € R&=

Se cumple por definicidn de operaciodn binaria.

B e

Vi + V2 = v + Vi 3 & Visy V= € RT

Vitvaz = (Xai,Xz,X=) + (Yi,Y=,¥Y=)

(Xa+YayXatya,Xzty=)

(YatXy,YVotXo,Y=t+X=)

= V= + v

Vi + (vatvz) = (Vai+vz) + vz 3 ¥ vai, V=, vz € R™

Vi + (Va+Vvz) = (Xi,Xo,X=) + [(ya,Yy2,¥=) + (Z1,22,2=)] 1

= (XasXmeX=) + (Yai+2Zi,¥o+zZo,y=tzz)
(Xat+y1+231 Xty otZo, Xty =t+zZ=)

= (X1+Y1pX2+Y2,X3*Y;} + (2142=2,2=)

C(Xa,X2,%=) + (Ya,¥=,¥=)] + (21,Z2,2=)

= (vatvz) + vz

]
Existe O. € R™, para todo vi. € R™,. Talque vy + 0L = v, ¢
% A
Vi + Ou = (Xa,X=,x=) + (0,0,0) /
= (%1+0,X=+0,x=+0) i
|
= (X2 ,XmyXm) f

= Ny
|
___3

L3

——
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Para todo vi€R¥, existe un uUnico (-v,) € RT, tal que

Vait(—=va) = O

B

Vait(=vay) = (XagXm,Xm) + (=X1,~Xzy—X=)

-3

e

= (Xl”xlyxz—Y2,X3‘Y3)

I

(0,0,0)

= O+

(avyi) € R¥; ¥ a € R, ¥ vy € RT; se cumple por 1

definicidn

a(Bva) = (@aBlva; ¥ a,B € Ry & v, € R™ ;

a(Bvae) = A(BxX1,BX=,Bx=) 1
= (GB) (XayXzy%=) L
= (aB)va !

(a+B)va = ava + Bva ; Y a,B € Ry ¥ v, € R”

(@a+B)ve = (@+B) (X1, X2, X=)

= [(a+B)xa, (a+B) %=, (a+B)x=]
= (ax1+Bx1,ax=+sz,ax=4BXz)
= A(Xa,Xzy%m) + B(Xa,Xz,Xz)

= ava + fiva

a(vai+vz)

tata . #

ava + ava; Y a € Ry ¥ vai,vz € R™

]

a(vyit+tvz) G(X1+Y1,x2+Y2,X3+73)

N S

= (A%1+AY 1, AX=2+AY =, AX=+AY = )

= Al{Xay Xz X=) + G(Yai,Y=,Y=)

= ava + avz




Z5
Ivy = vai; ¥ vy € R™
v, = l(X_-L,)(z,X.-:.)
= (IXaydlXz,1x=)
= X1y XmyXm)
= Vg
En  consecuencia [R™(+,.)] sobre R es un espacio
orial.
cion: Vo= [V(+,.)]; espacio vectorial real con los
)ectivas operaciones: adicidn vy multiplicacién por
lar.
iplo 1.2.3.b
Sea V = P.,, el conjunto de los_ polinomios de grado

)r 0 igual a n, con coeficientes reales;

Si p(x) = 8nX™ + @n—axX""1 4 ..l % a,;x+am, Y
Q(x) = baX™ + brwax™"1 + ... + bix+beo

Son dos polinmomios cUéIesquiera y a € R, se define las

~acliones:

Adicidn

(X)+g (X )=(8a+bBr ) X"+ (8n—1+br_a1 ) X"~ 2+, . .+ (a1+bs ) X+ (3w+ba)

Multiplicacidn por escalar

AP (X)= ARaXT+ABR—1X" "1+, . .+ daiX+ G3e

B N S

e

TP .

e

e
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A [Pn(+,.)] Junto con estas operaciones definidas, se

le probar que tiene la estructura de un espacio
orial.
Probaremos en particular que [P=(+,.)], con las

"aciones anteriormente definidas tiene la estructura de

spacio vectorial.

Prueba:

¥ PiyPz,Ppz € Pz , ¥ a,B € Ry ¥ ag,bs,cye € R

donde:

P1i=Vai = a=zx2+aix+ac
P==Vz = bza=x2+bix+be
P==V= = CzX2+CciX+Co

¥ Vi,vz2 € Pz ;3 (vi,v=) € Pz. Se;éumple por definicidn

de operacidn binaria.

Y ViyVa € Pz

Vitvze = (@zx?2+a;x+as) + (b=x2+bix+bea)
= (az+bz)x?2 + (a.+bi)x + (aeo+bas)
= (b=z*a=)x2 + (bi+ai)x + (bo+aa)
= (baxZ+bix+bs) + (azx2+aix+ac)

= Va + v

T e e T

A

A

I !




v Vi;Vz,Vx € P

5 Vat(vzt+vz) = (Vitvz) + v

F(Vatvs) = (azxz+31X+ao)+[(bzxz+b1X+bo)+(C2X2+C1X+CQ)]

(azxz+31X+am)+[(bz+Cz)X2+(b1+C1)X+(bo+Co)]

(az+bz+cz)xz+(31+b1+C1)X+(ao+bm+Co)
[(az+bz)xz+(az+b1)X+(am*bo)]+(C2XZ+C1X+CO)

= [(azx2+a1x+am)+(b=x2+b1+bo)]+(c=x2+c1x+co)

(Vatvao)+ve

Existe Opz € Pa. ¥ v € P=, tal que: v,+O0pz

Va

Vit Opz = (a=x?2+a,x+as) + (O%2+0x+0)

(a=+0)x2 + (3,+0)Xx + (aw+0)
= a=X?2 + aix + ae

= Vi

¥ vi € Pz Existe un unico (-v,) € P=, tal gue:

Vi + (-v,.) = Opz
Vi *(=vi) = (azx2+a,x+as) + (—a=x? ~ai1x-ae)

= (8z=az)x? + (ai-a31)x% + (aew—aae)

= OxZ + Ox + O

] Op=

[¥ va € Pz, ¥ g €'R} (a.V.) € Pz por definicisén

Y vy € P, ¥ a,B € R; a(Bvy) = (aB)va

a(Bvai) alB(azx2+aix+aas)]
= a(Bazx?2+fBa.x+Bas)

= (aB)(az=x2+a;%x+aes)

= (afl)vay

SN,

e

ot cuammer—a

—_—
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pe

Y vy € Pz, ¥V a,B € R: (a+B)vi = avi+Bv,

(a+B)ve = (a+B) (a=x2+aix+aes)

S

|

= (a+BlazxZ2+(a+Blaix+(a+B)aec]

e

-

= (Qazx?2+aaix+dac)+(Bazx2+Bar+Bas)
= a(azx2+a;x+ac)+B(a=x2+aiXx+aa)

= ava + Bva

¥ Vi,ve2 € P2, ¥ a € R: a(vi+vz) = avi+dava

a(vaitva) al(az=x2+aix+aw)+(bax2+bix+be) ]

= al(a=+b=)x2+(a.+bs)x+(ae+be) ]

= a(a2+bz)x2¥a(a1+b1)x+a(am+b¢)

= (aazx?+aaix+aas)+(ab=x?2+ab,x+abo)

= a(azx?2+a;x+ac)+a(b=x2+b,+bea)

= avaitavz

VVLGP2=1V1=V1

1v, 1 (azx?2+a;x+ac)

(132)(2 +1alx+lao)
= a=x%2 + a;x + ao

= Vi

plo 1.2.3.cC

, i
Sea el conjunto V=[Mn.~(R)] de todas 1las matrices !

es de orden mxn esto es de m filas y n columnas, junto {

las operaciones de adicidn matricial y multiplicacidn

atrices por un escalar, se puede probar que V, con las

aciones enunciadas es un espacio vectorial.

——



A continuacidn se prueba que en particular el

conjunto

e e

«=(R)(x,.)] de 1las matrices cuadradas 2x2 con las

e

ama=

"aciones indicadas forman un espacio vectorial:

L ficacidn:

¥ viyva € Mz,.=(R) Y ¥ a,B € R.

a1 Sax baa bixz Caa Caiz
3 V= = 3 V= =
]
=1 A== bza bzx C=a1 Ca=z i

Y vi,vz € Mzuz(R), (Vitva) € Mz.w=(R) por

definicidn de operacion binaria.

Y Viy,V= € Mzuz(R); Vitve = Vatvys




¥ Vi,Vz,Vvxz € Mz,=(R)

Sa1a a1z baa biz Caa Ciz
+(Vatvz)= +
A S=x bz bz C=a Caz
AR ]
|
RS -3 baas+cy, baizxtciz
= 4
= Amm ,N b21+C§; baztcax
AQ1atbaa+caa 312+b12+clz_]
321+b21fC21 Azatbzz+Con
" r_
A1a2+baa 81izt+tbim Caa Caiz
= e
Azai+boy za=tboo Cma Ca=
L 3

H Vi + (Vae+tvae)

(Vitva) + va=

!




— e
_ _ _— - !
CEREY =) baia biz Caa Caizm 1
_ . . !
{
S22 Az E:::L b=z Cza Cox “
] =) L -

(Vitvz) + v

Existe Om € Ma,.=(R) » ¥ vai € Mz,.=(R),tal que: vi+0,=v,
YRS A1z O O——‘
i+ Oy = + ‘
|
=2 Sz 0 0O ‘
-
a1.+0 a12+0 |
L =2+0 az=+0
CERER
|
Sz
[
R :
- i |
Vi € Mz.=2(R) Existe un uUnico (-v,) € Mz.=(R), tal

que: vai+(-vi) = O




Aa 1 a1z

¥ vy € Mzuz(R) Y

; definicidn.

TAaaa TAaix

=1 “A=x

S1z2"A1x

(0]

= Om
9]
¥ a € R:

(avai) € Mo, =(R) por

¥ Vas € Maua(R), ¥ a8 € R; a(Bva) = (aB)v,

Pau

/1) = a
= (aB)
= (aB)

— e

B e

~




V V.l € M:‘.H:."(R), Vra',B'e R= (G"'B)V;L
CEREY CER
I
B) vi = (a+B)
|
| Az Sz
.

(a+B3)aqa

1]
e

(a+B)aza

|
; A8 11 Ad 1=
}

]

aviy + Bvgy

V' Vl’ V= € MZNZ(R) a € R:

(a+B)asi=

(a+B)az=

—

Basia

Baza

al(vitvz) = aviy + ava

—
al:l. ‘b;_;_
tv=) = a +
S=1 |b21
—
Qaa+baa aiz=tbix

Q=a+boy

—

= avay + Bv,

Bai=

Baz=

|

SS

oy T
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Aagitabgya Aai=tabi=
aaszabzl C(azz"'ab::_z
—
A3 a1 Ad 1= abga abi=
+
Adza A8z O(b:_-;_ abz:‘_

avaiy + avs

€ Mzw=(R): 1lvy = v

$—311 A1z

Va




|
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finiciédn 1.3.1. ]

nbinacién Lineal.-

:’,C

INDEPENDENCIA LINEAL Y ESPACIO GENERADO

Sean VisVz,...,Vn vectores en un espacio vectorial V vy

23:.2:,Cn CONnstantes reales, el vector v € V es una

nbinacion lineal de los vectores vVisVz,...,Va, Si Yy solo

, V puede ser expresado de la forma v=ciVi+CzaVat...+CaVe-.

DEPENDENCIA LINEAL

finicidon 1.3.2.

Y

Sean Vi,Va,...,Vny; N vectores de un espacio vectorial

Ci13C=y..:.3Cn constantes reales; Vi,Va,e:-3Vn, SON

ctores linealmente independientes en V si vy solo si la

ica solucidn de la igualdad: CaVi+CzVat...tCqaVva=0L, es:

=C==...=Ch= O

—

Si los vectores no son linealmente independientes, se

que son linealmente dependientes.

Ilustracidn. lié@Z.é
Veamos si lo;'vectores Vi ¥ V= € R2son linealmente

independientes, donde vi = (1,1) vy va = (3,3), para
esto debemos igualar a cero la combinacidn lineal
CaVztCzvz =0 en este caso: c.(1,1) +c=(3,3) = 0, lo

cual origina el sistema.
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Pl(Cl,Cz) : C1;3Cz = 0

l Dz(C1,C2) ! Ci+3Cce = O

Que es la conjuncidn de los predicados pai(ci,c=) Yy
C.,Cz), consecuentemente lo que buscamos al resolver

e sistema es el conjunto solucidn: Apa(Cai,C=)p=(Cr,Ccz).

La forma matricial del sistema es: Ac = 0 tal que:
e
| 1 3 i el o)
= € R2
s 1 3 k c?2 O
O

La matriz aumentada del sistema es:

]
2

[ -
[

olvemos el sistema utilizando el mé%odo de GAUSS-JORDAN.

!

Notese que existe una variable libre, puesto que el
tema original es equivalente a C1+3c==03; a continuacién
ibiremos el conjunto solucidén de la conjuncidm de

iicados Pr{Ci,C2)"pP=(cCi,c=), esto es

r_'L



QD:L(C:L,C::)AD:.'-(C:L,C::) = {(cai,sCz)/cy = -3c=, C= € R}

lo tanto existen infinitas soluciones para c, y c=, lo

l implica gue los vectores son linealmente dependientes.

tracidn. 1.3.2.b
Verifiguemos si los vectores: vai=1l-x, vz=5+3x-2x2 vy
1+3x-2%x2  son linealmente independientes en el espacio

torial Px:

1+CaVat+tC=v= = O equivale a
1=X)+C=2(5+3Xx—2X2 )+C=(1+3x-2x2 )=0=0+0x+0x2 3

ginando los predicados pi, p= Y p=, tales que:

Pa(Caiy €=y C=) ¢ Ca + SC= + C= =0
pz(cl, C=, C=) 3 —Cai + 3C2 *+ 3(:.-5 = 0
p.'s(C;, Cx, Cs) H "‘2C2 N 2Cr_~< = 0

La conjuncidén de los predicadqs;~

P2(C1,C2,Cz) " Pa{Ci;Cz2yCx)"p=(C1,Ca,Cx)

= es el sistema de ecuaciones

Expresemos el sistema en su forma matricial: A

In
Il
O
T
H

(_ 1 S X Ca 0

| =1 3 3 C= = 0]

k—-O =4 ~—Z C= 0
-

SUSIES SO S —

S

PSR-

——



Matriz aumentada y resoluciédn del sistema (P27 P="pP=)

—
r& 2 1 :0 i 9 1 :5} i & 1 :5} 1 5 1 :0
-1 3 3 :0[~[0 8 4 :0[™|0 2 1 :0[™0 2 1 :0
0O -2 -2 :0 0O -1 -1 :0 0O 1 i 20 O O -1 =0
L ) 1
t; = 1 :0 fz- S Q-5 © 1 0 O : 0
~ 10 2 1+ O] ~ |0 i O : O] ~ |0 1 0 = ©
0 0 1 : 0 o) 0 1 : 0 0 0 1 :0
1 L C
El conjunto solucidn de
p:.(C:L,C:."’C:':)Apz(c:_,C:,C.‘::)Ap.':,(cl,Cz,C.—z) es:
AP1(C14C=yCx=) " P2(C14C2yCx) " P=(Ca,Co,Cm) =
{(C1,C2yCm)/Ca=Ca=c==0)
Consecuentemente los vectores: Vi=l=-x, va=5+3x-2x2 vy

:1+3x-2%2 son linealmente independientes por que la unica

ucion del sistema es: ci=co=c==0

finicion 1.3.3.—
)acio Generado.— Un conjunto de vectores VisVayeoa,yVi, N

espacio vectorial V, generan a V, si solamente si,

lquier vector en’ puede ser expresado como una

binacidn lineal de VisVzy«esyVe, en otras palabras,
a todo v en V y Ci,Czy...,Cn € R, se cumple que:
V = CaiVaitCavat... .+Ck~_vk-_

stracion: Determine si el conjunto de vectores

PP —

—




N
°|
O
N
(@)
° |
O

generan

| X Yy 2 0 0 2 f;
l

| =Ca +C= +Cm=

Esta igualdad origima los predicados
es que:

lkpl(cl,cz,cg,ca) 12c, = X
P=(C1,C23Cx,Ca) 12C= = ¥
§ P=(C1,C=2yC=,Ca) 12Cx = z
Pa(C1,C2,Cx,Ca) 12Ca = W

N

Resolvemos el

a lo cual requerimog

er 0O 0] o x—j
0 2 ¢} 0 : y

\ 0 0 2 0O : z

t_? 0 0 2 ; W

|

39

sistema utilizando el

>

0 0 0
+Ca
(0] 0 2
Pasy P=y P= V¥ Pa

P2 pP="pP="pPa €5 el sistema de ecuaciones

metodo de Gauss,

A'a matriz aumentada.

P -

2 R
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El conjunto solucidn de

f pl(Cl;Czycgck)Apz(Cl,Cz,Cz,Cq)ADz(Cx,Cz;Cz,Cq)

"pa(C1,Cz,Cx,Ca) E5:

ADl(Cl,Cz,Cz,Ca)Apz(C1,Cz,Cz,CA)Apz(Cl,Cz,C:,Ca)
Ap4(C1,C2,C.‘3,C4)={(C;_,C:,C.-_-_r,,Ca)/C_—L:X/Z,C2=Y/2,C.—:.=Z/2,

Ca=W/2, %X,¥,2,W € R}

R P

> = -
Z
Lj w O O o O 2 0O 0 2

» S genera a las (Mz.=(R)), ya que toda matriz:

€ Mzn=(R)

Y asi cualqguier matriz A en Mz.=(R)

PSS —

P
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. BASE Y DIMENSION
Definicidn 1.4.1.
Un conjunto de vectores {Vi,Vz,...,van} €S una base

A un espacio vectorial V, si y solo si:

{ViyVz,...4,vVn} s linealmente independiente en V %

{Vi,Vz,...43Vn} genera a V.

stracion 1.4.1.a
Se puede probar Qque cada uno de los siguientes
juntos de vectores son linealmente independientes en V v

nas generan al espacio vectorial V correspondiente, por

tanto constituyen una base para V.

ESPACIO VECTORIAL (V) BASE
R B = (1}
R2 Bz = {((2,0),(0,2)}
) P Bx = {(1,x,%2,x%}
Mz.=(R) |

' A I
Lo ol ol o

Verifiquemos que el conjunto Bz={1,x,%x2,x®} es una

= del espacio vect@%@él de los polinomios de grado menor

gual a 3 (Px).

Independencia lineal de los vectores 1,x,x2 ,x™ € Px
CiVa *+ CzxVx + CxVe + CaVa = Ov sy C1y Cz=, Cxy Ca € R

Ca(l) + c=(xX) + C=(%2) + Ca(xXxT) = O+Ox+0x2 +0QOx™

.

-
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Conjunto solucidn de p.i7p="p="pPa es:

C;,Cz,Cz,Ca)Apz(Cl,Czycz,CA)Apz(Cl,Cz,Cz,CA)

"13C243C=3Ca)={(C1,C2,Cx,Ca)/C1=Ca=C==ca=0}

Los vectores 1,x,x?2,x™ son linealmente independientes

en Px

Verificaremos si {1,x,%x2,xT} genera a P=

Ci + CzX + C=%X?2 + CaxT = a+bx+cx2+dx™

Conjunto solucidn de p. " p="pP="pPa ©e5:
Ci1yC23CxyCa) " P=2(C1,C2,y,CxyCa) " Px(Cs,CzyCx,Ca)
C13C=2yCxyCa)={(C1,C2,Cx,Ca)/C1=a,Ca=b,Cx=C,Ca=d}

c,d € R}, entonces (1,x,x?,x™} genera a p=, porque todo
nomio de p= se puede escribir como una combinacidn

al de {1,x,%x2,xT},
Por ejemplo 7x™+8x2+7x+12 = 7(x™)+B(x2)+7(x)+12.

Siendo a=7, b?Q, c=7 y d=12.

Por 1), ii) nos permite concluir que el conjunto de

ores {1,x,%x?2,x™} es una base del espacio vectorial Pa=.
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finicidn 1.4.2.
Se puede probar que el numero de vectores de cualquier
se de un espacio vectorial es unico, lo que se hace por
método de contradiccion, suponiendo que existen dos
ses B. y Bz, la una con m vectores y 1la otra con n

ctores, y se concluye que m=n.

imension.
Un numero entero n no negativo es 1la Dimensidn de un
spacio vectorial V. (dim v), si y solo si n es el numero

> vectores en una base del espacio vectorial.

Dado un espacioc vectorial V se puede probar gue {00}
N sus  correspondientes operaciones es un  subespacio
ectorial de V, se dice que (0.} es un espacio vectorial de

imensidn cero.

lustracion 1.4.2.b.— La dimension de los espacios

ectoriales de la ilustracidn 1.4 .a. es:

dim (R) =
dim (R2) ‘='§;'
dim (P=) ’ig 4
dim Mz,=(R) = 4




CAaPI TUL O 2.

ESPACTOS VECTORIOAL ES

CON PRODUCTO INTERNG

El estudio de los vectores se inicid con la invencidn
Hamilton de los cuaterniones, para explorar el campo fi-
0. Josiah Willard Gibbs (1839-1903) definid el producto
alar en un principio sdlo para los vectores 1i=(1,0,0),
(0,1,0),k=(0,0,1),siendo 1i,j,k € R¥, de la siguiente

eras:

Ly = L3432

1]

<k,k> = 1

) <i,i> = <3,i> = <i,k> = <k,i> = <j,k>. = <k,i> = O

Il

La definicidn general 1legQT.poco tiempo despues,
ando  Gibbs explico el producto"escalar en un problema
lativo a fuerzas. Comb'ﬁemos anotado se ha definido el
R=

oducto interno en RZ., ysess,RT con fines de aplicacidn.

En R2 y R®™ se explica geométricamente y con facilidad
concepto de Vector y norma de un vector.En este capitulo
introduce la definicién de una funcidn ¢ a 1la que
amaremos producto interno sobre un espacio vectorial

Hitrario,

4
i




A continuacidn desafrollaremos los fundamentos de 1la
sncion  llamada producto interno" sobre un espaciov
ctorial V, cuyo dohinio es el producto cartesiano VxV vy

conjunto de llegada es R o C (reales o complejos); en

estro caso el conjunto de llegada sera R.

1. DEFINICION, PROPIEDADES E ILUSTRACIONES

finicidon 2.1.1.

Sea V un espacio vectorial y vi,vz vz € V, decimos gue
2S Un espacio vectorial con producto intermo,si y solo si
ene definida una funcidn ¢ de VxV a R, (¢p:VxV-->R),tal que
VayVz )=V, Vo> € R, & la funcion ¢ la llamaremos producto
terno; su valor serd& denotado ¢(vi,vz)=<vi,v=> € R vy

mple las siguientes propiedades:

$(vitva,vz) = ¢(vai,vz)+(vz,vz) 5 ¥ VisVa,vs €V
) dlavi,vz) =« (Vi,va) 3 ¥ vi,ve € V, ¥ geR
i) $(vi,va) = ¢(v=,vi) * . v Vi,vz € V.
) d(va,va) >0 ) T3 % ove €V

Con los vectores i#fi,0,0); 3=(0,1,0) v k=(0,0,1) €

, definid Gibbs un producto escalar:

|
-

$(i,i)
$(i,i)

Pik,k) = 1

I
-

$(i, i) = (i, i) = 0
G(ik) = ¢(k,i) = 0
$(i, k) =¢(k,j) =0




Suponemos que Gibbs quizo definir un producto interno
\
» la siguiente manera:

¢(V1;V:."j = ¢((X1,x2,xzﬁ),()’1;¥z,)’z)) = XaYatXayatxzy= € R

finicidn 2.1.2.

pacio Euclidiano.

Sea V un espacio vectorial; V es un espacio Euclidiano

¥y solo si tiene definida una funcion producto interno

bre él.

Los teoremas que a continuacidn detallamos v

mostramos se deducen a partir de los cuatro axiomas que

finen la funcidn producto interno:

orema Z2.1.1.

COuyva> = <vi,00> = 0; W va, Ou €.V
COvyva2> = <vy1,00> = <Ova,vsyD> k-

= O<v2,v1>.

=0 £ R

orema 2.1.2.
) <VigVotv=D = Va,vz=> + <va,v=d; ¥ Vi, Vz, vz € V
<Vai,Vat+tv=> = {Va+V=,Vvi>
= Vaz,Vi> + <va=,vid

= Va,va? + <vi,v=>




7
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|

2orema 2.1.3.

11) <vi,ava> asvai,v=?> 3 ¥ Vvi,v2 € V. a € R

<V;|_,QV;_1-> <GV2,V1>

alVz,yVva> AV ,V>

ILUSTRACIONES DEL CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL

CON PRODUCTO INTERNO

jemplo 2.1.1.a.

Sean V1=(X_—L,Xz,--.,xn) Y V2=(Y1,ng---,Yr~l), dos

2ctores en R™, definase:

(Vi3 V2)=<Va,, Vad=xXay i+t XeyYat. . . +XaYn ), puede probarse que
ROxR"-->R  es un producto interno yaidue satisface los

(iomas correspondientes a la definicién 2.1.1.

En particular si“v1=(x1,x2,k:) Y Va=(Yi1,¥=,¥=), dos
ctores en R™, verificaremos due el producto definido por

(Vi,V2)={Va,Vv=> = Xa¥,+Xayz+xzy= BS un producto interno.

b <V1’V:_-"> = <V2,V1> 3 V Vl’V:a. 13 RE
Va,Va? = XaiYa1i + XaY= + =Y =

= YaXa F YaXxa t YaXx

<V2,V1>
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<V1,V2+V_-;r.> = <\/1,Vr::> + <V;-_-,V-5>; L% Vis Vz=s Vm € R=

AR ST

<V;_+V2,V_-5>

(Xa+Y1)Z1 + (Xzty=z)zZz + (Xzty=)zZ=

1l
=S

X21Za*+Y1ZatXoZotyYoZotXzZ2xty=2x

=

= (XpZaitX=ZatX=Z=) + (YiZaitYoZaty=Z=)

= <V1,V:.> 2 <\/2,V-:>

{avi,vz> = alViyV=> 3} ¥ Vvi, vz € R, ¥ a € R

{avi,Vv=> AX1Y1 + A=Y= + AX=Y=
= A(XaYitXayYotX=y=)

= a(V;_,V:)

{Vi,vi> 2 0 3 ¥ v, €V

=

<V1 ,VJ_> = XaXitXoaXaotX=X=

= X2, + %22 4+ %2 2 O 3 ¥ x2, 2 O

Si por ejemplo v. = (1,4,6) y va = (0,2,-2), entonces

Notese que éste es el prbducto punto definido en
ca, Yy como veremos a continuacidn es uno de los tantos

uctos internos que puede definirse sobre R™.

s e 3es i 3

S ==

= >

nplo 2.1.1.b.

L R

i

Definase G(vi,v=)=<vi,v=>

BIXaY1+22X=yY2tX=Y=, uUn

jucto interno sobre R™.

r——-‘-—-—————'_' |
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Verificacidn:

VigVm? = <Va,va> 3 ¥ Va, V= € R=

<V1,Vz> 3X1Yl o 2X2Y2 b i Xmy =

= 3yarag + 22Xz + Y=Xm

= (Vz,V1>
) vatVo,v=> = vai,V=> + <Vz,Vv=>; ¥ Vi, Vz, Vx € RT
VatVo,vm> = 3(Xa+ya)zi + 2(Xoty=)zZz + (Xaty=)zZ=

3X121+3Y121+2X222+2Y222+X323+Y§23

(3X1221+2X222+X=2=) + (BY1Z2:+2Y2Z22+Ymz=)

= <V1,V3> et <V2,V3>

11) <avi,vz> = alvyi,v=> 3 ¥ vi, vz € R® a € R
{avai,v=> = ad3xi¥Yi + AZX=Y= + AX=Ym

= a(3IXayastXayYatXzy=)

1l

A<V, Vo>

Iv
O
L.
<
P
m
po]
id

V) <V1,V1>

<VaisVaid

1
@]
X
’J
X
).l
+
N
: X
=
X
H
&
X
[F]
X
i

v
O

I

Hemos probédo que la funcidn: ¢(vi,vz)=<vi,vz>

X1Y1+2%x a2y =+tx=y= define un producto interno sobre R™.

51 por ejemplo va.=(%,4,3) y v==(4,3,-1), entonces

((%,4,3),(4,3,-1)) = 3(%)4+2(4)3+3(-1)=6+24-3 = 27.

'\l
!

SIS

?




Si en la funcidn producto interno anterior, se

ustituye por la siguiente:

G(Vvi,va)=<vi,vad=3x.1y1+2XayY=—X=Y=, entonces:

V) <va,va> = 3x2,+2x%2,-%2,; 2 O ; no se cumple para todos
los valores de x, por ejemplo si v.=(0,0,2), entonces:
Vi1,Vv12=0+0+0-4=-4, no es mayor O, por consiguiente la
funcidn ¢(v1,v2)=<vl,v2>=3x1y1+2x2y2—x3y3, no define

un producto interno sobre R™,.

Notese que sobre un mismo espacio vectorial V, pueden
efinirse diferentes funciones que son producto interno,

demas no todas las funciones de VxV a R definenm un

roducto interno en V.

tjemplo 2.1.1.c.

Sea V el espacio vectorial de las matrices cuadradas
eales nxNn(Ma.~(R)), s1 A,B estan en V, definimos
(A,B)=<A,B>=tr(B*A), dende tr(A) es la funcidn traza de

Nna matriz cuadrada definida anteriormente.

)Jemostracidn:

<B,A> 3 & A,B € Mn.n(R)

) <A,B> =
<A,B> = tr(B*%A)
= tr(AtB)
= £B,A>
L 3

o wme 2 act s

D e




) <A+B,C> = <A,C> + <B,C> ; ¥ A,B,C € Mnun(R)

<A+B,C> = tr((C*) (A+B))
= tr(C*=A+C*=B)
= tr(C=A)+tr(C*=B)

= <A,C>+<B,C>

i) <aR,B> = a<é,B> : ¥ A,B €& Maun(R)
<ahA,B> = tr(B*af)
= tr(afA) tr(B*%)
= atr(A) tr(B*)
= atr(B*A)
= aA,B>
V) <ALA> 2 0 3 ¥ A € Mawn(R)
<ALA> = tr(A®=A)
n n
= B = &y |20
j=1 \1=1

En consecuencia la funcién ¢(A,B)=<A,B>=tr(B*=A) define

n producto interno! 88bre Max~(R).

or ejemplo si A = 1 -1 2 ; B =} O h

]

G &

R

= 2

P

e we o

R

i




1 0 7 10 8 16

=> B®= 4 1 8 ; B=A =} 21 11 26

3
v lcule <A,B> = tr (B*®A) = = {Cea) H Ci12 € (B*®=A)
: i=1
= 10+11+8
= 29
jemplo 2.1.1.d.
{—811 CER- baia biz Caa Cam
1 = s 3 Vo= 3 V==
i_azx =51 D=a b=z Cza =
sand] L
Son matrices cualesquiera del espacio vectorial
=M=,..=(R) entonces la expresiénf que sigue define un :

roducto interno sobre. las matrices reales 2%2(Mzu=(R) ).

G(vi,va)=<vy, ¥=a> = aiibii+taizbiz+tazibzi+tazzbzz

Demostracidn: ) 1

Tact ot e s 5 o

) <VJ_,V2> = <V2,VJ_> H "7" V;\_, V= € Mz,g:r_(R) ‘{'
W
Vi,Vz?> = bii1811+bizdi1ztbridz1+bzzdzz a4

= <V2,V1>

L 3

P —
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L) <vaitVz,V=> <Vi,Vz> + <Vat+tv=> 3 ¥ Vvi,V=,vz € Mz,=(R)

VitV ,V=> (@1a+bii)caiat(@i=tbiz)Cont(@z2+bza)Czat
(azztbzz)Caz

= 822C22+bi1aCrat+ta81=CaztbizCaz

+(br1Cra+tbizCintbziCoi+tbazCaz)

= ViyV=> + KVz,Vz=>

b=

1) <a@vai,svz> advai,v=> 3 ¥ vi, vz € Mz.=(R). ¥ a € R

<AV1,Vz> Gaia1bii + aaizbiz + G3z1bzi + dazzbz=

d(aribrai+taizbiztazibzitazabzz)

A<V, Ve

.V) <V1,V1> 2 O; ¢ Vi € MZ):Z(R)

<Vai,vVa> = aZ,,; + a2, + a2, + a2z= 2 O,
ntonces la funcidn:

ﬂvl,V2)=<VL,V2>=al1b11+alzb12+321b21+322b22, define un

roducto interno sobee el espacio vectorial de las matrices

‘or ejemplo si vi = 5 Ve =

i

o s

oo

~—~ e

=

R




tonces <vi,vzo>

jemplo 2.1.1.e.

= 1(-1)+2(0)+3(3)+4(2)

~1+0+9+8

1l

16

2an Vi =

2termine si la

(VL,V2)=<V1,V2>

312—1 baia biz
’ Smxmz B=a bz=
funcidn:
= aiibiitaizbzitazibiztazaban, es - un

-oducto interno sobre las matrices cuadradas 2%x2(M=,=(R)).

) <V.'L,V:2>

VigyVa> =

I

1) Vaitvo,vaD

VaitVz, V=D

_—

Vaz,yva? 39 Vi, Ve € Mz, =(R)

di1abiit+taizbzitazibiztazabazn

Dizdis+bizazi+briadiztbozans

<V2,V1>

= (ag

t{(@zztbzz)Cox

tazxeCoxtbozCoz
= (ax1C11+312C21+321C12+322b22)
(b11C11+b12C21+b21C12+b22C22)

= <V1,V.-_'_':> + <V2,V':>

= <V1,V$> * <V2,V3> H W ViyVz,Vm € Mzn=(R)

tDhra)Caat(8uztbiz)Cza+(822+Cza)Can

311C11+b11C11+312C21+b12C21+321C12+b21Clz

-+

P ——

e




Li) <QVJ_,V2> = G(V;_,Vz) HE VaiyVex € Mznz(R),
<avyyV=? = Aaribiitddizbzitaszibiztaszzbz=

= a(azabiitasiz=bzi+azibiztazzbaz)

AV 1y Va?

/) <V;|_,V1> 2 0 s ¢ vy € Mz,.;:-_(R)
Vi,V12 = 2i11811%381z8z1td8z1d1zt8zzdz=

= a? 3 +281=28z1+a32 2= 2 O

3

Notese gque esta desigualdad no se cumple

0s numeros reales Xi5 €R

=

<
P
]

, entonces

Va,vad = 1(1)+2(-1)+(=1)2+1(1)
= 1-2-2+1

= -2

En consecuericia la funcidn:

55

a € R

para todos

¢(V1,V2)=<V1,V:>=al1b11+312b21+321b12+322b22

lo define un producto interno sobre el espacio vectorial de

as matrices cuadradas reales 2x2(Mz.=(R)).

P e—

Fame
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emplo 2.1.1.fF.

Si p=actaix+ta=zx?2 vy q=betbix+bz=x?, son dos vectores
alguiera en Px=(as,b: € R, 1=0,1,2), entonces la siguiente
ncion define un  producto interno sobre polinomios de

ado menor o igual a 2 (Pz). ¢(p,q)=<{p,g>=acbet+tarbitazbz

rificacidn:

<p,g> = <g,p> ;3 ¥ p,g & Pz
{p,g> = awbetaibit+taz=bzx
= bc,a(;,+bla1+b2a2

= <q,p>

) <p*g,r> = <p,r> + <qg,r> ; ¥ p,q,r € p=

<p+g,r> = (ao+be)Cot+ (ai+bi)ci + (az+bz)cz
= AQwCotbaCotasci+tbicitazCetbzcx
= (2oCo+a1Ci+82C2) + (boCe+biCi+bzCz)
= {p,r> <g,r>
11) <ap,q> = alp,q> ;. ¥ p,g € pzvy a € R
<ap,;q> = aambetaabi+aazb=

= af aob(:;"‘:‘a‘;bl“'azbz

v) <p,g> 2 O : @ p € Pz
{p,pP> = acactariartaza=x

= a?ls + at, + ato

v

0o : az, 2 0

R

S

LS = =

P

Fo o

=1

3

—
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Por lo tanto la funcidn ¢(p,q)=<p,q>=ambm+a1b1+a=bz
fine un producto interno sobre el espacio vectorial de

s polinomios de grado menor o igual a 2 (P=z).

Si por ejemplo p = 4+1x+5x2y qQ=2+2x-3%2 .

Encontrar <p,g>

¢(p,a)=<p,g> = acbe * a. by + azb=z

4(2) + 1(2) + S5(=3)

I

8 + 2 - 15

= -5

jemplo 2.1.1.9.

Sean p=p(x) y g=gq(x), dos polinomios en P~, donde a,b

R fijos cualquiera tales a<b, definase:

a

¢(p;q)=<p,q> = /D(x)q(x)dx
b

A continuaciédn demostraremos gque esta funciodn define
in  producto interno sobre los polinomios de grado menor ©

gual a n (P~).

L) <p,g> <p,g> ;3 ¥ p, g € P~

]

a
<{p,qg> Lp(x)q(x)dx

a
/q(x)p(x)dx

b

<g,p>

S S

e ENE S

PCv——.
S5

e — TR

L

&l
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L) <p+g,r> = {p,r> + <g,r> ;3 ¥ p,gq,r € Pn

a
Coti, Fy = _A(p-i-q)(x)l"(X)dx
= /b(p(x)+q(x))r'(x)dx
a a
= fpGOr(adx + [a(a)rodx

= {p,r> + <q,r>

ii1) <ap,g> = alg,r> : ¥ p,g € P, ¥ a &€ R
a
{ap,q> = 'ﬁ(ap(x))q(x)dx
a
= a ‘ﬂp(x)q(x)dx

= a<p,qg>?

v

v)  <p,p> O35 ¥ p & Pw

a
<p,p> ‘ﬁp(x)p(x)dx

a
ﬁpz(x)dx

2 0

Ademas, dado que p=(x)20 vy los:polinomios son funcio-

a g
es continuas, }£p2(x)dx=0, si y solo si p(x)=0, para toda

% a
€ R satisface a £ x £ b. Por tanto, <p,p>= Jgpz(x)dx

1y solo si p = O..

Por ejemplo'p(x}=x2+x+l y g(x)=x, polinomios en

ncuentre ¢(p,q).én el intervalo [0,1].

I

¢(p,q)=<p,qgq> /bap(x)q(x)dx

a |
£1x2+x+l)xdx

Il

1
ﬁ(x3+x2+x)dx

0,

e

—

P
o

e

e e

ES e e e




jemplo 2.1.1.h.

Sean a,b,c

>finase

"obaremos que

={:(x4/4+x3/3+x2/221|
0]

174 + 1/3 + 1/2

]

13712

€ R, supongase que p y g estdn en

¢(p,q)=<p,q>=p(a)q(a)+p(b)+q(b)+p(C)q(c):

{p,g> es un producto interno sobre

olinomios de grado menor o igual a 2 (Pz).

) <psg>

<p,q>

i) <p+g,r>

<p+g,r>

ii) <ap,q>

<ap,qg>

1l

]

<g,p>: ¥ p,qg € Pz
p(alg(a)+p(b)g(b)+p(c)g(c)
q(a)p(a)+g(b)p(bl)+g(c)p(c)

<g,p>

<p,r> + <g,r> ¥ "py,q,r. € Px
(p+tg)(a)r(a)+(p+g)(b)r(b)+(p+q)(c)r(c)
p(a)r(a)+q(a)r(a)%b{b)r(b)+q(b)r(b)
+pleIr(e)+alerrie)
(Pla)r(a)+p(b)r(b)+plc)ric))
+(gqa)r(a)+q(bIr(b)+g(cIr(e))

<p¢%¥?<q,r>

d<p, g>, Y p,g € Pz, a € R

(ap(a))gla)+(ap(b))g(b)+(ap(c))glc)
a(p(a)g(a)+p(b)g(b)+p(c)g(c))

a<p,q>

———

—

s

e Tmeaas

3 e
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V) <p,p>

<psp>

Cabe destacar

as dos raices,

v

it

p

0] H ¥V p € Pz

p(a)p(a)+p(b)p(b)+p(c)p(c)

p2(a)+p2(b)+p2 (c). 2

(x)=0, para toda x, reciprocamente si p=0,

ntonces p(a)=p(b)=p(c)=0, asi que <p,p>

cDefine la funcion

roducto interno sobre el espacio

0

gue una ecuacidn cuadratica

= 0.

$(p,g)=<p,g>=p(a)gla)+p(blg(b) un

vectorial

olinomios de grado menor o igual a 2 (P=2)?

ebemos verificar los axiomas corespondientes:

) <p,q>

<p,g>

1) <{p+g,r>

<p+q,r>

L11) <ap,qg»

<ap,qg>

<g@,p>: ¥ p,g € Pz
p(a)g(a)+p(b)g(b)
g(a)p(a)+g(b)p(b)

<g,p>

<=

<pyr> + <g,r> ¥ p,q,r € Pz

(pla)+g(a))r(a)+(p(b)+g(b))r(b)
plalr(a)+q(a)r(a)+p(b)r(b)+q(b)r(b)

(plalr(a)+p(b)r(b))+(g(a)r(a)+g(b)r(b))

<p}r;v+ <g,r>

a<p,q> Y p,g € p= ¥
(ap(a))qg(a)+(ap(b))g(b)
a(p(a)g(a)+ap(blg(b)

a<p,q>

a € R

tiene a lo

—e

T —
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Iv

V) <p,p> 0 1 ¥ p € Px

<p,p> = p2la)+p2(b) 3
Notese que p(x)=(x—-1)(x+1)= + Ov
(p,p> = p2(l)+p2(—l)= (@ )—— p(a):p(b):O::

La funcidn ¢(p,g)=<p,g>=p(a)g(a)+p(b)g(b) no define un
roducto 1interno sobre los polinomios de grado menor o

gual a 2 (Pz), porque <p,p>=0, aun cuando P + Ov.

.2. NORMA DE UN VECTOR

En Fisica es importante la norma de los vectores en R?
» R¥, pues con el producto interno “clésico” la norma de un
ector en estos dos espacios vectoriales es conocida como
la nocidn geometrica de ”IOngitﬁd", a continuacidn se
ieneralizara este concepto, pafa espacios vectoriales

arbitrarios.

Jefinicion 2.2.1,

Sea V un espacio vectorial con producto interno, LA
NORMA DE UN VECTOR es una funcidn f de V en R(f:V ——>R) si

/ solo si f(v)="v” = +V<v,v>

i

-

—
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2.1. ILUSTRACIONES Y PROPIEDADES DE LA NORMA DE UN VECTOR

Ejemplo 2.2.1.a.

En R2 se demostrd que la funcidn
G(va,va)=<Vai,Vv=> = Xaiyai+tXazY=z,
define un producto interno, encuentre la norma del

2ctor  vai=(95,6):

flva) = |va|| = +VxZ+yz = V25 + 36 = V61 = 7,81

Determine la norma del vector anterior si la funcidn

roducto interno es: ¢(v1,v2)=<v1,vz>= IXaY1+22Xay ot

flva) = |va|| = +V3x2+2y2 = +V3(25)+2(36) = +V127 = 12,12

Notese que la norma de un vector depende del producto
nterno definido sobre el espacio vectorial, en los ejem-
los anteriores, observamos que ef. un espacio euclidiano,

xiste una norma para cada funcidn: producto interno.

jemplo 2.2.1.b.

En los polinomigs: de grado menor o igual a 2 (P=z),
e
- a
lemos probado que la funciodn b(p,gq) = <p,g> = };p(x)q(x)dx

lefine un producto interno y sean p=x Yy qQq=x2, entonces;

2
A= - ——
3

etermine f(p) y -f(g) en el intervalo [-1,17].

= X 1
(p) = |Ip|| = +V<p,p> = + Adex = +\ | —
3 |—l

— e e s

2 =

—




. -1 -
1) = “q“ = +V<g,q> = + {x4dx
1

emplo 2.2.1.c.

63

i}
i
u IX
[€)]
|
RSN
1l
+
i

—————— - - -

Hemos probado anteriormente que la funcidn

3,B)=<A,B> =
rducto interno

lle "A" cuando:

) ¥
& 2
| 1
f(A) = “Q” =
fia) = Jaj =
OPIEDADES

Qiibist+taizbiztaziboitazzboz define un

sobre las matrices reales 2x2(Mz.=(R)).

0 0

0 0

.l
}

+V<A,A>

+VaZ,,+a2 ;z+a2 2, +a o

+V 1+49+36+4
+V 90
IV10

+V<A,A>
+VE%D+0+0

o i+

« O

A continuacidn discutiremos acerca de algunas de las

opiedades de la

norma de un vector.

v ]

B L
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Sean V un espacio vectorial con producto interno y
v)=“v”, la norma de un vector cualquiera en V, entonces

cumplen los siguientes teoremas:

orema 2.2.1:

”vlﬂ 2 0 ¥V vy €V
ueba:
”Vlu = +V <va,va> 2 0O 5

r definicidn de producto interno <vai,vs> 2 O

orema 2.2.2:

”Vln = 0 si y solo si v, = O, 3 ¥ vy e v

= 0
==>V=Ov
V== v = o
“V*” = +V <vy,va>
=VO0
= 0
L 3

e TS

—aan aaAce

e




&5

grema 2.2.3:

—

v” = ial”v“ s ¥V v eV 3 Y a € R . /
ueba:

v" + V<av,av}

=+ Vaz<dv,v>
= Ial V <v, v

Ll vl

2.2 Teorema 4. Desigualdad de Cauchy—-Schwarz

Si vi,v= son vectores en un espacio vectorial V, con

oducto intermno, entonces:

A man am -

Vayvz>2 £ <vi,vid> <Va,vaD

expresiones equivalentes:

In

Wav? o vafr va|e

V[ SVasva> | S fival e
Prueba:
Si vy = O, entgﬁges Vi, va>=<vz=,v.>=0, por lo tanto

- evidente que la igualdad se cumple.
Supongamos: :
Sean: a = <vi,vyD>

b = <‘\/1,V2>

€ <V2,V:>

y t € R




Por definmicion <vi,va> 2 O (positivo), por lo tanto.

o i

0 ¢ <(tvaitvz), (tvi+vz)>

-—

0 £ <(tvatvz),tvai> + <(tvitvz),v=>

o
IA

<tva,tva2> + <vz,tva> + <tvi,v=> + <vz,v=>

O
A

t2<va,va> + t<vai,va> + tlvai,v=> + vz,Vz>
0 £ t2<vy,va> + 2t<vi,v=> + <vz,vz>

0 £ at2z2+2bt+C ;3 a,c 2 O

Este polinomio cuadrdtico tiene a lo sumo wuna raiz

\l repetida o bien son raices complejas, por lo tanto

e satisfacer:

N
o
e
[
H
@
n
IA

0 ==> b2z - ac

A
O

Il
1]
I
v
og
N
IA

ac

Sy <Vl’ V2>2 < <V1.’ VJ.> <V2’ V:_‘)

rolario 2.2.4.1. Desigualdad Triangular

Este corolario es consecuencia del teorema anterior.

Ivasval < fivell gedall 5 ¥ vasva €V

Demostracidn:

”v1+v2“2 C{vatva), (Vatvz>

= <(V1+V2),V1> + <(V1+V2),V2>

(V_x,V;_) + <V2,V;|_> & <V;_,V2> e <V2,V2>

= {Vvai,Vva> + 2<vi,V=2> + Vo,V

—
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=> ”V1+V2”2 £ Ava,vai> + 2|<v1, Vz>| + Vz,V=>
=> ”v1+v2”2 $ <Vvai,vad> + 2”v1” “vzn + Va,v=>
> varvalr S valz S2Zvall fva] + flva|?

D vatvalr S Cfva] + fvae

> fvatval S v+ fva)

Ilustraciones: De las Desigualdades de Cauchy-Schwarz

y Triangular.

jemplo 2.2.2.a.

Si va = (4,6,1) vy v= = (2,1,6) € R= » verificar las
2sigualdades de Cauchy-Schwarz y triangular, utilizando el

oducto interno clésico.

) VWai,vad? £ <va,vid Cva,vad
H(2)+6(1)+1(6)12 2 (16+36+1) (4+1+36)

400 < 2173

b vatve] £ lval] * |lv=|)
“(6,7,7)” < V53 + Va1

11,58 < 13,68

jemplao 2.2.2.b. .

Verifigque las desigualdades de Cauchy—-Schwarz y
~iangular en el espacio vectorial de las matrices

ladradas 2x%2(Mz.=(R)), con el producto interno definido en

jercicios anteriores.

i ek e i
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<A,B>2 < <A,A> <B,B>
(=1+0+18+3)2 < (1+4+36+1) (1+0+9+9)

400 < 798

S ] I I ]

o 2|
-

1

A
R
N

+ V19

?
z

e e
—_—

|

V(0+4+81+16) < 10,84

10,04 < 10,84

-jemplo 2.2.2.c.

Sean p=1+2x+x2, 4 qQF 2-4x2, vy el producto interno
lefinido sobre el espatid de los polinomios del grado menor

) igual a 2 (Px) ¢(m%gﬁ=<p,q>=ambo+a1bl+azbz, verifique las

lesigualdades:

) <p,g>2 £ <p,p> <qg,qg>
(2+0-4)2 < (1+4+1) (4+0+16)
(=2)2 < &£(20)

4 < 120




) IPsall < Jip]| *+ |9
+V32+22-32 < Vg + V320
+ Vo+3+9 < 4,92

4,69 < 6,92

definicion 2.2.

Un espacio vectorial con producto interno es normado

1 y solo si esta definida la norma de sus vectores.
omentario: De conformidad con lo desarrollado existen:

Espacios Vectoriales

Espacios Vectoriales Euclidianos

Espacios Vectoriales Normados

.3 VECTOR UNITARIO

Jefinicidn 2.3.

Sea V un espacio vectorial con producto interno vy v

ualquier vector en V3 v es un vector unitario si vy

olamente si:

f(v) = ”v” =1

lustracion 2.3

) va = (1,0,0) ; ”Vln =+ Vx2 ,4x2 +%x2 , =+ V 1+0+0 = 1

—: F
i
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A =5_ \;”A“ =+ Va?Z , ,+a2 ;2+a2 z1+taZ 2=+ V 0+0+0+1=1
0] 1

—

p(x) = x ;“p” =+\V a2, = +VI = 1

orema 2.3.
Si vi es un vector diferente del vector O en un
pacio vectorial con producto interno, entonces el vector

'/”Vln es unitario.

Prueba:

Va Va Vi b
= s =it CVa,Va2= +\
V= ‘l \/<llvlll IIVLII> (M

1
— Jvafe= 1

v

Este proceso de multiplicar un vectof vy diferente del
=ctor O, por el reciproco de Su -norma, para obtener un

2ctor de norma 1, se denomina normalizacién de vi.

.4. VECTORES OTONORMALES

>finicidéon 2.4.1.

Sea V un espacio vectorial sobre el cual se ha
>finido un producto interno, los vectores vi, v= € V, son

“togonales si y solamente si <vi,v=> = 0

2finicidon 2.4.1.

Los Vectores Vi,v= € V son ORTONORMALES, si vy solo si:




7

<VJ_ ,Vz) = 0

! V=1l

I

Ivall = ¢

ustracion 2.4.2.

Supodngase que las matrices cuadradas 2x2(Mz.=(R) tiene

finido el producto interno:

A,B) = <Q,B> = a;_J_bl1+a12b12+a21b21+a;¢2b22, Yy sea:

-

| 1 O_] Y—O 1

\ | ;s B =l— 3 entonces:
o) 0 0 0O

L° ° i

¢(A,B) = <A,B> = 0+0+0+0 = O

) f(A)

= ||A|| = + VI+0+0+0 = 1
f(B) = ”B” = +V 0+1+0+0 = 1
Los vectores A,B =€ szz(Rj - son ortonormales en

2lacidn con el producfpgﬁnterno dado.

5 RELACION DE ORTOGONALIDAD E INDEPENDENCIA LINEAL DE

VECTORES

Un resultado importante gque nos permite trabajar con

onjuntos ortogonales de vectores, en un espacio con

‘oducto interno es el siguiente:




Teorema 2.5.

51 § = {Visvz,..,VaY un conjunto ortogonal de

vectores distintos del vector O., de un espacio vectorial

con producto interno, entonces S es linealmente

independiente en V

Para la demostracién de este teorema se aplicara 1la

prueba por inducc;én matemdtica.

Induccidén Matematica.— Es un principio fundamental de 1a

natematica que puede ser empleado para demostrar cierto

tipo de enunciados matematicos.
Para probar por induccidn se necesitan dos pasos:

) (B) Base. probar que se cumple para algun n € N
L1) (I) Paso Inductivo. Probar que si p(n) es verdadero

entonces P(n+1) también es verdadero.

i) p(l)= 1
ix) [p(k) ==> *?k+l)] = 1
Prueba:

Sea <vi,vi> = 0, ¥ i3

Debemos probar que p(c):c1v1+c2v2+...+chvh =0., tiene

Omo unica solucidn:

C1=C==...=Cc~=0 donde c, = B3 =152, o 0s g}

r-‘—'______/'

e WSS

aease e

s> -

e ¥2__SF e

L S




) Base P(1): <vi,caivitCzVzt...+CaVa> = <v,,0.> = 0
==> C12<Vai,Vva1> + Ca2fVi,Vz> + ... *+ Ca<Vai,Va> = 0

==> ca<vai,va> = 0 ==> ;=0 dado que (<vi,vi>) > O
) Paso Inductivo:

(k) <Vik,CaVatCaVat...+CuViteeaCaVad> = O
]
==> C;_<Vk.,v_1> + Cz(Vk_,V:_-*) + ew s Cy.-,(Vy;,,Vh-.) * saas?
CnVik s Va> = O

==> CwulVi,Vw> = 0 ==> c.=0 dado que <V.,Vw.> > O

P(k+1): <Viaw1,CaVi+CaVat.. . +CLVi+Chai1ViateeCnVa> = O
==> CalViaay3Ve> + Cz2Via1,Va> +... CulViu,yViararr +
Cr 2 8Vie+d s Vie+d 2F s o o 0 ColVie g g Vs> = 0
==> Ch+1lVia1,Vi+212=0 ==>Cn+.=0 dado que

<Vy._-¢-_1,\/;.-_+1> > 0

Ap(c) = {((CasCy...4,Cn)/ Ca=Ez®...=Cn = 0}

=> S es linealmente independienté

Podemos con certeza que ortogonalidad de

ectores garantiza independencia lineal de los mismos.

lustracidn 2.5.a.
Sea el conjunto de vectores Ortogonales en R™:
S = {(0,1,-1),(0,1,1),(2,0,0) ¥, verificar si san

inealmente independientes:

0 -

Y

b o R S

e —
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Igualamos a cero la combinacidn lineal:

CaiVai+CaVat+tCxVv==0

TN

o

€2(0,1,-1)+c=(0,1,1)+c=(2,0,0)=0,3 genera los

predicados p.,p=,;pP=, tales que:

Pa(CisCzyCm) ¢ 2cx = 0
P=(Ci,Cz,C=) : Catcz = O ;
P=(Ci,yCzyC=x) t —Cait+C= = O

P27 P="pP="pPa es el sistema de ecuaciones

Expresamos el sistema en su forma matricial Ac=0,.==>

-
-
O
O
!
|
[
-
O
o)
4
O
-
O

OJLQ Q i

O
O
O
[
O

El conjunto SGﬁG%iOn del sistema es:

r"‘\ 3

_ "
AP1(C1,C2,Cx"P=2(C1,C=2,C=) " P=(C1,Cz,Cx)= ¥
{(ci,c=,Cz)/ca=ca=c==0} f
M!
%

ntonces S es linealmente independiente en R™.
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El reciproco del teorema 2.5 no siempre es verdadero;
 decir independencia lineal de vectores no garantiza

‘togonalidad de los mismos.

~———as e o

ustracidn 2.5.b.

Sean v.=(1,3) v v==(2,5), vectores linealmente inde-
ndientes en R23; verificar si estos vectores son

togonales:

GU(xaya), (X2y=))= Xiys + Xaoy=
= 17 f‘
e
1(<va,ve>) = 0 ==> v,, vz NO son vectores ortogonales.

6 BASES ORTONORMALES
En muchos problemas referentes a espécios vectoriales,
seleccidn de una base para el . espacio se hace segun
wvenga al gue lo resuelve, una de.las ventajas que tienen
s bases ortonormales. schre las bases arbitrarias es que

5 calculos son mas simples, por lo que a continuacidn

finiremos e 1lustrasemos.

Finicion 2.6. iy N

se Ortonormal. ?
Sea V un espacio vectorial con producto interno Y A
Y

Vi, Vz3;Vz,ea.,Val una base cualquiera de V, B es una

e ortonormal de V, si y solo si:




) NeyVy> =0 3 ¥ 1 # J
1) f(va.) = ”v*” =1 para 1,3 = 1424 0esa3D

Si cumple solamente 1la condicion i, se dice
{ViyV2y...,Vn} €5 una base ortogonal de V.

ustraciones:

emplo 2.6.1.

Se puede probar que el conjunto de polinomios

2 2 1 2 1 2 1 2 2
(= = =% + =%x2),( — + =x = =%2),(- + —=x + —x2)
. D 3 3 3 3 3 3 3 3

que

- una base para el espacio vectorial(P:)de los polinomios

' grado menor o igual a 2 con la funcidn producto interno:

p,q)=<p,g>=acbetabitaz=b=, determinemos si B es una base

togonal para Px.

<p,q> = a::)b(:;"'albl“"azbz
2 2 2 1 1 2
Ppyg? = — 4 = =iz =, = (= o=} = @
3 3 3 > 3

<p,r> = . T = = Rl

2
- = 0
3

<q,r> = g - i + - - - = = . i = O

I

e

—

B S
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Los polinomios p,q y r son mutuamente ortogonales.

) fp) = |p|| = *+ V <p,p>
2 = 1
= H\ f[(=)2 + (=)2 + (-)2
3 3 3
= 1
2 1 7]
f(q) = ”q” = H/N(=)2 + (=)2 + (- =-)2
s 3 3 |
= 1 v j
1
1 2 2 1
T(r) = |Ir)] = #A\/(=)2 + (-)2 + (-)2 1
3 3 3 |
= l J

Puesto que se cumplen las condiciones i,1i, de la
'inicidn previa, B es una base ortonormal para el espacio

torial P=.

mplo 2.6.2.

e o

| 3 o—a




Es una base para (Mz,.=(R)) y sabemos que la funcion:

A,B)=<A,B>=aiibiitaizbiztazibzitaz==b== es un producto

el i

terno sobre las matrices cuadradas 2%2(Mz,=(R)),
rifiguemos si B es ortonormal.

¢(Q;B) = <A,B> = a11baiitaiz=biztaziboitazzbaz

0+0+0+0 = O

<A,C> = <A,D> = <B,C> = <B,D> = <C,D> = O
) f(A) = HA” = +NI+0+0+0 = 3
f(B) = HB“ = 3
f(C) = HC“ = 2
f(D) = ”D“ = 2
En conclusidn B es una base ortogonal de Mz.=(R), mas
) ortonormal, pues j(”Q“ = ”B“ = “C“ = ”D“ = 1)

Dada una base o wun conjunto: generador S para un
-pacio vectorial con producto; interno V, se puede
contrar una base ortogonal u orfonormal para el espacio;
| Método que se usa 'péfa esté construccidn se llama el

-oceso de Gram—Schmz el mismo que no serd discutido en

iestro trabajo.

b

7. MATRICES ORTOGONALES

.

A continuacidn se define uwuna nueva clase de matriz,
e es muy util sobre todo en lo relacionado con

agonalizacién de matrices, formas cuadraticas, etc.

l-..-.-----I-.I.......-.---------------—-—-f’

RN R
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finicidn 2.7.1.

Una matriz Qn,.~(R) se llama ortogonal, si y solo si Q

, Invertible vy Q—* = @*

Notese que:
L = 0 ==> 071Q = 0=*Q ==> Q=0 = I

ustraciones:

emplo 2.7.1.

Toda matriz identidad es ortogonal |
Prueba:

Q=1 ;3 Q== ==> Q*I=11 ==> Qt=I

emplo 2.7.2.

1742 1782 —1/I25
Q = ;@ =
i 4 1782 1/42 R
ez — — R
1 ' 1 | l L l
Ié + % e = s 1 0]
==NQEQ= 3 = = J <
!'é - % %+ 'éﬂ 0 1l |
: |
==» Q@ es una matrli brtogonal
emplo 2.7.3. .
;
i
- — y
Sen & Cos @ Sen @ Cos @
pongamos Q@ = ; Q==
ICDS 8 -Sen 8 Cos @ -Sen 8

r———————
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Senz2@® + Cosz2@ Sen & Cos 8 — Sen @ Cos 8
Q=

Sen & Cos 8-Sen @ Cos 8 Sen2@ + Cosz2@

5,

= = I ==> Q@ es ortogonal

0 1

Es factible hallar matrices ortogonales, utilizando el
guiente Teorema, cuya demostracidn se encuentra en el
bro ALGEBRA LINEAL de Staley Grosman, pagina 303, Edit.

c—Graw—-H1ll — 4 edicidn 1992.

orema 2.7.1.
La matriz Qmxn(R) es ortogonal si y solo si las

ylumnas de @ forman una base ortogonal de R™.

Consideremos la matriz:

endo vl = (1742, 0 , 1/42) A
u
v2 = (1742, 0, —-1/482)
v3 = (0, 1, 0) vectores columnas de A.
L 3

r—-———————‘



=> A es una

Segun condicidn del Teorema 2.7.1:

S1 A es ortogonal,

1742

-1/42

O

O

2

matriz ortogonal.

1/42

1/42

[

1742

-1/42

entonces las vectores columna vl =

1 /§2,0,1/82) 3 v2=(l/I2,O,—1/I2)}5 v3=(0,1,0) forman una

ase ortogonal de R™.

orificacidn:

) <VigVi>

<VaisVa?

<V_1_ ,\/2>

il

It

o

XaYatXayatXmy =

s

Vigs

P ——




==> By = {VviyVvz,v=} B85 una base ortogonal para R¥

Ademads en este caso:

) flva) = |Ivi| = + V<vi,vi>
1 1
= + - 4+ 0O + - = 9
2 2 /
1= X
flva) = vz =\[ =+ - =
2 2
f(v3) = ||v2|| = VO+1+0 = 1
> Bl = {vi;v2,v3} es una base ortonormal en R¥.

8. COMPLEMENTO ORTOGONAL

A continuacidn definiremos el conjunto denominado

nplemento Drtogonaz los espacios vectoriales con

bducto interno. «

finicion 2.8.1. ‘
Sea H un subespacio del espacio vectorial V con

bducto interno, HL es el complemento ortogonal de H, si vy

lo s1: HL = {x € V / <x,h> = 0, ¥ h € H}

I—------.II-l.-III-----—------b




lustraciones:

jemplo 2.8.1.

Encontraremos el complemento ortogonal del plano
nerado por los vectores: vi = (1,1,2) v vz = (1:2,3) .

nsiderando como filas de la Matriz A y resolviendo Ax=0,.

H es el subespacio de R™ generado por los vectores:

,1,2) vy (1,2,3), segun el problema formemos la Matriz A.

1 7]
o - |

|1 2 3‘
Estructuremos el sistema de ecuaciones homogéneo.

Pa (XaisXz,X=) 1T X1+Xz+2x= = O

Pz (XigXmyX=) 3 X1+2X2+3xw = O
Siendo p."p= es el sistema de ecuaciones.

continuaciodn la representacidn matricial del sistema:

{ﬁz 1 2 : 6—? {—I 1 2 : 0] {I_ o 1 : 0]
{~i L 3 ; ?_J L:i —-1 =1 ;—SJ L:i =1 ~1 ; 0
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==> Conjunto solucidn:

APL1" Pz = {(XasXmsXx=) / Xa1=—Xm, Xa=—X=, Xz € R}

=

X
Xz

AR
|

En consecuencia HL (complemento ortogonal) es el

njunto generado por {(1,1,-1)}

emplao 2.8.2 ‘
En P= [0O,17, sea H un subespacio generado por el
njunto {1,x2}, determine el complemento ortogonal HL de

n {1,x272}.

I

gen {1,x23

HL = {(x € V : <x,h> O ;3 ¥ h & H}

2an pP(x) = azxT+azx2+aix+aoc; donde‘p(x) € pP=
a
<{p,gq> = /gp(x)q(x)dx
1 £
) /p(x)q(x)dx = Lh(azx3+a2x2+alx+ao)ldx = Q
° g 2

id
[J1)

, = CEN
==2 pl(a.-g.,a;_«*z,al,a.:,) + — + — + asn = O
3 2

blm

1
1
) /p(x)q(x)dx = /{(a3x3+azx2+alx+am)x2 dx = O
(o]

v
H
v
P
4

=

D:-:(a.‘:-;a::,a:_,am) 4

UT|QJ
+

=

“

1)




==>(pa(8=,32,81,8c):

p2(33,az5al,am):

P."p= s el sistema.

orma Matricial del Sistema Ma

-

—
1 i
= 1

.
u @]
¥ 3 N
W

Mfatriz Aumentada

1 1 1

o 3 4

4 3 2

1 & q

6 5 4

3 0 -9 :
“{ o0 4 15 :

;onjunto solucidn de p.”p= es:

;pl(Crz,Cz,Cl,Ctn)Apz(az,az,al,ao)z{(az,az,al,am)/Cr:::sal"’léam

2= —15 3.-1538¢ 3 Ci,Ce € R}

»

I-IIll-----I-I.IIIIIII--------‘*'

g v
|N
[&] ]
lM

i
H

o Im
Ul Im

By

[

19 12, 15 - 20:
o s

= O

85

+ar_)=o

Ao
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- = gen{12x®-15%2+4x),(16xT—-15%x2+1)}

OREMA 2.8.1.— Si H es un subespacio del espacio con pro-

icto interno V, entonces:

HL N H = 0,

1) HL es un subespacio de V

i HL N H = O
Prueba:

x € HL N H ==> <x,x> = 0 ==> x = O,

i) H es un subespacio de V.
a) Por condicidn anterior O. € L

b) Sean xi, %= € H, ==» <x,,h> = 0

1]

<Xz, h2 0 ¢ h € H

==> <Xa1+Xz,h> = <xy,h> + <x=,hd

1l

=0+ 0

= 0

en consecuencia: (xi+x=) € HL
C) X2 € H, a € R, (axi) € HL
<axa,h> = 3x, ,h> = a0 = 0

==> (&#a.) "€ HL
Por a,b,c, HL es un subespacio de V.

En la ilustracion 2.8.1.- H = gen {((1,1,2), (1,2,3)3

S un subespacio de R¥, como también HL = gen {((1,1,-1)) es

n subespacio de R™.

-

IIl'I—IIIllllllllIlIIIIIIIIIIII---------_*
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CONCIL USTONES

El concepto de funcidm ha tenido trascendental impor-
tancia en el desarrollo de nuestro trabajo, pues con
ella hemos definido e ilustrado: matriz, traza de una
matriz cuadrada, operaciédn binaria, espacio vectorial

con producto interno y norma de un vector.

Se han introducido definiciones de la funcién producto
interno sobre un espacio vectorial real arbitrario Y
la funcidn norma de un vector, destacandose para ello
los vectores: polinomios de grado menor o igual a n,
hatrices reales de orden mxn y las e-niadas reales. En
este contexto se ilustra con ejemplos que cumplen con
las definiciones vy otros denominédos contraejemplos

que no cumplen con al menos uno de los axiomas

establecidos.

Destacaremos que la rorma de un vector depende exclu-

sivamente de funcion producto interno, definida

sobre un espacio vectorial real, por lo cual podemos
determinar diferentes normas de un mismo vector; cabe
anotar gque la desigualdad de Cauchy-Schwarz relaciona

el producto interno de dos vectores con sus normas.

:
]
J
|
!



Hemos enunciado e

ilustradd las definiciones de:

vector unitario,

bases ortonormales, matrices

ortonormales y complemento ortogonal; para lo cual
aplicamos la funcién llamada producto interno definida

sobre espacios vectoriales reales.
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