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RESUMEN

La tesis presentara dos métodos de solucidn del problema inverso de
scattering electromagnético basados sobre un nuevo algoritmo de tipo

Inexact-Newton.

El problema a afrontar consiste en la determinaciéon de las caracteristicas
electromagnéticas tal como la permitividad dieléctrica ¢(¢) de una region de
forma dada e irradiada por una o mas fuentes dadas, partiendo del
conocimiento del campo electrico obtenido a lo externo de Q. Ademas, se
supone que la region Q estd inmersa en un medio homogéneo, lineal, no
dispersivo y tiempo invariante, dicho background {(para nuestro caso sera el

vacio), con permitividad dieléctrica &, y permeabilidad magnética g, .

En este trabajo se hara siempre la hipétesis de régimen sinusoidal
permanente a la pulsacion @ puesto que, gracias a la teoria de Fourier, si se
emplean medios lineares, esta eleccidn no constituye una limitaciéon. Con tal
asuncion, el campo electromagnetico resulta completamente caracterizado
de la pareja de vectores complejos ( E(#), H(¢)).

En nuestro caso de mayor interés practico donde la region 2 no tenga

materiales magneticos, las ecuaciones de resolver serian las siguientes:

E )——k[.f ) ENF ) GEF )+ B (7). r e

E(E) =k jx VEUE) G+ £ ()i e
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Donde 4, -w /e, €S €l numero de ondas en el vacio, E™(r) es el campo

eléctrico incidente irradiado desde la fuente y E“7'() y E™(+) denotan,

respectivamente, el campo eléctrico externo e interno de Q; G es el tensor de
Green para el espacio libre.

Es importante observar que para resolver el problema es necesario determinar

no solamente la funcidn contrastex(;):i‘),h sino que también el campo
E()

eléctrico ;1) interno a Q.Para obviar este problema es posible adoptar la

aproximacion de Born [23], que expresa el campo eléctrico bajo el signo de la
integral en términos de la funcidn contraste y del campo eléctrico incidente,

gquedandonos asi solo por determinar la primera ecuacion.

La resolucion del problema resulta después complicada por el hecho de gue no
es lineal, puesto que aparece el producto entre las incognitas, y porque es mal
puesto (ill-posed) segun la definicion de Hadamard [16]. Esta ultima
caracteristica nos impone la adopcién de estrategias de regularizacion con el fin
de obtener soluciones estables en presencia de datos corrompidos por ruido.
Dada la notoriedad del problema, en el curso de los afos han sido propuesto
algoritmos siguiendo diferentes acercamientos y persiguiendo objetivos
particulares {velocidad, precision, estabilidad) [28].

Por esto, es posible tener una clasificacion entre algoritmos estocasticos y
deterministicos. A la primera categoria pertenecen los métodos que buscan una
solucion al problema minimizando una funcién con algoritmos estocasticos de
optimizacion global, aquellos como el simulated annealing y los algoritmos
genéticos y evolucionarios [29]; en la segunda entran al contraric aquellos que
emplean estrategias de solucion deterministicas. La primera clase de métodos
da buenos resultados, perc en tiempos hasta ahora inaceptables para una

aplicacién real.



Los algoritmos pueden todavia ser subdivididos en métodos que se basan sobre
una formulacién “exacta” del problema y en aquellos que al contraric aprovechan
una aproximacion det modelo (por ejemplo, aproximacion de Born, de Rytov, de
Rayleigh). Tales aproximaciones consisten de trasformar el problema, en uno
lineal o simplificado, pero su validad es subordinada al respecto de particulares
condiciones, tales como la reducida frecuencia de trabajo y el contrasto limitado
respecto al background.

En el ambito de la tesis seran reportados algunos resultados fundamentales de
la teoria de los problemas mal puestos (lll-posed) para introducir el metodo
adoptado, que es un nuevo algoritmo de tipo Inexact-Newton obtenido mediante
la generalizacion del método de Landweber para operadores no lineares. Se
trata de un método deterministico formulado en el dominio espacial que sera
aplicado tanto en el modelo aprovechado por la aproximacion de Born como en
el modelo exacto en el caso de configuracion cilindrica.

Para poner en aplicacion este nuevo algoritmo, se plantearan dos modelos que
actualmente son muy difundidos a nivel industrial como son la madera y el
hormigén.

La validacién de este algoritmo de tipo Inexact-Newton con los modelos
propuestos se la hara mediante simulaciones numéricas, utilizando software de

programacion en lenguaje C++ y Gnuplot.
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INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha tenido un creciente interés enfocado a las técnicas de
la diagndstica electromagnéticas no invasivas, que van desde el ambito
industrial, de la ingenieria civil, hasta la diagnéstica medica [8] [6] [28].

En el ambito industrial, la diagnostica a microondas consiste en efectuar
pruebas no destructivas para el control de productos y estructuras; en el
contesto de la ingenieria civil, ésta es utilizada para obtener informacién sobre la
integridad de estructuras en cemento y madera no de otras maneras disponibles.
En ambito médico [14], instrumentos basados en inverse scattering a
microondas nos brindan técnicas de diagnédstica no invasivas alternativas o
complementarias a aquellas de los rayos X, potencialmente dafninos en dosis
elevadas para el paciente y para los operadores.

La diagnostica a microondas encuentra aplicacion también en las imagenes
superficiales, para la individualizacion de objetos sepultados como minas o

restos arqueologicos.

Esta tesis ha sido desarrollada en el ambito de investigacion de los Problemas
Inversos en electromagnetismo. Especificamente en el chequeo de estructuras
dieléctricas. En fin, se han estudiado dos métodos de solucién del problema
inverse scattering basados sobre un nuevo algoritmo de tipo Inexact-Newton.

Se profundizara en particular al inverse scattering en el rango de tas microondas
por relevantes motivaciones de caracter técnico. La teoria y la tecnologia de las
antenas y de los circuitos a microondas son, en efecto, actualmente maduros y

consolidados en el mercado, pues son disponibles numerosos componentes que



operan en esta banda de frecuencias, permitiendo el desarrollo de eficientes

sistemas de imagenes.

Sin embargo, la eleccion de Ia banda de las microondas percute en la adopcion
de aproximaciones que permitan una resoclucion simplificada del problema, asi
como sucede en la 6ptica geométrica o en |a teoria clasica de los circuitos. Por
este motivo es necesario utilizar las ecuaciones de Maxwell o relaciones

derivadas de las mismas.

Este nuevo algoritmo de tipo Inexact-Newton ha sido validado mediante la
ejecucion de numerosas simulaciones numéricas, cuyos resultados son
mostrados en este trabajo. El mismo requiere también el uso de los codigos de
calculos referentes a la simulacion del problema ‘directo’, que consiste en la
generacion de los datos sintéticos, siendo éstos usados como ‘entrada’ en los
programas de célculo utilizados para la solucion del problema ‘inverso’ que, a su
vez, a través de un procedimiento iterativo, reconstruye las caracteristicas

geométricas y dieléctricas del objeto incégnito.

Las actividades concernientes a la tesis han sido desarrolladas en el laboratorio
de Electromagnetismo Aplicado del Departamento de Ingenieria en Biofisica y
Electronica (DIBE) de la Universidad de Génova, ltalia.



CAPITULO 1

EL PROBLEMA DEL SCATTERING
ELECTROMAGNETICO

1.1 Introduccion al problema del Scattering Electromagnético Directo

Se considera un objeto (dicho también obstaculo) de forma, permetividad

dieléctrica y permeabilidad magnética dada, iluminado por una fuente

electromagnética conocida J" (¥).

La onda incidente, irradiada desde la fuente, colisiona con el objeto

generando varios fenomenos: reflexion, transmision, absorbimiento, difusion.

El termino “scattering” comprende todos estos fendmenos [1]; la importancia
del uno respecto al otro depende de la relacion entre la longitud de onda del

campo electromagnético irradiado y las dimensiones del objeto.

El problema de la dispersion electromagnética directo consiste en determinar
el campo electromagnético producido por la fuente en todo el espacio in

presencia del objeto.



< I

l‘ucnte ¢. m. Objcto

HI

»  Campo incidente
Campo “dispersado™

Figura 1.1: Esquema del problema de “scattering” electromagnético directo

1.1.1 Formulacién matematica del problema

Se hipotetiza que el objeto y el material en el cual el mismo esta inmerso
(background) sean lineales, isotrépico, tiempo-invariante y espacialmente no
dispersivo.

Se trabaja en regimen sinusoidal a la pulsacién w.

Se hace referencia también a las siguientes hipotesis:

v Desacoplamiento electromagnético entre fuente y objeto.- Se
hace la asuncién de que el obstaculo reacciona al campo electromagnético
emitido por la fuente, irradiando, a su vez, un campo electromagnético que
no modifica a la fuente significativamente. Tal hipétesis es verificada tambien

en zona de campo cercano y ain mas todavia en zona de campo lejano [1].

v Fuente.- genera en ausencia del objeto, el campo incidente £ (r) y

H™ (F), dados en todos los puntos del espacio.



(]

v Objeto (“dispersador”).- esta caracterizado por una permeabilidad
magnética igual a aquella del background.
v Medio de propagacion.- se asume, sin pérdida de generalidad, como

background al vacio (¢ =¢,, 1t = u1,).

En estas hipdtesis, la permetividad dielectrica

57 :jg” para ¥ ¢ Q
Le(F) para r € Q (1.1.1)

Describe las caracteristicas electromagnéticas de todo el espacio, siendo Q
la regién ocupada por el objeto.

Los campos vectoriales incognitos E{r) y #H(F) satisfacen entonces las
ecuaciones de Maxwell [15]

J'P:‘(F)-df =-jou, J‘ [jI(F)wz'S: (1.1.2a)

JH(F)-df = jo [£(F) E(F)- dS + j.f“‘“(F)-dS‘ (1.1.25)

N
Donde S es cualquier superficie abierta, teniendo como borde la curva

cerrada y.

Sean E™(7)y H"(#) los vectores que describen el campo electromagnético
producido por la fuente en ausencia del obstaculo. Elios satisfacen las

ecuaciones de Maxwell

IF”’ (F dl =—jwu, jH”' (7 dS (1.1.3a)

-

H'”‘ F)-dl = jue,
7 JE

s

)-dS + j/ ) dS (1.1.3b)

Sustrayendo miembro a miembro la (1.1.3¢) de la (1.1.24) y fa {1.1.3h) de la

(1.1.2b), se obtiene



flEG) - E= ) -di = — oo, [[H(F) - H™ ()] dS

i N

Definiendo
E(7) = E(F)- E" ()
1 (7) = AF)- A" (F)

y sustituyendo en las (1.1.4), se obtienen las ecuaciones

flaG)- o @) = jeo _j[g(; VE(F) - £, £ (¥)] S

(l .4(,1)

(I .4/7)

(1.1.54)

(1.1.56)

_[F F).di =- jou, [H‘ “(¥)- dS (1.1.64)

fﬁ < (#)-di = jeo [{ (FYEF) &, [EG)- £ (7)]f- dS (1.1.65)
que pueden ser rescritas en la forma
J‘f"f“'"” (r)-dl = - jou, IH (7). dS (1.1.7a)
[ (7)-df = jeos, [E (7). dS + f/ .dS (1.1.7h)
7
(= 1 () (71 ()
(/L"“N/(F). 1 (F)) (/?"“”(F)_ /i \“,,,():))
a) Problema b} Problema cquivalente
originario

Figura 1.2: Interpretacion de las fuentes equivalentes



donde

TR )= j[6(F)- &, E(F) (1.1.8)
J“() toma el nombre de fuente equivalente y es una cantidad incégnita,
porque depende de los campos E(#) y H(F) que no son dados.

Como resulta evidente de la (1.1.1}, J“/{¥) es nula para F ¢ Q .

Las (1.1.7) son las ecuaciones que permiten interpretar (E““”(F).H‘“’”(r’))
como el campo generado de la fuente 1.7""(?)‘ que irradia en espacio libre: el

problema original es por lo tanto transformado en un problema equivalente en
espacio libre en el cual, sin embargo, las fuentes son incégnitas (véase en ia
figura 1.2).

Puesto que la fuente '.f""(r')! es inducida por el campo incidente

(E”“‘(F). " (r)) ella toma el nombre de fuente secundaria.

Como es dado en [1], el campo eléctrico E“*(#) vale entonces

o [V G N 119)
Q

Donde

G(F{F'){l + k', VV}G(F\F') ......... (1.1.10)

h )
es el tensor de Greeny

GlEF )= - — (.1.11)

Y4

es la funcién de Green para el espacio libre, siendo &, = w./e,x, €l numero
de ondas en el vacioy |-| la usual norma euclidiana.

Sustituyendo en la {1.1.9) Ia (I.1.84), se obtiene



E (’:): —joiL, J.j”) [E(';)_50]]5(?)'6(';!';’)(}';‘ (1'1'12)

Q

Definida la funcién potencial de dispersion
(F)= jol8(F)-¢,] (1.1.13)
que es una funcion conocida, y recordando la (1.1.5a), se obtiene la ecuacion

integral

EG)=-jou, [t(F VEG ) GF7 )ar + E () (1.1.14)

«
que permite determinar el campo eléctrico en el problema original. La

ecuacion integral (1.1.14) resulta ser una ecuacién de Lippmann-Schwinger.

En lugar de la funcion potencial expuesta anteriormente se utiliza

frecuentemente la funcion contraste, asi definida

(7)- £(F)-¢,

yéta

:@fl (1.1.15)

&y &,
Como r, también y es en general un soporte compacto y entre ellas
interviene una relacion de directa proporcionalidad; en efecto, resuita
r(}:):_/'(ug“)((F) (]‘I.I())

Sobre la base de esta relacion, 1a {1.1.14) puede ser escrita en términos de la

funcion contraste en el siguiente modo
E(F)=—k [xF ) EF ) Gl )ar + Em () (1.1.17)
Q

En general, esta ecuacion integral no puede ser resuelta analiticamente, por

lo cual es necesario utilizar métodos numeéricos.



1.1.2 Configuracion cilindrica
Si hacemos la suposicion de que ei obstaculo sea un objeto cilindrico con
seccion arbitraria .2 y se escoge un sistema de referencia cilindrico con eje
z paralelo al eje del objeto mismo.
Se hipotetiza ademas que las caracteristicas electromagnéticas del obstaculo
sean independientes de z, es decir se tenga que

e(F)=¢(r) (1.1.18)
donde 7 es un vector en el cual cuya componente a lo largo del eje del

cilindro es nulo. Resuilta por lo tanto

F = F+z

|
ti>

Figura 1.3: Cilindro dieléctrico infinito

Sea después el campo incidente (E(F) H™ (f)) una onda TM’
independiente de la coordenada z y polarizada a lo largo de Z, o bien sea

E"(7)=E"(7)z (1.1.19)

i



En estas hipotesis, basandonos en consideraciones de simetria, también el
campo E(F)- y por lo tanto el campo E*“““(#)- resultan independiente de la
coordenada . La ecuacion (1.1.14) se escribe entonces

b2 ) = o [ i Dl 10 Lo ol b < ) (11.20)
Fo

0

o bien
(= . o o l i) g : o
E(F)= jou, J.r(rr )h(r, )-[H—EVVI J.G(,}n )dz ]JF, + E™(F) (1.1.21)
ry 0 -
Ademas, con un cambio de variables, se obtiene
. | - iyl e
(Sl G A E——) (1.1.22)

El segundo miembro de la (1.1.22) resulta expresable en el modo siguiente

(1]

1T
TR

] B ’/Aw\\‘ll

¢ - <:)( . (
- 7 d= =L H k7 -7 H (1.1.23)
47[ w ]F" —Fl - + 2'2 4
Siendo #/{ la funcion de Hankel de segunda especie de orden ceroy || la

norma euclidiana.

. 1
En coordenadas cartesianas, el operador 1+—VV es representado por la
0

matriz



Lo e 1o
ki ox' k, oxdy k; oxoy
e e e
K aor ko7 koe:
Lo e L1
k, Oz0x k! zoy k; oz’

Aplicando el operador representado en la matriz (1.1.24) a la funcion

Sl Ll T 00T )

O - 1 o H
k(; o
il Loy
4 kT oyox
0

se obtiene
1 oH
k, Oxdy
, 5
ae e LOM
ky Oy
0 Hy

Sobre la base de la (1.1.25), la (1.1.21) puede ser escrita en el siguiente

modo
~2 g 41{2)
i L
£ ki o
F‘ __ My J} LE_HL(]_)
F 77\[~u1 4 el k(f (l?jjfn‘
P 0

I atHY
— 0
k\: (ZX(’}\" F\
o 11,(1) ¥
'+ '2 — 0 ||k
ku oy E
0 HP AN

Se observa que la (1.1.26) puede ser considerada como un problema

bidimensional con condiciones de radiacion al infinito, en lugar de cémo un

problema tridimensional independiente de la altura.



Puesto que la (1.1.26) admite una Unica solucion, es evidente que debe ser

E (x,»)=0y E (x.y)=0. La ecuacion a resolver se reduce entonces a la

siguiente ecuacion escalar.

£ ()= =2 ol o

e e (1.1.27)

En términos de funcion contraste la misma ecuacién se convierte en

O R L4 i % A A A (11.28)
rFa

Ya que ﬁ ll,ﬂz)(k“Hr; —F,'”) es la funcion de Green G®"'(i" | 7 ) de la ecuacion

de Helhmoltz bidimensionai, la ecuacion precedente puede ser escrita del

siguiente modo

EX ()= kg (2 ) GO Y (1.1.29)
ra

Debido a que de ahora en adelante se hara referencia muy frecuentemente a
la configuracion cilindrica, se omitira el superindice 2D vy la (1.1.29) se

escribira

£ () =~k [ GG (7 (1.1.30)
e

no siéndonos, gracias al contesto, posibilidad de confusion.



1.2 Introduccién al problema del Scattering Electromagnético Inverso

El problema del scattering electromagnético inverso consiste en determinar de las

caracteristicas electromagnéticas de un obstéculo basdndonos en ¢l conocimiente del
campo clectromagnético externo al objeto que una fuente J"(F) dada produce al

iluminar al obstaculo mismo.

L] L LJ
»
A
I L]
|
—_ i
—_— i
» I L]
— —
— .
I ] -
_’ !
I .
Fuente ¢ m I
Il
.
X
L ¢
-
—  Campo mcidente . \
Campo dispersace” Puntex de
medic1sn

Figura 1.4: Esquema del problema de “scattering” electrogmanético inverso

1.2.1 Formulacion matematica del problema
En el caso de objetos no magnéticos, para los cuales u(¥)= g, , la ecuacion
que describe el fenémeno es todavia la (1.1.17), gue viene reinscrita para

comodidad
EG) =k [xF)EF ) GlAF )ar + Em (7
Q

Es importante sin embargo observar que el campo eléctrico es dado solo al
exterior de la region Q ocupada por el obstaculo y por lo tanto el campo

eléctrico al interior de Q es una incognita del problema asi como lo es la

funcion de constante. Para una mejor claridad se indica con £“'/(7) el



campo eléctrico externo y con E™'(7) el interno. La (1.1.17) se reinscribe
entonces como

E(5) = -k J‘X(;')E(ml)(;’).é(f\;’)df’ + £™(F) FeQ (1.2.1)
Q

Puesto que las incognitas del problema son dos, el campo eléctrico interno y
la funcién contraste, es necesario disponer de otra ecuacion para resolver el
problema. Para tal fin, se observa que la (I.1.17) es valida en cualquier
punto deil espacio, y por lo tanto también al interior de Q, asi que se puede

escribir

E(iul)(};’): —k(? J'X(F’)E(ml)(,:') f;(”,:)df ¥ E""'(f) Fe) (122)

Q

El problema inverso puede por lo tanto ser expresado mediante la pareja de

ecuaciones integrales

EWIF) =k [xF)E ) Glrr )ar + B (F) 7 e (1.2.3q)

3

EvNr) = k2 [x(7 ) EOIE ) - GEF )ar + Ev () req (1.2.3h)

Q

Las (1.2.3) resultan ademas no lineales, porque en ellas aparece el producto
de las incognitas. A bien analizar, las (1.2.3) contienen ademas una tercera
incégnita: la regién Q ocupada por el objeto incognito, que aparece como
dominio de integracion. No obstante, ya que no se ha hecho alguna hipétesis
sobre el objeto, es siempre posible pensar que la region @ sea, por ejemplo,
un paralelepipedo de dimensiones dadas, que contiene el objeto incégnito. Si
las (1.2.3) son resueltas correctamente, dentro del dominio © asi escogido

sera posible reconstruir al objeto original inmerso en el vacio.



En el caso de configuracion cilindrica de seccion .2, las (1.2.3) se reducen

a las siguientes ecuacicnes

R M N

v

)Einm)(]jf’)d,:/' + E™ (f’) F g i) (l .2.40)

i

A R S A | Al R (A R AP X T)

Naturalmente para .z valen las mismas consideraciones hechas para Q.

La solucion del problema inverso es complicada por el hecho de que el

resulta mal puesto [apéndice A].



CAPITULO 2

LA APROXIMACION DE BORN

21 Caracteristicas de la Aproximacién de Born

Como ya es conocido del capitulo anterior, el campo eléctrico generado
desde una fuente dada que irradia en presencia de un obstaculo que ocupa
una region de espacio Q, puede ser determinado resolviendo la ecuacion

integral

E(F) =k [xF)EF ) Gl Y + E» () (2.1.1)

Q

La aproximacion de Born permite expresar el campo eléctrico que aparece
bajo el signo de la integral en la ecuacion (2.1.1} en términos de la funcion

contraste, o sea, en términos formales

EF Y= 2 (x¥F) (2.1.2)

Donde . es el operador que expresa la aproximacion de Born, por el

momento aun no especificado.

Con esta aproximacion el problema directo se vuelve

EF)=-k [4F) (W ) GEF )ar + B (7)

——
S
[

p —



La (2.1.3) permite determinar inmediatamente el campo eléctrico total £(7):
a diferencia de la formulacion exacta (2.1.1), la funcion integrando del

segundo miembro es en efecto, completamente conocida.

Tambien para el problema inverso la aproximacion de Born permite una
notable simplificacidn. En efecto, si el campo eléctrico interno que aparece
bajo el signo de la integral es expresable en términos de la funcion contraste
y del campo incidente, que es conocido, la unica incognita del problema seria

la funcion contraste. De este modo, de las dos ecuaciones (1.2.3)
EC() =k} [xF ) E™F ) GlAF )ar + () FeQ
O
F) = [ VB )Gl ) B8 reo

es suficiente la primera, que con la aproximacion de Born coincide con la
(2.1.3).

Si entonces se adopta la aproximacién de Born, la formulacion del problema

directo es exactamente el mismo que aquel del inverso.

Ahora que son evidenciadas las principales ventajas de la aproximacion de

Born es necesario explicitar la forma del operador ..



2.2 Aproximacion de Born de primer orden

Se distinguen aproximaciones de Born de diferentes 6rdenes; por este motivo
se le pone al operador .~ un superindice el cual especifica el orden.
La aproximacién de Born de primer orden consiste en expresar el campo

eléctrico que aparece bajo el signo integral en la (2.1.3) en el modo siguiente

EF )~ (2 XF)= E™ (7) (2.2.1)

Asi que, la ecuacion (2.1.3) se vuelve

B0 & [ )£ ) 6o ) ) a2a)

En el caso de configuracién cilindrica al contrario se tiene

E(7)= k) [/ e ()Gl )i+ 1 () (2.2.3)
D

Desde el punto de vista fisico, fa aproximacion de Born de primer orden
permite hacer despreciable la ‘dispersion mdultiple’ entre las varias partes del
objeto. La bondad de ia aproximacion depende de cuanto el obstaculo
modifica el campo eléctrico en la region por él ocupada, respecio a la
situacion de espacio libre. Un obstaculo dotado de tal caracteristica se dice
débil ‘dispersador’ (weak scatterer). Es intuitivo observar que un obstaculc es
un debil ‘dispersador’ si su permitividad dieléctrica no se aleja mucho de
aquella del background y si sus dimensiones no son grandes respecto a la

longitud de onda del campo incidente.

Es facil introducir los operadores B"(y) y B"(x). definidos en el modo

siguiente



BY(x) =~k [xlF ) E™ (7' )- GlFIF Jr (2.2.4)

B (x) =k, f_x(ﬁ')E_i’“ (7 )G Yo (2.2.5)

La (2.2.2) yla (2.2.3) se pueden entonces escribir
E(F)= E"(F)+ B (1)) (2.2.6)

E(7)= EX(7)+ By XF) (2.2.7)

Es importante observar que, empleando la aproximacion de Born de primer

orden, el problema inverso se vuelve lineal.
2.3  Aproximacion de Born de orden superior

La aproximacion de orden superior se obtiene a partir de aquellos de orden
inferior mediante una relacién recursiva. Por ejemplo, la aproximacion del
segundo orden consiste en expresar el campo eléctrico que aparece bajo el

signo integral de la (2.1.3) en el modo siguiente

E(F)~ EV(F)= 5 (xXr)= £ (7)+ BV (GKF) (2.3.1)

O bien, mas explicitamente

SONP) = BF) s B ()= k) [x ) E () GlAF Jar (23.2)

La aproximacion de Born de segundo orden asume por lo tanto que el campo
eléctrico ‘dispersado’ internamente en el obstaculo sea igual al campo

‘dispersado’ previsto por la aproximacién de Born de primer orden.

Consecuentemente, la (1.1.3) se vuelve



B(F)=—k fx ){ (i) -k, jy E™(F). (;(F‘ar'")df’}-é(w’)(f’+ E(7)

(2.3.3)

Razonando en modo analogo, se encuentra que para una configuracion

cilindrica la ecuacién que gobierna el scattering es

K Iy( { )~k j;« ""r,)G(F,’ri")tﬁlG(E'ﬁ')cE?Ei”‘(ﬁ)

(2.3.4)

En analogia como lo hecho en la aproximacién de primer orden, introducimos

los operadores 5% (x)y B'(x), en el modo siguiente

)=k Mﬁ’){i"“‘(; k; j/( EF) -Gl )m}(;(r’ir")&" (2.3.5)
B~ I/ { )k jr( £l C'(‘r}'\ﬁ"}lﬁ'} oriE)d (36)

La (2.3.3) y la (2.3.4) se pueden entonces escribir
E(F)= E™ (F)+ B (x}F) (2.3.7)
E(7)= E () + BR(7) (2.3.8)

Se observa que resulta

B(x)= By + BV () (2.3.9)

B (x)= B+ B(1) (2:3.10)
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Generalizando las definiciones y los razonamientos desarrollados hasta este

momento, la aproximacién de Born de orden p permite aproximar el campo

eléctrico que aparece bajo el signo integral segun la siguiente relacion
E(F)= EVE) =2 (0 )F) = E™ )+ B (2 XF) (2.3.11)

Entonces la ecuacion (2.1.3) asume la forma

Fe) =k L) ) B0 | 6l ) + Em )y s,

2]

()

S
——

Para la configuracion cilindrica se tiene

E(7)= 4 [xl ) EmE ) 8GN NG 17 ) de + £ () (2:3.13)

pil
donde los operadores B (x) y B""(y) representan, respectivamente, el

campo ‘dispersado’ en el caso tridimensional y en el caso bidimensional.

El operador B'"(y) resulta expresable mediante la composicion de B"'(y)

consigo misma por p veces, come mostrada en la formula

B (y)= B(')(X+Bm()f+B“’(X~.-1§’('](;{)))) (2.3.14)

Vale ademas la siguiente propiedad

B ()= B“’(;w g(p-U(x)) (2.3.13)

Es importante notar que, adoptando una aproximacién de Born de orden

mayor a la primera, el problema inverso vuelve a ser no lineal.



CAPIiTULO 3

METODOS ‘INEXACT-NEWTON’

3.1 El método Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es un clasico algoritmo iterativo para la

busqueda de ceros en funciones. Dada una funcién f(;) el objetivo del

algoritmo es por lo tanto determinar " tal que

fla*)=0 (3.1.1)

En cada iteracion se lineariza la funcion f(r) mediante un desarrollo en serie

de Taylor centrado en =, el cual es truncado en su primer orden y se

"

encuentra el cero de la ecuacion linearizada

j(z) = f(.z'” )+ f (1‘” )(.T -z, ) (3. i .2)

f', (.1:” )

que vale z, - . Se pone por eso

) (3.1.3)

Bajo las hipdtesis especificas del teorema siguiente, se demuestra [33] que la

sucesion {r, } , converge a la solucién ",
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Teorema. Sea f una funcion definida en el intervalo |a.b] y siempre continua, tal
que f(a)f (h)< 0 y dotada de primera y segunda derivada diferentes de cero y

de signo constante en todo (a.b). Denominado x, un punto de (a.b) tal que
£}/ (#,)>0, entonces la sucesion definida en la (3.1.3) a partir de .,

converge al unico cero de f en (a,b)

e

Figura 3.1: Método de Newton-Raphson
3.2 El método Newton-Raphson para ecuaciones funcionales

El método de Newton-Raphson puede ser ampliado también a ecuaciones
no lineales en espacios normados, ¢ sea el mismo puede ser empleado para
resolver problemas del tipo

Alp)=0 (3.2.1)

donde 4:X >Vt es un operador (en general no lineal) entre los dos

espacios normados X e ¥V, ¢pe X y 0 es el elemento nulo de Y.
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En analogia al caso escalar arriba ilustrado, se procede linearizando el
operador A4 a través del calculo del operador que mejor aproxima al operador

A4, denominado derivada de Fréchet.

Definicion. Dados los dos espacios vectoriales normados X y Y, se
considera un abierto D < X . Un operador .~ X —»Y se denomina Fréchet

— diferenciable en ¢ D Si existe un operador lineal y limitado
X oY (3.2.2)
tal que

lim ” 7 (60 M h)a 7 ((/J)- e h“ _
z

0 (3.2.3)

El operador . ./ se denomina derivada de Fréchet de . / en ¢, .
Luego, para cada iteracion se resuelve Ja ecuacién lineal

Aq)n + A’m,, (golffl - gl)”): O (3'24)

Determinando  asi ¢, =¢, - 4,'4p,. Bajo oportunas condiciones,
especificadas en el teorema siguiente, la sucesion de funciones {gp, |
converge a la solucién exacta del problema (3.2.1).

Un resultado clasico sobre la convergencia del método de Newton es el
siguiente [18].

Teorema (Newton - Kantorovich). Sean X y Y dos espacios de Banach,
Dc X un subconjunto convexo y se suponga que A:Dc X -»Y sea

continuamente Fréchet — diferenciable en D con una derivada de Fréchet
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A, invertible para cualquier punto inicial ¢, € D. Sean ademaés verificadas

las siguientes condiciones

4, ) o) < (3.2.5)
N‘% - AW“ <y -4 Py eD (3.2.6)
h, = ay’ (Aw )4” < % (3.2.7)

1oyl 2h, (3.2.8)

Blpyp)c D py =t

Al

Entonces, introducida la sucesion {p,} de Newton
A;,.‘ A, = —A(Q’A )

Do =Py AP, (3'2-9)

se verifica que
(i) (A;M )’1 es invertible para cada ke N .
(i) La sucesion {p,} es bien definida con ¢, € B(p,.p,) ¥

.

lim o, =¢

il v
con ¢' e E((p(,.po) e A(@‘):O.
(iii) La convergencia a ¢ de la sucesion {p, } es cuadrética.
(iv) La solucién ¢ de A(p)=0 es dnica en
I+ ./1-2h,

1)

E((/’tlvpo)U(DmE(@mEo)) Py =
7
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3.3 Maétodos del tipo “Inexact-Newton”

Es conocido del apéndice A que, bajo oportunas hipotesis, la linearizacion de
una ecuacién mal puesta es todavia mal puesta. En consecuencia, no es
posible resolver un problema mal puesto con el método de Newton, que no

es un método de regularizacién.

Para obviar este problema es posible emplear un método de la clase
‘Inexact-Newton', el cual esta en grado de encontrar soluciones
reqularizadas de una dada ecuacién.

Los métodos del tipo ‘Inexact-Newton’ difieren del método de Newton
anteriormente expuesto por el hecho de que a cada iteracién la ecuacion
linearizada no es resuelta de manera exacta, como lo sugiere el término

‘inexact’, por lo cual es solamente aproximada.

Para resolver la ecuacién linearizada en modo ‘inexacto’ es posible emplear
diferentes algoritmos de regularizacién, entre los cuales los mas conocidos
son el Tikhonov y los métodos basados sobre la descomposicidén en valores
singulares (SVD).

Por ejemplo, el basado en el método de Tikhonov es el algoritmo de

Levenberg-Marquardt que consiste en la sucesién
| . -1 .
gonH = qD” - [Aw" A(,n,, +a111] AWHA(DN (331)
siendo «, el parametro de regularizacion a la iteracion n-ésima e / el

operador identidad.

Otro metodo del tipo Inexact-Newton es el método de Landweber para

operadores no lineales, en el cual

Puu =0, —A; Ap, (332)
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En esta tesis se hara uso de una generalizacién del método de Landweber

que permite resolver la ecuacion linearizada A4¢, + 4, (p,., -@,)=0 con el

método de Landweber para operadores lineales con un numero finito de

pasos.

El algoritmo de Landweber’ es un método iterativo que converge, cuando el
numero de iteraciones tiende al infinito, a la solucidén exacta de una ecuacién
lineal. Si el numero de iteracién es finito, el método encuentra una solucién

aproximada y regularizada de la ecuacion.

El método de Landweber es particularmente apropiado para sistemas
lineales con un elevado nimero de ecuaciones y nos brinda también éptimos
resultados en términos de filtraje del ruido.

El algoritmo de tipo Inexact-Newton para la solucién de la ecuacién no lineal

(3.2.1) se puede resumir en la siguiente secuencia de pasos

1. ne0;

2. Se escoge un valor inicial ¢, ;
3. Se calcula la derivada de Fréchet 4, del operador 4 en ¢, :

4. Se aproxima la solucién de la ecuacién lineal 4¢, + 4, (h)=0 , por medio
de un numero finito de pasos del método de Landweber en la incégnita #;

S. 9, <o +h

6. nen+l;

7. Si la condicion de parada es verificada se termina el algoritmo, de otro
modo se retorna ai paso 3.

I ; . . . .
De aqui en adelante, si no se espeeifica lo contrario. cuando sc trate del método de Landweber. se To
hara con aquel generalizado para operadores lineales.



La condicién de parada (stopping rule) es un criterio, necesario para
cualquier algoritmo iterativo, el cual establece cuando interrumpir al algoritmo
una vez que se ha logrado un resultado satisfactorio. Aungque existan
posibles elecciones mas sofisticadas, en esta tesis el algoritmo se

interrumpira cuando se logra un numero di iteraciones prefijado # o}

max

cuando, fijado un nimero r, se tiene

|

<r (3.3.3)

q)nﬂ - (pn

Puesto que se habia explicado anteriormente de que Landweber es un
método iterativo, el algoritmo del tipo Inexact-Newton propuesto es
compuesto de dos ciclos: un ciclo externo, a cada iteracién del cual se
lineariza el operador A4, y un ciclo interno, mediante el cual se determina una

solucion regularizada de la ecuacion linearizada.

3.4 El método Landweber
El metodo de Landweber fue introducido en 1951 [19] para resolver
ecuaciones con integrales. El mismo resuelve iterativamente una ecuacion

lineal del tipo

Jor=y (3.4.1)

donde /:X Y es un operador lineal compacto entre dos espacios de
Hilbert X y Y, individuandoles la pseudo-solucion +*, que , como es dado,

si ye R(.~ )® R(.~ ), satisface la asi llamada forma normal de la (3.4.1)

*

St r= sy (3.4.2)
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Al método de Landweber se le puede sacar provecho transformando la
(3.4.2) en un problema di busqueda de punto fijo de un oportuno operador.

Es inmediato entonces reconocer que el problema

v=T()=2x+p 7" (y- 7 z) (3.4.3)

con S <k, es equivalente al problema expresado de la (3.4.2).
Aplicando la clasica iteracion para la busqueda del punto fijo de la (3.4.3),

escogiendo z, € X arbitrariamente, se construye la sucesion

I = T(-I'L ) =x, F 9% "(.); -/ ‘I‘L) ke N (3_4.4)

Es de fundamental importancia establecer si y bajo gue hipétesis la sucesién
(3.4.4) converge a la pseudo-solucién 17 . A tal fin, se recuerda que, dado el
sistema singular {1,:¢,;v,} del operador compacto - , la pseudo-solucion,
en el caso de que exista, es expresable como una combinacién lineal de los

autovalores {p, | del operador '/ ~

_ o ]
2= Z—* (}J,U” )qf)” (3.4.5)

n=1 ,u,,

La (B.9) del apéndice nos brinda

7 0=3 u o0,

n=1

Y@ e X y por consiguiente

’ ' 4 ‘TL = Zlun (‘I.k ’(01:).‘/ *Un = 21[13 ("Ilk 3([)11 )gﬂ" (346)

n=| n=l1

Ademas, ya que los {v, | son una base para N(A’)J . 8€ puede escribir
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3]

v=yu,(no, ), (3.4.7)

n=1

Y por consiguiente

o0

y ‘,V = Z(y' U")”/ *Un = Z/u" (}',U“ )q)" (348)

n=1 n=|

Sustituyendo la (3.4.6) y la (3.4.8) en la (3.4.4), se obtiene

Ly = 'rk + 52 ‘Uj (‘rk ,(/7,, }pn + ﬁz /un (.y' U” )q)n (34'9)
n=1 n=\
Multiplicando escalarmente para ¢, =1.2.... la (3.4.9), se obtiene, siendo
((D”.gf)/): 5/L/’
("ﬁm P, ): (-rk -9, X] - /B,H,Z )+ B, (WJV; ) (3-4-]0)

Observando que, para j =1.2,...
(0.0, )= (eoup 1= B2 )+ e, (o))
(2.0, )= o N~ B2 )+ B, (w0, )=
= (0 =82 + e, (o N- B )+ o, o)
(3.4.11)

-1 g2 )

(-n#’;)z (200, X1 - P, )+ P, (n v; )W =
= ('2:()*¢;X] - Bﬂ/z)* +#L(}"'U/I] —(] - ﬁvuf)l\]

Con el fin de que la sucesién (.z'k,goj) sea no divergente, debe ser
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- <1 j=12... (3.4.12)
O sea

—l<1=pul <1 j=12.. (3.4.13)

De la (3.4.13) sigue inmediatamente, para los ; tales que yf #0

0<f< 2

z
I

(3.4.14)

y por {o cual debe ser
2

0 3.4.15
) -

Para los valores de j en correspondencia de los cuales ,uf =0, con el fin de

garantizar la convergencia es suficiente escoger ., de modo que para tales

valores resulte

(20,00, )=0 (3.4.16)

Ya que la eleccion de », =0 garantiza el cumplimiento de estas condiciones
y simplifica el método, sera siempre adoptada. Se observa después que

sup, {yf}: N siendo |1l 1a norma espectral.

Entonces, si 0< f < 2‘, y x, =0, se tiene

P

5

lim (Jrk,goj):;l—(y,uj) (3.4.]7)

:{/zlf»o:
!

Confrontando este resultado con la (3.4.5), se concluye entonces que, bajo

las hipotesis vistas, el método de Landweber converge a la pseudo-solucion

de la ecuacién (3.4.1).
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Es util considerar el caso en el cual el numero de iteraciones & sea finito. A

tal fin se considera (3.4.11), asumiendo para la simplicidad que sea 1, = 0.

Se tiene

(.0 (y, {1 - } =12 (3.4.18)

Se considera el efecto de tal fruncamiento sobre los términos para los cuales

pf es ‘cercano’ a cero, responsables de la mal posicion del problema. Para
* ‘pequefo’ se puede escribir
(- g = (-kpe) (3.4.19)
y por consiguiente

(.z‘k,g/),)z /?,B/u/(y,uf) (3.4.20)

La (3.4.20) nos dice que, empleando solamente un ndmero finito de pasos, €l
peso de las componentes de la solucidén a lo largo de los autovectores con

4, ‘pequerio’ no viene amplificado.

Por este motivo el algoritmo de Landweber truncado a la iteraciéon k -ésima

es un algoritmo de regularizacién. Ademas la cantidad « = 7 juega el rol de

parémetro di regularizacién. En efecto si k - (a —0), no se tiene
atenuacién de las componentes a lo largo de los autovectores asociados a

los valores singulares mas pequefios; viceversa, si k es bajo se tiene una

solucién regularizada, pero mas distante de la pseudo-solucién exacta.

A la luz de las observaciones hechas, es posible interpretar el aigoritmo de

Landweber truncado (al igual que otros aigoritmos de reguiarizacion) como
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un filtro en el espacio de los autovectores {p, }, que atenta las componentes

n

a lo largo de los autovectores correspondientes a valores singulares

‘pequenos’.

Observando que la solucion a la iteracién (k +1) del método se puede escribir

como un polinomio en el modo siguiente
k+1

T, = [)’i(l gty o pst o | (3.4.21)

n=l

se deduce que el algoritmo de Landweber pertenece a la clase de los

métodos de Kryiov. En efecto si se escoge para simplicidad 2, =0, 2, es

expresable mediante un polinomio de grado & respectoa "/ , o bien
r,= ¥ (3.4.22)

con /, = ﬂi (I -B )i " . La (3.4.22) permite ademas de concluir que

n=|

el meétodo de Landweber es un método lineal def regularizacion.
El método de Landweber puede ser visto también como un método para
individuar el punto minimo del operador convexo

2
2

(3.4.23)

H(J:): %” Vox-y
considerando que v 'y- "/ a =-VH(z,), siendo |[.|, la norma

euclidiana.

Es interesante hacer notar que, sobre Ia base de la (4.4.21), la sucesion que
define al método Inexact-Newton con (k+1) iteraciones internas, puede

escribirse en la forma
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& .
O =00 - BN -pAC A4, ) 4, Alp,) (3.4.24)
i=l

Teniendo seleccionado el elemento nulo como primer términgo de la sucesion
de Landweber.

La sucesion (3.4.24) define el método de Landweber generalizado que sera

estudiado en esta tesis.

El mismo goza de las siguientes propiedades [12]

. En ausencia de ruido, para n — o, la sucesion (3.4.24) converge a la
solucion exacta (convergenciay,

. En presencia de ruido de entidad inferior a ¢, hasta a la iteracion
externa r(5)-ésima, la sucesién (3.4.24) se ‘acerca’ a la solucion
exacta (semiconvergencia),

. El método de Landweber generalizado es un método de

regularizacion.

Es particularmente interesante el resultado relativo a la semiconvergencia. él
mismo afirma que en presencia de ruido es posible que la sucesidon
inicialmente tienda a acercarse a la solucion exacta, para después divergir.
Este fendbmeno es fundamental para definir una stopping rule eficaz para el
método.

La ventaja del método (3.4.24) respecto al método de Landweber para

operadores no lineales consiste en el hecho de que el mismo converge mas
rapidamente (en términos de iteraciones externas). Esta propiedad tiene una
importancia practica notable, puesto que frecuentemente el calculo de la
derivada de Fréchet de un operador es una cperacién tediosa, se tiene sin

embargo que el método de Landweber puede ser aplicado en modo eficiente.



El numero de iteraciones internas depende del nivel del ruido y del grado de
no linealidad del operador 42 En particular se demuestra que & debe
disminuir al aumentar del nivel de no linealidad y de la entidad de ruido. Esta
afirmacién es del todo razonable si se piensa que % juega el rol de parametro

de regularizacion en el método de Landweber para operadores lineales.

Observacion

Para utilizar el método de Landweber es requerido conocer el maximo valor
singular de - , con el fin de determinar el intervalo de valores que el
parametro S puede asumir a fin de que sea garantizada la convergencia.

El uso del método dentro de un programa de calculo requiere obviamente la
discretizacion de la (3.4.1), asi que el operador .~ resulta representado de

unamatriz L.,y «+ y y de dos valores x y v.
Para conocer el maximo valor singular g, =max, {u, } de la matriz L es

necesario determinar el autovalor maximo 4, - max, {4, }de la matriz 'L,

max

ya que

i, =JA, (3.4.26)

Para aplicar con éxito el método de Landweber tiene crucial importancia la
capacidad de calcular de manera mas eficiente el posible autovalor maximo
de una matriz.

? I3l grado de no lincalidad de un operador A en D es ligado a la distancia entre A 'y su tinearizacion. L
nivel de no lincalidad puede ser medido evaluando la cantidad 77 > 0 tal que

IA(p.) - Alp))- 4,(0; -0, ) < n]4lp,)- Alp,)| (3.4.25)

V(p,,goz € D. Si 77 ¢s "pequeiio”, A se dice “débilmente’ no lineal, *fuertemente™ no lincal de otro modo.
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3.41 Método de las potencias para el calculo del autovalor maximo de

una matriz

El calculo de los autovalores {4, }de una matriz A, nxn. es generaimente un

probiema complejo. Si, no obstante se desea conocer solamente el autovalor
de modulo maximo (0 minimo), se tendra a un problema notablemente
simplificado.

El método de las potencias, ilustrado en el siguiente teorema, es un método

iterativo para el calculo del modulo del autovalor maximo de una matriz.

Teorema (Método de las potencias). Sea A una matriz nxn dotada de un
sistema completo de auftovectores x,.x,,..x,. Sean A.4,,...4, los

correspondientes autovalores y sean r los autovalores de modulo maximo

1], 0 sea se tenga

A =idl=

A

:...:[/1,,[>

A’Hi

2.2 |4 (3.4.27)

- Bajo tales hipotesis, escogido un cualquier vector z,<R" que tenga
componente no nula en el auto espacio de 4,.ie{l.2,...,r}, la sucesién {,},

definida en el modo siguiente

z, = Az,
)
Az
[, = (3.4.28)
Zy 24
para k — =, converge a|A|.
Demostracion. Ya que, por hipotesis, los autovectores x,.x,...x,

constituyen un conjunto completo, el vector z, puede ser expresado como

una combinacion lineal por medio de los coeficientes {«,}, o sea
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+ota (3.4.29)

il b 7t

Ty = OOX bt a, X +a X

La hipotesis que z, tenga una componente no nula en el auio espacio de
A,ie{l,2,....r}, implica que sea

vEa X, to.ta,x, #0 (3.4.30)

Observando que, para k =1.2,....resulta

z, =Az, = Az, =..= A"z, (3.4.31)
usando la (3.4.29) y la (3.4.30), se obtiene

— 4F Y=
z, = A (a:lxl ot a X, ta, X, fet anxn)-

=A v+ a,, x,, t..ra,x,) (3.4.32)

rl el nn

y, por la propiedad distributiva del producto entre matrices y vectores, se

tiene

z, = At a, AN, ot a, AN (3.4.33)

Ya que después Ax, = A,x, = A'x; = 2'x; j=12,...n, sigue que

o= Ay e, A X, e, A (3.4.34)

FE R 2 el 23| ntnn

Av=a A%, +.. o A'x, =

A
=a, X, t..ta, A X, =

r’rttr

& A A A '
=« —‘—} X, +...+a{ ’] X, (3.4.35)
ol i

0 sea, puesto
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w:al(%JAx[ +...+a,(%"~]kx, (3.4.36)

Se tiene
Av=|A'w (3.4.37)
se observa que
v£O0=>w 0 (3.4.38)

Metiendo junto los valores obtenidos, se obtiene
ALY 2,
z, :lllk(w +a,+l( ’:{l‘} X, +...+a”(l~/{'—]j x”] (3.4.39)

Multiplicando a la izquierda de la (3.4.39) para z, , se obtiene

k k
ST RO [ N R

Ademas, observando que
Az, =z, (3.4.41)

por la (3.4.39), se saca provecho que

k+1 k41
Az, =z, —MM[W +a,+l(TZ‘J X, +...+a,,{‘%] X“J (3.4.42)

2, Az, = |/1

i+l A+l
k+'(zlw+a,+[[%] sz,+,+...+a”[l%ﬁJ zj,x”J (3.4.43)

La sucesion
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k k
& " A A
zA'w+a,+, rel ZZX;-H*"-“LQ,, - zlx,,
A 4]

<1, converge, cuando k>, a |i. La velocidad de la

(3.4.44)

r+l

1A

siendo

k
, . A .
convergencia depende de la rapidez de las ( ’*‘J con las cuales tiende a

1A

ceropara k — .

Si acaso, como en el caso en examen, la matriz A sea hermetiana, o sea se
tenga 4" =4, el método de las potencias converge mas rapidamente en
comparacion a una matriz geneérica.

Se observa antes que nada que, del algebra lineal, se sabe que los
autovalores de una matriz hermetiana son todos reales y sus autovalores son
ortogonales y constituyen por lo tanto siempre un conjunto completo.
Escogiendo por lo tanto una base completa de autovectores ortogonales,
resulta

_W[WIM 3 []&ﬂ] (.445)

k k+l
, ‘ SN A . " A
z, Az, =z z,,, —/12"”{\\/1 + Z a/(lj—l] x_i' [w+ Z a,(m] X, =

j=r+l



40

2k+1
2+l T .
wiwt Y a/{j’] XX, (3.4.46)

De consecuencia, la rapidez de convergencia, para k — «, de la sucesion

2’ 2k+1 A 2k+1
T r+1 i " 7
w W+ar+]{]l. ) XHIXHI+...+CI”[ /1]] X”X”

i 2% 2%
Tk Tk T ﬂ’r-#l i /q'n i
Wow o, [;1’ XeaXpp Tt @, l/il XXy,

(3.4.47)

2k 4
es gobernada por el término HX‘ J , en lugar del termino ["1/{‘ ) A
/

Un punto de fuerza del método de las potencias es seguramente la

simplicidad: el mismo requiere en efecto solamente productos matriz vector vy,
siendo recursivo, puede ser utilizado en modo eficiente dentro de un

programa de calculo.

Esto se le suma entonces al método de Landweber el cual requiere la
determinacion del maximo modulo de los autovalores de una matriz
hermetiana, asi que la rapidez de convergencia del algoritmo resulta
notablemente elevada.

El teorema requiere sin embargo que el vector de partida -, tenga una

componente no nula sobre el auto espacio del autovalor 4,, cosa que no

puede ser garantizada en modo simple. Este problema pierde, sin embargo

importancia por el hecho de gque los inevitables errores de truncamiento de
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las computadoras llevan, en el curso de las iteraciones, de todas maneras al

algoritmo a converger a |4|.

Con el fin de evaluar la bondad y la rapidez de convergencia del método para
la estima del autovalor maximo, han sido ejecutados algunos ejemplos
numeéricos, reportados en seguida.

. ] n -
En todos los casos se ha escogido z, :——Z’:‘e‘ , donde ¢, es el i-ésimo

n

elemento de la base canonica de R".

Se considera la matriz hermetiana de elementos complejos

2.6575 1.351441.0719/ 2.8018+0.3276/ 1.4661+ 0.7490;

1.3514-1.0719i 2.1457 2.2245-1.2796i 1.7986 - 0.6747i

T12.8018- 03276/ 2.2245+1.2796i 3.9123 2.3531+0.1610i

1.4661—0.7490i 1.7986+0.6747; 2.3531-0.1610i 2.1897 J
(3.4.48)

Los autovalores de tales matrices encontrados por el algoritmo utilizado en
Matlab, son

A, =9.4579851482303
A, =1.0656479261945
2, = 0.0066703835680
A, =0.3748389856856 (3.4.49)

La tabla siguiente muestra ia estima brindada por el método de las potencias

al variar del numero de iteraciones efectuadas



42

| #iter [ 4,

1 | 9.4564247590890
2 9.4579712259072
3 9.4579849807410
4 9.4579851461186
5 9.4579851482035
'6  |9.4579851482300
7 9.4579851482303
8 9.4579851482303
9 9.4579851482303
% 9.4579851482303

Tabla I. Estima brindada por el método de las potencias

al variar el nimero de iteraciones efectuadas

Como se puede observar, la aproximacién es optima ya después de pocas

iteraciones: a la séptima iteracion, el error absoluto es inferiora 107",

Han sido efectuadas numerosas otras pruebas, en particular con matrices de
grandes dimensiones. Por ejemplo, se ha aplicado el método a una matriz
500 x 500 con autovalor de modulo maximo A, =1.252718488074431-10°; la
estima brindada por el método de las potencias después de 10 iteraciones es

Ay =1.252718488074431-10° — j5.459646538661149-107"

en optimo acuerdo con el resultado ‘correcto’.

Ademas se ha probado a aplicar el método a una matriz hermetiana con mas
autovalores de modulo maximo.
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1 0 0 0 0
0 3.5 0 0 0
A=| 0 0 35 0 0 (3.4.50)
0 0 0 -35 0
0 0 0 -2.7
En los cuales los autovalores son, obviamente
A, =35
A, =35
A, =-3.5
A, ==2.7
L =1 (3.4.49)

Los autovalores de orden maximo son tres. Después de 10 iteraciones, el
método de las potencias ha dado como resultado
1,, = 3.49868643193286

Si bien levemente peor de los otros casos, para nuestros fines el resuitado es
del todo satisfaciente. Por este motivo en el cddigo de calculo se ha escogido
para ia aplicacion del método Inexact-Newton con la aproximacién de Born 5
iteraciones y para la aplicacion del meétodo Inexact-Newton con la
formulaciéon exacta 30 iteraciones. lLas cuales seran revisadas a

continuacion.
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3.5 Aplicacion del método ‘Inexact-Newton’ al problema de Scattering

Inverso cilindrico con la Aproximacién de Born

Como es de conocimiento del capitulo precedente, empleando Ia
aproximacion de Born de orden p, el problema de la dispersién puede ser

expresado en forma compacta mediante la siguiente ecuacion

B (. Er)= B (3.5.1)

donde el operador B puede ser escrito, para p >2
By £ N7) = BV 2 NE) - k2 [ B (2 Yo YR 1
¥

(3.5.2)

Para poder aplicar el método ‘Inexact Newton’ es necesario disponer de la

derivada de Fréchet del operador B respecto a la funcién y .

Para p =1, por la linearidad de B“’(lﬁ E) respecto a y, se tiene

By 4 h E7 )= BO 3. £7 X7 ) = BV E™ X)) (3.5.3)

y por lo tanto
8B Y= 80 £ ) =k [ e (ol 1 (354)

Para p >2 al contrario se tiene

BV v m B N7 )= BY (g + h EXXE ) k2 [(r+ e Bz v mo b X Yol 1 b,
(3.5.5)
Ya que

k,)j[;{Jth Wy £ NG | F =
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-kl [ B o N o B, ) o ol 17 e

| N3 (e b X )+ B, Y ool 17 e+
R0 0 T R O O S TR T
= k! [l (B o e )+ B,k Yo o 17 v +
<K [ £ N )6l 17, ol (35.6)

sigue que

By + b, £2 Y7 )= By, B XE )+ BO(m E7 Y7 )+

[l N e o ), e e 17+
K jh By, £ X )G 7 e+ ol (3.5.9)

y, por la (3.5.2),
BY(y+ b E" N7 )= BO(h E X7 )+ BY (7, E7 )7 )+

4 [k, Y il 17
LA N A AT TR T (658

Se concluye por lo tanto

B, £ Y7 ) = B B X7 ) &7 [ )8, £ N )G 1 7 e+

2

—k} fh By, E7 Wi VG 17 (3.5.9)



46

En la iteracién j-ésima del método, se requiere por lo tanto resolver la

ecuacién mal puesta

8, "n )= £ - By B (3.5.10)

mediante el método de Landweber, donde la incognita es la funcion 4.

3.5.14 Formulacion multivista

En la practica, con el fin de disponer de una mayor informacién, se ilumina al
objeto con mas fuentes y se calcula después la solucién teniendo en cuenta
todos los datos obtenidos contemporanea-mente.

Suponga ahora de iluminar la regién .z con S diversas fuentes y sea L" el
campo eléctrico al exterior del objeto producido por la fuente s-ésima.
Denominado £ el campo eléctrico incidente debido a la fuente s-ésima,
empleando una aproximacién de Born de orden p, subsisten obviamente las
siguientes relaciones

EW g

B(p)(x, E;'I)
B(p)(ls E;'Z): E:(Z) _ Efl

By, £:5)= £ - g (3.5.11)
que constituyen un sistema de ecuaciones con integrales ‘sobredeterminado’

en la dnica incognita y. El sistema (3.5.11) puede ser puesto en forma

compacta mediante la siguiente escritura
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Fki,.l Eil) - Ei'
‘2 (2} g2
B(P) E_:Z - E: ) E: (35 |2)
E/ S Eix) ~E
0 bien, equivalente
B(P)J(/,y): EEl) _ Ei]
B (yy=EP - £
B (y)= EY — £ (3.5.13)

habiendo indicado con el superindice s ia dependencia del operador de Ia
fuente.

El método de tipo Inexact-Newton va entonces aplicado a las ecuaciones
(3.5.13).

3.5.2 Discretizacién del problema

Para utilizar el método descrito dentro de en un programa de calcuio, es
necesario discretizar las ecuaciones del modelo; en particular se necesita

determinar la forma discreta de los operadores que aparecen en la (3.5.10).

Se considera el caso en el cual son presentes S > 1 fuentes y son disponibies
los valores del campo producido por cualquier fuente en M puntos.

Sean entonces {r“ },m =1,..., M, los puntos en los cuales se mide el campo

m
eléctrico producido por la s-ésima fuente. Se particiona después el dominic

Z en N subdominios rectangulares .27, cada uno con baricentro r, .
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Se considera que resulta

1 L (3.5.14)

B( pls

para conocer la derivada de Fréchet de B"™ es suficiente conocer las
derivadas de Fréchet de los operadores B®*. Ya que los operadores B"*" y
sus derivadas de Fréchet son definidos en modo recursivo, es oportuno
considerar en detalle la discretizacidn del problema del caso de la
aproximacién de Born de primero y segundo orden.

Para no alterar la notacién, de ahora en adelante sera sobreentendido el

subindice ¢ del vector posicion.

Discretizacionenel casop =1

El operador B!" es tal que

BU(hX7)= BV (hXF) (3.5.15)
con
OXF) = ;] jh (7 JGlF | F dr (3.5.16)
Porlo tanto, para s=1,....S y m=1,..., M, se tiene

B ()i )= 42 f” e 7 G | F (3.5.17)

Si el nimero de subdominios N en el cual es dividido el nimero de .2 es

suficientemente elevado, se puede suponer con buena aproximacion que la
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funcion 4 y el campo eléctrico incidente que aparecen en el segundo

miembro de la (3.5.17) sean constantes al interior de cada subdominio y que

sea
2Py =) red n=1..N (3.5.18)
E™(r)=E™"(r,) reZ n=1,..N
con s=1,....,5 . En esta hipétesis la (3.5.17) se convierte en
b (E )= k2 A D e (3.5.19)
n=1l ,
con m=1... .My s=1,...5.
Se definen G, s=1...., S las matrices de M x N elementos

Gorn =K J.G S \F (3.5.20)

2,

n

Se observa que la integral que aparece en el segundo miembro de la (3.5.20)

puede ser calculado analiticamente suponiendo que el subdominio .27 sea no

. . . [ 4 : ,
rectangular sino circular de radio a = -y por lo tanto de la misma area A,
7 .
del subdominio .7 [32]. Se tiene, para m=1,....M , n=1,...,N, s=1...,S

M~ nkal(kha Ok, 7

—k] j(,

donde J, es la funcion de Bessel de la primer especie y de primer orden y
H' es la funcion de Hankel de la segunda especie de orden cero.

La (3.5.19) se escribe entonces
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N )= -k B () (3:5.22)

n=1

con m=1.... M ys=1.." S.

Introduciendo el vector numérico

h=| (3.5.23)

y S diferentes matrices diagonales N x N dadas

ECFEY 00 0
Eow = vk (?) ! s=1...8 (3.5.24)
0 o Er()

es inmediato concluir que la matriz B8"“"que representa al operador B

cuando el campo es generado por la fuente s-ésima, vale

B = e s=1,....8 (3.5.25)

d;u;\

La (3.5.25) permite deducir inmediatamente la forma discreta del operador

BY . Denominada B""" la matriz que representa al operador 8" cuando el
obstaculo es irradiado por la fuente s-ésima y se desea evaluar el campo

‘dispersado’ en los puntos de medicidn, resuita

B(l).\'.ul’f — (T e s=1..... S (3526)

diay
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Discretizacionenelcasop =2

El operador B'*) es tal que

BRXi) = BU(RYF )~ k; ’_[I(F')Bm(h)(?b(:? M+
~k; ’f_h(?')B“)(z)(F')G(F % (3.5.27)

0 sea, mas explicitamente

By (hKr) = -k; ‘_[h(F')E_l”‘““ (F')G(; ‘ ,:')J,;' n
-k lz(?{- 6 e e Xl f")z/?}c;(f P M+ (3.5.28)

27

8 [ Gl 1 o

Para r =7 se tiene por consiguiente

BN )= & [ (ol 7 )+
i Z(F{‘ (3 o )t f")C'flG(f,,; W (3.5.29)

F2

-k [l {" b [ ol | f-')d;}(;(;”; [P

Si el niumero de subdominios N en el cual es dividido el niumero .2 es
suficientemente elevado, se puede todavia suponer que la funcién contraste

7(F) y el campo incidente E™ (r ) sean constantes en cada subdominio y

que sea



N
)

2(r)=x0r) red n=L..N (3.5.30)

con v=1,....5. Con estas asunciones se puede escribir

N )= kY A EN ) [G
7

n:l

. kiiz(i)’ j[~ KA )E G ol 1 b kb 65

=i g

KD ) j{— Y ) G 6 17 Pf‘}“(’m 7k

Haciendo ademas la aproximacion

j(;(;'g;")df”zjc;(mf”),/f” red n=l... N (3.5.32)

se llega a la expresion

N

BN i )= 42 S JE () [l 17 +
Fr3

n=t

-k,fiz(ﬁ) j{ k,’ihrk Er (F '[’(Ellf“)r[f"}(rm{r)rﬁ# (3.5.33)

n=| Wl k=1 2]
e j{ kfiz? Er () [G 17 e }C(F"; 3%
n=1 bl k=1 73
para y=1,....Sym=1,.... M

Se observa que, también en este caso, las integrales que aparecen en el

segundo miembro de la (3.5.33) pueden ser calculados analiticamente
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. . . L . . A
mediante integracién sobre el dominio circular equivalente de radio a =,|—

/4
[32]. En analogia ala (3.5.21) se tiene, para n=1,....N
J 2) _
~ Lk, al (k,a)H D (k,a)-1 sek=n
& ol 17 ]2 h (3.5.34)

7 zﬂka./(kaH W7, -7l sek =

donde J, es la funcion de Bessel de primer especie y de primer orden y H(‘f)

y H,‘” son las funciones de Hankel de segunda especie de orden cero y uno
respectivamente.

Se definen ;"' la matrizde N x N elementos dados de
oy =—k; [Gl7, |7 (35.35)
7

De la definicidon, se deduce que la matriz G™ es simétrica. La (3.5.33) se

rescribe entonces como

N N
2 ), lfl( 5 Cu\t /m K -' |n| s.ext
hX m ) m n o Z n (Z h rk /c nk ]gm.n +
1

=l

A N
MY S 2 e o (5:536)
=l 1

para s=1,....Se m=1,.... M

Sacar provecho de la forma discreta del operador lineal Bﬁ” significa

determinar una matriz M x N el la cual multiplicada por el vector h sea igual

al segundo miembro de la (3.5.36).



Denominada B! tal matriz y ij,,’,f‘“"’ sus elementos, debe por lo tanto

resultar s =1,..... Sym=1....M,

#=1 n=]

ine.s - ml xext
Z ZZ rA E Jgnm

Desarrollando el segundo miembro se obtiene

N N
et (= _ BICS g $5.8X1 . Nt g 8,001
ZB)/”' " h(rn)4 Z[E: mn +ZZ rk E ( Angm,k

n=1 n=1 k=1

3 e )g:r:g;,,:'} 7

Yaque G™ es simétrica, se saca provecho

> B ZPW‘,;$+21“THW‘/ET+E“@bf

n=| n=1

Se concluye por lo tanto

A

BOL = B2 () + 2 2 G B g+ B (e
K==l
para s=1,...,. S, m=1,..., Myn=1.., N

A este punto puede ser deducido la forma discreta del operador B"

Ya que
-

BNy Er )=k Jl(fq EX () -k 2 e o 1 )L’F}O(r A
s §

7

}:B‘iu"h (7, —Zh(ﬁ,)Ei”“"gfg‘:' Z )[Zh FOE™ (7 ) )g.‘:f,‘." +

]

(3.5.37)

(3.5.38)

ﬂmm

(3.5.39)

=8 Er )k fl(ﬁ{-kf Jz(fi")E;”‘(F,")G(E'ri")a?,'}(f(a1r:')dr;‘:

Fa k2
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— Bm(l—. E;m' )B(l)(/.{, B(')(,t’.. E;’“‘ )) (3541)

Es suficiente conocer la forma B'""*" del operador B" que brinda e! campo
‘dispersado’ dentro del dominic de investigaciéon generado por la fuente s-
ésima. Siguiendo el razonamiento desarrollado en el parrafo precedente, es

simple concluir que se tiene

B(])\ it Ginl Joe § = l’ _____ Ay (3.5.42)

duag

Por lo tanto la matriz 3% que, multiplicada por el vector numérico

7(7)

x=| (3.5.43)

Nos da el vector compuesto por los valores del campo ‘dispersado’ en los

puntos de medicion

BEMY = GHVES 1 Gy G s=1...,8 (3.5.44)
donde
7)o 0
Kiaw = O I.(:f) O (3.5.45)
0 7y)

Se observa que, ya que B es un operador no lineal, la matriz depende
también de la funcion contraste.
Analogamente, con obvio significado de los simbolos, se deduce

B(Z)\'Jn( - Ga_imE.‘_m( + Gin[Z GintE‘\pmc g = 1’ ..... ? (3.5.46)

dierg diag diug
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Discretizacion en el caso general

El operador B!" es tal que

B;”)(h)(F) ') h)(r —k; J-Z )B(’ h)(r }J(r | ¥ }f
k] jh FB N Gl 7 e (35.47)

También en este caso nos interesa determinar la forma discreta del operador

lineal B}f’)-“ . Atal fin se procede como en los casos precedentes. Resulta

B (W7 )= B (e )3 [ Bl e Yo 1 7 e
B
— & [l )8 G Joley 1P (3.5.48)

Si el numero de subdominios N el cual es dividido el nimero . es
suficientemente elevado, son validas las aproximaciones (3.5.30). El
equivalente discreto del término B (h)7') es ademas ya conocido (3.5.25).

En estas hipotesis podemos ademas desarrollar las dos integrales que

aparecen en el segundo miembro de la (3.5.48). Por cuanto resguarda la

primera se tiene

-k; Iz Yl 17 = ke 3 (B (k) 7 [6l 17

=1

(3.5.49)

mn mn

y, poniendo g’V = —k/ _[(;(r |F )u’F , setiene, para s=1,....Sy m=1....M,
3



wh
-~

L ) G e -Zg,‘”,‘,’g 0 (h)7,) (3.5.50)

Fa n=1

La segunda integral se escribe

8 bl ) S k) [l 7 055

71

y por lo tanto

i [ B G Yol 17N = S g 26 B ) (3.5.52)

n=l

Se observa que B (z)r ) es el campo eléctrico ‘dispersado’ al obstaculo
2 con funcién contraste y y aproximacion de Born de orden p-1.
Aprovechando los resultados obtenidos para p=1y p=2, el mismo se le
puede aprovechar mediante la relacién recursiva

B(l”—l}\_in( =G mE\ Lane +G lelUL B p-2)s.int 5= 1’ o < (3.553)

gy

Multiplicando la matriz BY~""™ por el vector y se obtiene el campo deseado.
Para expresar la primer integral es necesario conocer todavia las cantidades
B (1)7,), que no han sido aun deducidas por 7, e 27 .

Ya que
B (h)F) = - J'h(;') F)GF | F O (3.5.54)
F
se tiene

BY(h)F )= k! J'h(,;' )E' (;)(j(?n ( F')dr" (3.5.55)

5

y, con las normales aproximaciones,
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.
BN ) =k S W e () [G U |7 (35.56)
y por lo tanto

hxrn Zgn;‘/h rk )E’" (Fl\) (3'5‘57)
k=i

La matriz B!"™" tiene por lo tanto elementos

A O (3.5.58)

Para la aproximacion de orden p, la (3.5.48) se escribe

B (h)F, )= B (17, )- &7 jz Yol (0 Yol 1 F e+
kil ) Wl 1 (5.5.59)

Para la primera de las dos integrales en el segundo miembro

e jz( N YO ) F O = -k Zz )Bir h)(ﬂ)J!G(F,,IF')W

(3.5.60)
y., siendo g, =k, IG(F,,IF')LIF', se tiene, para s=1....S y m=1..., M
~hy jl B (n)F il 17 ~Zgi,‘£zn ()7 (3.5.61)

Ademas se tiene

—k,fj!:h(?) " OWF JolE |7 ) = —k i (7B (X3 ) Gl 17

k= JZ

(3.5.62)
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y por lo tanto

2 [ (Yl 7 = St B () (.56

Por la (4.5.16) es inmediato deducir, razonando en modo analogo como ya

hecho antes, que

W(nX7,) Zgii’l (i) (3.5.64)

Teniendo cuenta de la (4.5.61), de la (4.5.63) y de la (4.5.64), la (4.5.59) s

convierte entonces

B ()7 zg[ (GE™ (2 )+ 2B (17 )+ 1 B ()3 )] (3.5.65)

Puesto que, como ya observado, B {(yX7) representa el campo
‘dispersado’ dentro del subdominio k-—esimo- y es por consiguiente
calculable siendo conocidos y y las caracteristicas de la fuente - la (3.5.65)
permite, junto a la (3.5.57), de escribir la discreta de ia derivada discreta de

Fréchet dentro del dominio.

La forma discreta B'”*** del operador no lineal B'"' puede ser obtenida
también {a misma en modo recursivo, mediante la relacion

B(p),\{(»w — chE\‘_wu + Gc.rIZ B(p»])‘\.ll\l g = 1’ ..... N (3.5.66)

diog diag

De este modo son aprovechadas todas las relaciones que permiten expresar
la forma discreta del operador B'” y su derivada de Fréchet. Son por lo tanto
obtenidas las ecuaciones que permiten escribir el codigo de calculo que

realiza el algoritmo de Inexact-Newton.
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3.6 Aplicacion del método ‘Inexact-Newton’ al problema de
Scattering Inverso con la formulacién exacta

En esta seccion es presentado otro método de solucién de problema de
dispersion inversa, todavia basado sobre el algoritmo de Inexact-Newton
descrito precedentemente. Tal método no adopta la aproximacion de Born,
pero aplica el algoritmo de tipo Inexact-Newton directamente a la pareja de

ecuaciones de integrales

O Sy v O T | R R
2

Sy

ed (3.6.1)

Jxd

B =5 ) e A E ) B )
J

Que describen en modo exacto el fenémeno de la dispersién.
No adoptando la aproximacién de Born, el campo eléctrico total en el interior
de .Z es una incognita del problema. Teniendo presente esta observacion, el

sistema de ecuaciones precedente puede ser puesto en forma compacta en

EELLU) . Eim‘ l
{ e ]:L(E("MJ (36.2)

el modo siguiente

2
0 bien, evidenciando las ‘componentes’ del operador L[ ’).

vxf T B Z
Eln g o ‘/‘(E{“"’] (3.6.3a)

E" - ’/Z(Eﬁ")] (3.6.35)
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Esta observacion simplifica el calculo de la derivada de Fréchet del operador

. . ( )
L. Indicados en efecto con % /'

firet T m(

las derivadas de Fréchet respecto a

¥ y respecto a Ej‘"" de -, i=12, la derivada de Fréchet L del operador

i

L se puede escribir

: PR
L :[ ’ //II:WJ (3.6.4)

El calculo de las derivadas de Fréchet de ./, respecto a y y respecto a Ef”"’

puede determinarse inmediatamente. Siendo en efecto

7 [Eﬁ")J(r’ ) = }iU’ J!.X(Fr ) H((JZ)(k()”FJ - f—‘;'H)Eiv"u)(P;’ )a’i'; (3.6.5)

si se consideran constantes E™) o y, el operador asume la misma
estructura del operador B" Las derivadas respecto a y y a £

recordando la (3.5.4), valen por tanto

-:/.*[ Ef‘,m,J(f,)— R L A E A | P (3.6.6a)

4 ;

(*]()—’"— [ YO ) e -7 ) (3.6.6%)

4 3

Ei célculo de '~,* puede basarse todavia sobre el resultado (3.5.4), puesto

que en

'“(EW’: )L [ )l e 6:67)

E™ (#) juega un rol de una constante; se concluye por lo tanto
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2| o )= O )G Yl - . Go)

” A
Por cuanto resguarda el calculo de ', |, se observa que ella, por

linealidad, puede ser descompuesta en el calculo de la derivada de Fréchet
respecto a E™ de los singulares términos £t y

JRe f () et (s B

T J.l’ (}“, )E( l)(r/ )Ht(\Z)(kc)“r: -k “)‘ﬁ‘

La derivada del segundo término, que tiene la misma estructura de 8", vale

r/]f‘f"“’(’_fj( _ ( VO E Pk -7 ) (3.6.9)

Recurriendo a la definicion, es inmediato deducir que la derivada de Fréchet
(m)

de £ respecto a E

r/;( “ ]( )=(- XF)+ ”"“ jE )H(Z(“”r—rn) (3.6.10)

E (int)

es el operador identidad. Concluyendo resulta

Resumiendo los resultados obtenidos, la derivada de Fréchet del operador

h '
Len el punto (Ei{‘)] aplicada al elemento [h’], puesto que p, :/(”Nf; —F “
2 N

.kz ,
y g(pl): ’j-4(L Hc‘;)(p; )s vale

L( ]( [Lh FESE ) alo Lk el

L EEE Voo e h () [ 2 W, G m{ﬁJ (3.6.11)
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En el caso del acercamiento multivista, la derivada de Fréchet de

L.dependera también de la particular fuente. Para la vista s-ésima, la

/
derivada en el punto (Ei“"]’ aplicada al elemento [}:rJ vale
z I

(a): Lhz(”x )E (‘M)( ) (pt)dr LZ(”' 1 )d;
—L—h;r("z )E:Lm E)g(pt)d’?: h,. r/) J.ﬁ pt)‘r

(3.6.12)

3.6.1 Discretizacion del problema

Como en el caso precedente, para facilitar la notacién, el subindice ¢ del
vector posicion serd sobrentendido.

Es tratado el caso en el cual son presentes § >1 fuentes y son disponibles
los valores del campo producido por cada una de las fuentes en M puntos.

5

Sean por lo tanto {r' }.m =1,...,M. los punios en los cuales se mide el campo

m
eléctrico producido por la s-ésima fuente. Se particiona después el dominio

2, cada uno de baricentro 7.

Procediendo como en el caso precedente, se desea individuar una matriz L~

L[h/( J [ ) )l Jar Lz(r 1, r)gpm)rf
ho5)) - [l E(”“ Falo)dr h, (5)- [ 2F)n, F)alp, b

| (3.6. 13)

donde p) =k,

Ao Flom=1 M, =18y p, =k[F,~Fl.n=1..N
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Si el numero de subdominios N en el cual es dividido el dominio .7 es
suficientemente elevado, se puede todavia suponer que la funcion contraste
7(F) y el campo eléctrico incidente E'™) () sean constantes en cada
subdominio, y que sea

2(F)= #(%) Fed n=1...N (3.6.14)

EM(F)=E"™"() Fed n=I..N

n

Con s =1,....5,. Hechas estas aproximaciones, es razonable asumir
h(F)=h,(F) Fed n=1I..., N (3.6.15)
h (F)=h (V) Fed n=1..N

Resulta entonces

[ VE G el <3, G B ) falos b (610

A
para m=1,..., M,y s=01L...5

m

Ya que j'gpm ¥ --J——” J'H ”r —r“d?:-kf j'G(F,_,';['r")dF', la  (3.6.16),

basandonos por la (3.5.20), se puede escribir

[, F)ES (7 gl Ja ~Zh R)ES(E gy (3.6.17)

para m=1,.. .M.,y s=1.... S.

introducido el vector numérico
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h o= (3.6.18)
h,(7.)
fijado el indice s, las M ecuaciones (3.6.17) se pueden escribir en forma
compacta
G (3.6.19)

diay X

siendo 12," definida en el modo siguiente

“dige
EFRGE) 0 e o
ﬁ(ll]l).‘\ = -
Eb < ! & %) . O (3.6.20)
0 0 EG)
procediendo en modo analogo, se saca provecho de
N
2 )8, 7 )oloy i = > n, () 2 gy (3.6.21)
k=l
Introducido el vector numérico
h,.(7)
h.o=| i (3.6.22)
h,.w (F»\)

fjado el indice s, las M ecuaciones (3.6.21) se pueden escribir en forma
compacta

G X (3.6.23)

5

Ademas se tiene
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[ F)E G g, ~Zh )£ ) j (0, )iF (3.6.24)

puesto que Ig(pn)d?":-ﬂ(j— [Pl -7 a7 =-k; [Gl7, 17 v, 12 (3.6.16),
o * 4 4

sobre la base de (3.5.35), se puede escribir

Lh ’7. (lm [)”)d— Zh r;( fimt} bl:; (36.25)

para n=1.... N,y s=1....° S.
Fijado el indice s, las N ecuaciones (3.6.25) se pueden escribir en forma
compacta

G™E;"h, (3.6.26)

diag

Sobre la base de los razonamientos hechos hasta ahora, es inmediato
reconocer que las n ecuaciones que se obtienen por la discretizaciéon del

término

b (7= [ )m,. F )alo, )i (3.627)

pueden ser puestas, para s fijado, en forma compacta como

B—G™ g (3.6.28)

.
Metiendo junto la (3.6.19), la (3.6.23), la (3.6.26) y la (3.6.28), se puede
escribir

L’s hl G - E‘(;’:L) h G Y X!./I({L' h/: N
he )\ =GmESS R b -G g,k

diag b chag "

(3.6.29)

0 sea
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' 2 G;_qu(inl).,\ G‘\\(t\‘l h )
LQ( “ J = it [?:::) ¥ win/tr{“"m“‘r ( ‘ ] (36'30)
h/z" -G Exltug‘ I-G X diag h/"'

donde / indica la matriz identidad de dimension nxn.

A este punto es inmediato observar que la matriz (M + N)x2N

(‘;‘\v”/ Et(ll:‘llL’)\ G e Z(//rl -
{ Ginl Ef(m‘l).h Ji Glm * (3‘6‘3 ])
- diay - Z iy

es la representacion discreta del operador L*, con s=1,....S.

3.6.2 Formulacion multivista

Si se utilizan S vistas, a cada iteracién externa el método inexact-Newton, se

obtienen los § sistemas lineales acoplados.

(.;LLI”E‘I/;E:;I) (-;!‘”"ld/”g [h/ )- [ Eiu.\‘l).l _ E:IJ
~int g1 {int) vin - int).
- (J ' B/’hf,gl 1 - (I l Z(Ilug h/v" E:(' [ ) '

GZJ’X’ E(i.l(l;;“) Gz\vwlu‘mg hl’ _ E.S”’)‘z - Eéz
el EQ,(mr) I— Gmlzmlw h[‘: Efinl)l

divg

G‘\‘au E(\/“{,Z,“) G.\'.a\'/zmug h} ) EEL'U’)‘.\‘ _ E:\
B Glm E‘:[[,(;,m) I— Giml,;,,,g h/,_ . Egim).,\‘

Tales sistemas se pueden recibir en forma compacta en el modo siguiente
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GUEL G, 0 0 £
- Gml Ztll}!.i;:l} I-G™ Z:im;( 0 0 h,r Eiml M
G B Eiﬂ“ ) 0 G e lmag 0 hi;‘ E.El\m 2
“GMrw 0 1=Gyy, 0 B =] B
G 0 e G | U B
-G g 0 0 e =G ES

(3.6.33)

donde EYN = plens _pes g LS.
Es interesante observar que la matriz de los coeficientes de la forma normal

del sistema (3.6.33) es una matriz a flecha de bloques hermetiana. Para

agilitar la notacion es oportuno poner

(;utl,.\‘ E{;“(,‘;l) _ A‘\‘ (3 634)
(;z'lr‘.\'zlmw — B‘\v (3.().35)
*'GimE;};Ei:“) — C"\‘ (3 636)
[_(}intldhu — D (3637)

Se conoce que la matriz D no depende de la vista.
La matriz de los coeficientes de la forma normal es por lo tanto dada por

> (A4, +CC) LB CID AB, 1 CD - AB +CLD
B4 +DC, BB +D'D 0 0
B4, +D'C, 0 BiB,+D'D - 0 (3.6.38)
BiA +DC, 0 0 B.B,+D'D

que tiene blogues no nulos solo sobre la diagonal principal y sobre la primera

fila y sobre la primera columna. Se observa que para aplicar el de Landweber
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es suficiente conocer la matriz (3.6.38) y el vector de los términos conocidos
de la forma normal, que puede ser aprovechado inmediatamente
multiplicando la matriz de los coeficientes del sistema (3.6.33) transpuesta y

compleja conjugada por el vector de los términos conocidos de la (3.6.33).

3.6.3 Analisis de los recursos requeridos

La utilizacidn del meétodo Inexact-Newton para la solucion del problema de
dispersion electrogmanética inversa en la formulacidn exacta requiere de
memorizar una cantidad enorme de datos.

El motivo de tal necesidad reside en el hecho de que las incognitas del

problema son (S + 1)V, nimero que, si se desea una resolucion elevada y se

emplea un numero significativo de vistas, es muy elevado.

Para estimar la cantidad de memoria requerida se pueden, en primer

aproximacion, considerar solamente las matrices.
La matiz G'™™ contiene N’elementos, mientras las § matrices ¢, contienen

complejamente SMN elementos.

Analizando los recursos requeridos por el método de las potencias para

obtener el extremo superior del intervalo de valores que S puede asumir
para garantizar la convergencia, la matriz de los coeficientes de la forma
normal contiene (S +1)’ N? elementos.

Si se emplean 8 bytes para representar un numero real, considerando que
todos los elementos de las matrices son nimeros complejos, son necesarios

16 bytes para memorizar las matrices y por lo tanto

16NN +SM + (s +1)' N (3.6.39)
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3.6.4 Soluciones Propuestas

Para reducir la cantidad de memoria requerida es antes que nada posibie
aprovechar la estructura a flecha de la matriz de los coeficientes de la forma
normal del sistema por resolver con el método de Landweber, que es
también hermetiana.

Razonando estas propiedades, es inmediato deducir que de tal matriz es
necesario memorizar solamente {os S +1 blogues de dimensién Nx N de la
primera fila (o de la primera columna) y los restantes S bloques diagonales

de dimension N x N . En este modo son suficiente (25 + 1)V’ elementos para

caracterizar la matriz.

Ademas es posible aprovechar el hecho de que la matriz G™ es simétrica,

asi que para ella son suficiente N?/2 elementos.

En este modo el nimero de Bytes necesaric se vuelve

161\{% +SM + (28 + I)N} (3.6.40)

Ya que tal cantidad es bastante elevada, se puede escoger de renunciar a la
posibilidad de usar puntos de medicion diferentes para cada vista. En este
modo en efecto se mantienen las ventajas del acercamiento multivista, pero
la cantidad de memoria disminuye. Si se adopta esta eleccion, en efecto, no
es necesario memorizar S matrices G distintas, pero sin embargo nos es
suficiente una sola.

Ademas los elementos diagonales de la matriz (3.6.38) llegan a ser, a partir
del segundo, todos iguales, asi que para caracterizar tal matriz son

suficientes (S +2)N’ elementos.

En este modo el numero de bytes necesario llega a ser
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mNg+M+(S+2)NJ (3.6.41)

Para S=9 N=3600, M=200 son por lo tanto necesarios
aproximadamente 2.4 GBytes.

Considerando que tal cantidad de memoria es todavia demasiada elevada,
es posible emplear este método en el ambito de una técnica de tipo multi-
zooming, en la cual se adopta inicialmente una discretizacién menos fina del
dominio, para después volverla mas fina si se es identificada la presencia del

objeto incognito.

Otra posibilidad, dada la buena capacidad reconstructiva de este método
también para ‘fuertes dispersadores’, es aquella de emplearlo para encontrar
un punto de partida para algoritmos que resuelven el problema minimizando

una funcion costo.

Sin embargo aplicar el método Inexact-Newton a la formulacion del
Scattering presenta también indudosas ventajas: antes que nada el modelo
no tiene limites de validad y brinda ias ecuaciones correctas para reconstruir

cualgquier escena.

Basandose sobre estas observaciones es posible emplear un menor numero
de fuentes y compensar la pérdida de informacion con la técnica de
frequency hopping. Tal técnica consiste en efectuar una reconstruccion a la

frecuencia £, , obteniendo una solucién y,.E£." . . EX"_ Partiendo de tal
solucién se determina una nueva solucidn invirtiendo datos obtenidos a

frecuencia £,, teniendo como resultado una solucion z,, k™) ... E-™

El procedimiento puede ser repetido un nimero de veces arbitrario.
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Ademas si se observa la expresién de la derivada de Fréchet L | se nota que
ella es mucho mas simple de calcular en comparacién de aquella que es
necesaria de aplicar en el método Inexact-Newton con la aproximacion di

Born.



CAPITULO 4

MODELOS DE MATERIALES UTILIZADOS EN LAS
APLICACIONES

En esta tesis se tomara en consideracion algunos modelos de los materiales
que actualmente son mas difundidos en las aplicaciones industriales: la
madera y el hormigoén.

4.1 Modelos con la madera
411 Caracteristicas fisicas, mecanicas y quimicas de la madera

La madera es un material sélido, natural, organico y celular. Constituido

principalmente por un compuesto quimico denominado celulosa. Ademas la
madera es muy anisétropa’.

Durante el crecimiento del arbol influyen el tipo de terreno, la altitud, el clima
de la zcna; por lo cual el espesor de los anillos no es constante y la seccion
transversal del tronco no es perfectamente regular. Ademdas la madera

presenta irregularidad en las estructuras, que son caracteristicas de cada
arbol.

| - e v . .y - . . . ~ .
Malterial ¢n el cual sus caracteristicas fisicas dificren, si se miden en dilerentes cjes de referencia.
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Existen dos tipos fundamentales de microestructuras de madera; las

maderas duras (ej. eucalipto) y las maderas dulces ‘blandas’ (gj. Pino) [11].

41.2 Caracteristicas Electromagnéticas de la madera.

Se conoce que las propiedades dieléctricas de la madera son influenciadas
por la densidad, contenido de humedad (mc), por la temperatura y por la
frecuencia de trabajo. Para muchas aplicaciones, por ejemplo el secamiento,
donde es necesario determinar la distribucion de densidad o el grado de
humedad de la madera. Estos parametros pueden ser hallados mediante

diagnostica non destructiva usando microondas [17]

La porosidad causa una disminucién en la permitividad dieléctrica, puesto
que el aire tiene una constante dieléctrica cercana a 1. Al contrario, el agua
absorbida causa un aumento de la permitividad dieléctrica.

Ademds, la frecuencia y la temperatura influyen notablemente las

propiedades electromagnéticas de la madera.

41.3 Técnicas para la medicion de permitividad dieléctrica en la

madera

Puesto que la madera es un material dieléctrico anisétropo, las relaciones

constitutivas electromagnéticas son expresadas en forma vectorial como

sigue [3].
D(F)=[£] E(F) (4.1.1)
B(rF)= u,H(7) {4.1.2)
J(7) =[] E(F) (4.1.3)

donde
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D(7} es el vector induccion eléctrica
B(F) es el vector induccion magnética

J(F) es el vector densidad de corriente eléctrica

Ademas, ¢ y ¢ son c¢antidades tensoriales que admiten la siguiente

representacion matricial:

g(//,) g(/.u) 5(1,1)
[E]:go g(/(i,) g(/e/e) g(/(/‘) (4]4)

5(:/,) E(W) 8(/1)

g(u.} g(ue) g(/,'/‘)
[5’]:(05‘0 Eguy  Ewry  E(rr) (4-1-5)

E(//,) t'3‘(‘,'17() E(’/'/ )

donde los subindices se refieren a los ejes principales del material anisotropo
y han sido indicados en la figura 4.2. la madera se considera muy
frecuentemente como material “isétropo ortogonal”, es decir que es un

material que tiene tres regiones de simetria estructurales reciprocamente
perpendiculares.

Figura 4.2: Principales ejes de la madera: L,
eje longitudinal; R, eje radial; T, eje tangencial
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Esto representa un esquema idealizado, ya que, en realidad, las propiedades
de la madera varian notablemente en funcién del radio, largo y tambien

respecto al contenido de humedad (mc).

Es aceptado generalmente que las propiedades dieléctricas de la madera no
cambian si se desfasa el E(r) en 180 en los ejes L, R y T que son los

principales ejes del campo eléctricc. De consecuencia, la permitividad
dieléctrica para las muestras de la madera usados durante los calculos es de

la siguiente forma diagonal simplificada (véase Figura 4.3).

g 0 0
[g] =g, 0 €, 0 (4.1.6)
0 ¢,

Figura 4.3: Ejes ortogonales de la madera



77

41.4 Valores de permitividad dieléctrica al variar sus principales

parametros

La siguiente tabla muestra como varian las propiedades dieléctricas de la

madera in funcién de la humedad y de la temperatura [34].

(mc) % 10 20 30 60
o 'Tlﬁ . VEIL El EIi T Ej_ 7 8; Ei 8;7 A 7Ei .
5 19 1015 25 [ 033 | 32 | 054 | 53 | 0.74 |
20 20|016| 25 | 035 | 32 | 058 53 | 0.80
T80 211017 25 | 033 | 32 | 051 | 53 | 074
90 23 018 | 26 | 029 | 32 | 045 53 | 069
T (°C) € s‘;‘ g £ 5“ £ £ €
5 241|029 | 363 | 065 | 550 | 1.21 | 9.12 | 1.55
B 20 254 0.30 | 363 | 0.73 | 550 | 1.27 | 9.12 | 1.64
T 50 267|032 363065550 | 116 | 9.12 | 1.55 |
B 90 292035 3.7ﬂ 060 | 550 | 0.99 [ 9.12 [ 1.37

Tabla Ii: Propiedades Dieléctricas de la madera

4.1.5 Madera seca del Pino

Para este modelo se utilizaran valores experimentales que han sido
obtenidos mediante otro método [37], para verificar la eficiencia del método
desarrollado en la tesis.

La siguiente tabla reporta las principales caracteristicas de la muestra de la
madera seca del pino considerado.



Forma
Dimension
Densidad
Contenido de humedad
Frecuencia de trabajo
Temperatura
Potencia di trabajo

Permitividad eléctrica

paralelogramo
9cm.x 45cm. x90 cm
441 kg/m®
12.5%
2.45 GHz
15°C
0.5 Kw
€=2.79-0.41j
£1=2.11-0.21]
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Tabla lll: Caracteristicas del modelo de pino seco.

4.1.6 Madera humeda del Pino

Asi como en el caso precedente, se consideran los valores experimentales
obtenidos en [37], donde la densidad y el contenido de humedad son

aumentados, y al contrario la temperatura ha sido disminuida.

Forma ; paralelogramo
Dimension 8.3 cm.x 8.3 cm.x50 cm
Densidad 567 kg/m®
Contenido de humedad 35.6%
Frecuencia de trabajo 2.45GHz
Temperatura ' 5°C
Potencia di trabajo | 0.5 KW
Permitividad eléctrica £4=6.18-1.27|
£.1=3.59-0.58;

Tabla IV: Caracteristicas del modelo de pino humedo.
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4.2 Modelos con Pilares de Hormigén

El hormigén del cemento Pértland (PCC) es una mezcla de cemento, agua y
agregados {4]. Gracias a su durabilidad, su bajo costo y su basta
disponibilidad, hace ya aproximadamente ciento cincuentas afios es el

material de construccion mas popular y utilizado en las infraestructuras.

La mayor parte de las carreteras y puentes sen hechos de este matenal.
Lamentablemente en la mayoria de los paises, tales infraestructuras estan
actualmente deteriorandose con una rapidez preocupante {4]. Antes de
emprender las necesarias reparaciones de una estructura en PCC, es sin
embargo fundamental evaluar con precisién sus condiciones de manera

efectivas.

Las técnicas de diagnostica no destructiva (NDT) de los materiales se
obtienen por lo tanto adaptados para este fin, puesto que son en grado de
brindar informaciones utiles sobre la estructura y la composicion de los
materiales, sin alterar el estado del material en si.

En este trabajo se consideran métodos de diagnostica no invasiva basadas
en el empleo de ondas electromagnéticas; tales técnicas nos dan una
reconstruccién (aproximada) de las caracteristicas electromagnéticas
{permitividad dieléctrica y permeabilidad magnética) del material, del cual es
posible extraer informaciones utiles, las cuales, tales como en el caso del
cemento, la presencia y la localizacion de defectos, la porosidad y el
porcentaje de agua.
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4.21 Clasificacion de pilares de Hormigén basado en su tipo de

agregado

En el caso del PCC los agregados son utilizados como relleno y ocupan entre
60y 80% del volumen total.

Los agregados pueden ser clasificados en base a su tamarno. Los agregados
mayores que 4.75 mm se denominan agregados de grano grueso y los

menores que 4.75 mm como agregados de granulado fino [21].

Los agregados tienen una significativa influencia en las propiedades fisicas
del PCC, tales como peso especifico, el coeficiente de elasticidad, la
capacidad de absorbimiento y la duracion.

Ademas las propiedades del PCC son influenciadas por la estructura y la
degradacion del agregado [30].

Entre los agregados, la grava es el mas utilizado comunmente que el granito,
él mismo ha sido seleccionado para la mayor parte de las mezclas, y es
secado en un horno a 100 °C por 24 horas antes de ser mezclado con

cemento y agua {2].

Se considerara un pilar con las caracteristicas descritas en la tabla

ri ‘Forma - | cilindrico circular |
Dimension total del pilar d=05m,h=555m.
Relacion agua/cemento (wic) 0.35
Tiempo de secado 28 dias
Grava (tamafio maximo 10 mm) 60% del volumen di
PCC
R

Tabla V Principales datos del modelo basado en su tipo de agregado.
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Segun la investigacion por la Virginia Tech, es de conocimiento que la grava
tiene una constante dieléctrica relativa aproximada de 8, mientras que la del
granito es de aproximadamente 4 [31].

Debido a que los agregados ocupan hasta el 60% del volumen del PCC, ellos

tienen un efecto significativo sobre las propiedades dieléctricas del PCC.

De esta investigacion, se determiné que la parte real de la constante
dieléctrica de la grava es significativamente mayor que la del granito dentro

del rango de frecuencias consideradas [30].

422 Clasificacion de pilares de hormigon basado por la relacion

wic

Uno de los parametros mas importantes que determina la resistencia a la
comprension del hormigon, es la relacién entre el peso de la agua y cemento
(w/c) utilizados.

La resistencia a la comprension del hormigon es generalmente el parametro
fundamental en los proyectos de estructuras en cemento armado y es
especificada en conformidad a las normativas de construccion.

In muchas aplicaciones practicas es de tanto interés conocer la resistencia
del hormigon antes de los 28 dias preescritos. Y esto se lo puede analizar
por ejemplo aplicando fuerzas de precomprensidn y aplicando cargas sobre
una estructura.

La resistencia del hormigén desminuye mientras w/c aumenta. Ademas la
relacion w/c tiene efecto sobre la variacién de resistencia del hormigén con el
tiempo [4].
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En general, se consideran modelos con w/c igual a 0.35, 0.42 y 0.5. Para ias
simulaciones se ha escogido w/c = 0.42 porque en esta relacion el cemento

sufre la hidratacion completa [22].

Los parametros del modelo utilizado son resumidos en la siguiente tabla

- Forma - Cilindrica
Dimensién total del pilar d=05m ,h=555m.
Relacién agua/cemento 042

Tiempo de secado 28 dias
Granito (maximo tamaio 10 mm) 60% del volumen PCC

Tabla VI: Principales datos sobre el modelo basado en la relacién w/c

4.23 Clasificaciéon de pilares de hormigén basado en su tipo de

aditivo

En la actualidad, el uso de aditivos se ha convertidoc en una practica
obligatoria al momento de disefiar el hormigén. Debido a que la presencia de
estos permite obtener condiciones especificas para el manejo y tratamiento
del hormigdn. Los aditivos pueden definirse como ingredientes, diferentes al
cemento, agua y agregados, que son anadidos a la mezcta inmediatamente
antes, durante o despues del mezclado para mejorarle alguna caracteristica,
contrarrestar posibles deficiencias, lograr mayor economia o desarrollar

propiedades especiales [38]

El microsilicon es el aditivo mas utilizado. El modelo elegido en este

contesto es especificado por los parametros reportados en la siguiente tabla.
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Forma Cilindrica
Dimension total del pilar d=05m ,h=555m.
| Relacién wic ' 0.42 7
Tiempo de secado 28 dias
Grava (maximo 10 mm de diametro) | 60% del vol. de PCC

Microsilicon 7% por peso de

cemento

Tabla VII: Principales datos del modelo basado en el tipo de aditivo

El microsilicon es utilizado con mezclas de w/c muy elevado, puesto gue las

relaciones w/c mas bajas tienen permeabilidad baja y alta resistencia.

La siguiente tabla muestra algunos resultados [30].

Tiempo de secado € £ ]

28 dias 305 MHz 505 MHz 305 MHz 505 MHz
11.835 9.89 2915 1.645 |

Tabla VIl Valores experimentales de la constante

dieléctrica del PCC con microsilicén

424 clasificacion de pilares de hormigéon basado en el efecto de

cloruros (sales)

La corrosion del acero es un proceso electroquimico. Las no uniformidades
del acero, debidas a las soldaduras, a las propiedades fisicas y quimicas del

PCC pueden producir diferencias de potenciales y por ende corrosion. Sin
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embargo, la corrosién es evitada por una pelicula pasiva de oxido férrico, la
cual se forma durante la hidratacion del cemento.
La alta alcalinidad del PCC debida al Hidrdxido de calcio impide la rotura de
esta pelicula. En algunos casos, la presencia de sodio y de dxidos de potasio
incrementa el pH aproximadamente a 13.2 [21].

Condicionamiento de las muestras

Ha sido analizado el efecto de los cloruros y del contenido de agua sobre las
propiedades dieléctricas del PCC. Los cloruros son introducidos en el PCC
afadiendo NaCl al agua de la mezcla. La tasa de NaCl es de 1.65 kg/m*. En
las muestras de cemento Portland considerados en seguida han sido dejadas
a dos niveles 2.38 y 4.76 de kg/m3 de los cloruros, del PCC, usando el
granito a w/c de 0.42. El nivel de los cloruros en el PCC en el compartimiento
ha sido determinado usando la prueba soluble en agua del cloruro en
conformidad con ASTM 1218-92b después de 90 dias de secado.

Se adoptara en este modelo un pilar real con una alma de acero donde las
especificaciones estan el la siguiente tabla.

Forma ’ Cilindrica
Dimensién total del pilar d=05m ,h=555m.
Dimensioén del alma interna de acero |d=008m h=555m
Relacién agua/cemento 0.42
Tiempo de secado 90 dias

| Granito (maximo 10 mm de tamafo ) | 60% del volumen di
PCC

concentracion  4.76 kg/m> NaCl

Tabla 1X: Principales datos sobre el modelo basado en el efecto de cloruros



Ademas un estudio mas reciente [31], ha mostrado los cambios
insignificativos ya sea en la parte imaginaria que en la parte real con

diferentes concentraciones de cloruros a 28 dias de fratamiento.



CAPITULO 5

RISULTADOS NUMERICOS

En este capitulo son reportados los resultados obtenidos aplicando los
métodos desarrollados en precedencia a la inversion de datos sintéticos, con

o sin ruido.
5.1 Descripcion de la configuracidon simulada

Antes de presentar los resultados es necesario ilustrar en detalle las
caracteristicas de la situacion simulada y definir las cantidades empleadas

para medir las prestaciones de los algoritmos.

511 Disposicion de las fuentes y de los puntos de medicion

Para obtener ios resultados presentados en este capitulo se han empleado
como fuentes hilos de corriente ideales (es decir infinitamente largos y de
espesor despreciable), dispuestos paralelamente al eje del objeto cilindrico
por reconstruir. Desde el momento que es siempre valida la hipotesis de
régimen sinusoidal permanente, la corriente que atraviesa el hilo es

completamente descripta por el namero complejo I (w) Ademas todas las

fuentes son idénticas entre ellas y son por lo tanto caracterizadas por la

misma corriente /(w).



87

Las antenas transmisoras son uniformemente sobre una circunferencia de

radio R a una distancia angular de &, la una de la otra; seleccionado

entonces un sistema referencial polar con origen en el centro de la

circunferencia, las coordenadas polares (p,,6,) de la k-esima fuente son,

como mostrado en la figura 5.1,
P =R, (5.1.1)

6, = (k_l)gx

Con k =1.....S. Evidentemente

6, ="~ (5.1.2)

Ademas el vector posicién de la & -esima fuente se escribe
r® = p cosf i+ p,sing, =R cos[(k -0k + R sin{(k —1)6. [y (5.1.3)

: ® Antenna T'x

Figura 5.1: Disposicién de las fuentes para $=8



g8

El campo eléctrico incidente producido por la fuente k& -esima vale por lo tanto

£ r.0) = - L 1) - ) 65.14)

donde 7 = Ay

gh

Los M puntos en los cuales se mide el campo eléctrico producido por cada
fuente son dispuestos sobre un arco de circunferencia de radio R,
concéntrica a aquella sobre los cuales son dispuestos los transmisores.
Denominado 6, la distancia angular entre dos puntos de medicion
adyacentes, la amplitud angular del arco de circunferencia vale

AG, =(M-1p. (5.1.5)
Ademas los M puntos de medicion relativos a la fuente s-esima resultan
simétricos respecto al eje pasante por el origen del sistema de referencia y

por la fuente s-esima.

® AownoaTx
) Aneenna R

Figura 5.2: Disposicion de los puntos de medicion
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5.1.2 Dominio de indagacion

En el parrafo 1.2 se ha explicado como en las ecuaciones (1.2.4) se es
oportuno escoger como dominio de los operadores integrales no la region
ocupada por el objeto, que es incégnita, sino una regién de forma conocida

que contenga, por hipotesis, al objeto.

En todas las simulaciones efectuadas se ha empleado un dominio de
indagacion di forma rectangular, con baricentro en el origen del sistema de
referencia y con los lados, de longitud L y H, paralelos a los ejes
cartesianos, asi como es ilustrado en la figura 5.3.

P

Figura 5.3: Dominio de indagacién

El dominio ha sido particionado en N =N, N, subdominios rectangulares,
siendo N, y N, , respectivamente, el numero de subdivisiones a lo largo de

los lados paraielos al eje x y al eje y.
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5.2 Parametros de error

Con el fin de cuantificar la bondad de una reconstruccion, es necesario definir
los parametros de error. Ya que se ha prestado atencidn principalmente a la
reconstruccion de la permitividad dieléctrica, se ha decido emplear, entre las

varias posibilidades, las siguientes cantidades.

e br)- S(rfl
e WZW‘T)_ (5.2.1)

£, 0 )- E(r,‘]
€ = N Z-W‘ (5.2.2)

€ = N, Z 8(}") (5.2.3)
abp 1€y 1
donde /,, = {z‘e [I,N]:g(r,’): g,,} y I, = {ie [l,N]:g(r’,’)i gh} ., N,, € N, son,

respectivamente, el numero de elementos de 1,, yde J, .

Las cantidades definidas en las ecuaciones precedentes representan, como
es obvio, el error relativo medio complejo sobre la reconstruccién compleja
(52.1), del background (5.2.2) y del objeto (5.2.3).

Para las reconstrucciones de objetos homogéneos es ademas Uutil considerar
la cantidad

gl = N] ng (r,’) (5.2.4)

ohf 1€l
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que representa el valor medio de permitividad dietéctrica relativa reconstruida

en los subdominios ocupados por el objeto original.

Es fundamental considerar también la siguiente cantidad

(- Zakea ) e}
e

(5.2.5)

La misma representa en efecto el cuadrado de la norma euclidiana del error
normalizado de reconstruccion, la cual utilizaremos mas adelante en las
graficas.

5.3 Reconstruccion de los modelos con la Aproximacion de Born

El primer grupo de resultados es referente a la reconstrucciéon de cilindros
circulares homogéneos al variar tanto su permitividad dieléctrica «(F) y del

radio a, con la aproximacién de Born de segundo orden.

Las simulaciones han sido ejecutadas con datos ‘exactos’ y con ‘ruido’. Los
datos han sido obtenidos mediante la solucion analitica del problema de

dispersion basado sobre el desarrollo del campo eléctrico en autofunciones

[3L.

Los parametros que caracterizan al aparato de medicién empieado son los
siguientes:
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Parametro | Valor
fzzi 600 MHz
T
I 1.25 mA
R, 1.67m
R, 1.67m
S 8
0, 45°
N, 27
N, 27
H 04m
L 04m
M 56
AD. 300°
0. 5.4545°

Tabla X : Parametros de instrumentacion

Es muy importante subrayar el hecho de que, en todos los casos, la
reconstruccién viene hecha escogiendo como solucién inicial la escena del

vacio; en otras palabras se ha puesto y, =0.

Una de las principales caracteristicas del método utilizado consiste en la

capacidad de determinar una buena solucién también si y, esta ‘lejos’ de la

solucién exacta. Otros métodos de inversiéon necesitan al contrario de un
punto de partida ‘cercano’ a tal solucién.

En todos los casos se han efectuado 20 iteraciones externas. El numero de
iteraciones internas, al contrario ha sido 5 tanto para datos con ruido y sin
ruido.
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5.3.1 Reconstruccion en ausencia de ruido

En esta seccién estan presentes las reconstrucciones de los modelos de
pilares de hormigén y de la madera obtenidos con la aproximaciéon de Born
de segundo orden, tanto en vistas de trazados bidimensionales y
tridimensionales, del campo eléctrico total original y reconstruido, ademas del
error normalizado de reconstruccion; utilizando datos no corrompidos por

ruido.

5.3.1.1 Modelos con Pilares de Hormigén

Se han reconstruido cilindros homogéneos con centro en el punto de
coordenadas (0.0 m, 0.0 m), de radio 0.06 m, y con una permitividad

dieléctrica relativa de valor 2.48 (véase en la figura 5.4).

'
{0.2.02}

(-0.2-02)

Figura 5.4: Objeto a reconstruir
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Vista Bidlmensiona")1 i R ir

0.2
.8
2
£ g
08

92 014 0 01 02
Xm]

Figura 5.5: Simulacion bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=2.48 y a=0.06m

En la figura anterior podemos observar una barra de colores que nos
representa los niveles de permitividad dieléctrica del objeto, lo mismo
tendremos en las respectivas reconstrucciones tanto bidimensional como
tridimensional para una mejor apreciacién de esta técnica.

Bidh'nension&]m Reconstrukdo

0.2

[

¥im]
pd-ﬁ-ﬁ-l-l””

© hbhoo

02 91 0 01 02
X{m]

Figura 5.6: Simulacién bidimensional del objefo reconstruido
con £(F)=2.48 y a=0.06m
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Obleto a Reconstrulr -

.8
1
i
0.

Figura 5.7: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con &(F)=2.48 y a=0.06m

Vista Tridimensional
Objeto Reconstruido ———
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22 g5
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18 16
16 14
14 12
12 1
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0.8

Figura 5.8: Simulacién tridimensional del objefo reconstruido
con £(F)=2.48 y a=0.06m
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Figura 5.9: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total

ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Error Nomalizado
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Figura 5.10: Error normalizado de reconstruccién al variar

el numero de iteraciones
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De las figuras anteriores podemos concluir:

fii.

La reconstrucciéon de la figura 5.6 con su permitividad dieléctrica
relativa de 2.48, se obtuvo con una regular aproximacién. Sin
embargo, el hormigén es un fuerte dispersador y tengamos presente
que la aproximacién de Born trabaja bien con débiles dispersores.

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccidon, pues el algoritmo
esta desarrollado para reconstrucciones bidimensionales.

Referente al campo eléctrico total en la fig. 5.9, podemos notar que la

reconstruccion se aproxima a la original.

iv.  Sobre el error notamos que la fig. 5.10 comienza a decrecer hasta una
cierta iteracion luego a crecer hasta llegar un nivel donde nuevamente
decrece, después se mantiene con un ligero crecimiento a lo largo de
las iteraciones restantes.

5.3.1.2 Modelos con la madera

Se han reconstruido cilindros homogéneos con centro en el punto de

coordenadas (-0.25 m, 3.0 m), de radio 0.1 m, y con una permitividad

dieléctrica relativa de 1.8 y 2.2 (véase en la figura 5.10).



{~05.40.5)

in 3,405}

Figura 5.11: Objeto a reconstruir

Débiles dispersadores: cilindro con £(7)=1.8

Vs BldlmensiorBL]em a Reconstrulr

¥{m]

04 02 0 02
X{m]

Figura 5.12: Simulacién bidimensional del objefo a reconstruir

con £(F) =18y a=0.1m
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Figura 5.13: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con &(F)=18 y a=0.lm

Vista Tridimensional

Objeto 2 Reconstruir
]

Figura 5.14: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=18 y a=0.lm
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Vista Tridimensional
Objeto Reconstruido

Figura 5.15: Simulacion tridimensional del objeto reconstruido
con &(F)=18 y a=0.lm
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Figura 5.16: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico tofal
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Figura 5.17: Error normalizado de reconstruccion al variar

el nimero de iteraciones

Débiles dispersadores: cilindro con £(7)=2.2
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Figura 5.18: Simulacién bidimensional del objefo a reconstruir

con &(F)=22y a=0.lm
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Yim}

04 02 0 0.2
Xm]

Figura 5.19: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con e(F)=22y a=0.lm
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Figura 5.20: Simulacion tridimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=22 y a=0.lm
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Vista Tridimensional

Objeto Reconstruido —

Figura 5.21: Simulacion tridimensional del objefo reconstruido
con &(F)=22y a=0.1m
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Figura 5.22: Reconstruccién del modulo del campo eléctrico total
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION

13— "
Error Nomalizado

12 ¢ o

11} |

Error

8 12 16 20
N [Numero de Iteraciones]

Figura 5.23: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones

De las figuras anteriores podemos concluir:

Las reconstrucciones 5.13 y 519 con su permitividad dieléctrica
relativa de 1.8 y 22 respectivamente, se obtuvo una mejor
visualizacion con 2.2.

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccién, pues esta técnica
esta desarrollada para reconstrucciones bidimensionales.

Referente a los campos electricos totales tanto en la figuras 5.16 y
5.22, podemos notar que existe una mejor aproximacion de
reconstruccion en la figura 5.22, debido a lo expuesto en i.

Sobre los errores podemos notar que tanto la fig. 5.17 y 5.23 son de
manera creciente con respecto a las iteraciones. Sin embargo
notamos en la fig. 5.23 con permitividad dieléctrica 2.2 el error

disminuye hasta una cierta iteracién y después comienza a crecer.
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Se han también reconstruido prismas cuadraticos homogéneos con centro en
el punto de coordenadas (0.1 m, 0.0 m), de radio 0.1 m, y con una
permitividad dieléctrica relativa de 1.8 y 2.2 (véase en la figura 5.24)

¥
{158 3} |

o
J

{05-0.5)

Figura 5.24: Objeto a reconstruir

Débiles dispersadores: prisma cuadratico s(F)=1.8
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Figura 5.25: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=18 y a=0.lm
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Figura 5.26: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
" con £(F)=18 y a=0.1m
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Figura 5.27: Simulacion tridimensional del objefo a reconstruir
con £(F)=18 y a=0.Im
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Figura 5.28: Simulacién tridimensional del objefo reconstruido

con £(F)=1.8 y a=0.1m
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Figura 5.29: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.30: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones

Débiles dispersadores: prisma cuadratico &(F)=2.2
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Figura 5.31: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con &(F)=22 y a=0.lm
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Figura 5.32: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con £(F)=22y a=0.1m
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Figura 5.33: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=22y a=0.lm
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Figura 5.34: Simulacion tridimensional del objefo reconstruido

con &(F)=22 y a=0.lm
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Figura 5.35: Reconstruccién del modulo del campo eléctrico total
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
287 Error Normalizado
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Figura 5.36: Error normalizado de reconstruccion al variar

el nimero de iteraciones

De las figuras anteriores podemos concluir:

Las reconstrucciones 5.26 y 532 con su permitividad dieléctrica
relativa de 1.8 y 2.2 respectivamente, se obtuvo una mejor
visualizacién con 2.2,

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccién, pues esta técnica
esta desarrollada para reconstrucciones bidimensionales.

Referente a los campos eléctricos totales tanto en la figuras 5.29 y
5.35, podemos notar que existe una mejor aproximacion de
reconstruccion en la figura 5.35, debido a lo expuesto en i.

Sobre los errores podemos notar que tanto la fig. 5.30 y 5.36 son de
manera creciente con respecto a las iteraciones. Muy empinado en el
caso de la fig. 5.30 y con un evidente error en crecimiento hasta la
ultima iteracién. Sin embargo notamos en la fig. 5.36 con permitividad
dieléctrica 2.2 el error es menos empinado y no es tan alto en su

ultima iteracidbn como lo que sucede en la fig. 5.30.
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v. Tenemos entonces una mejor aproximacion de reconstruccion de
débiles dispersores con este método.

Se han también reconstruido cilindros homogéneos con centro en el punto de
coordenadas (0.0 m, 0.0 m), de radio 0.06 m, y con una permitividad
dieléctrica relativa que corresponde a los modelos de la madera analizados
en el capitulo anterior (véase en la figura 5.37)

]
{0202 4

(-82-0.2)

Figura 5.37: Objeto a reconstruir
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Figura 5.38: Simulaci6n bidimensional del objefo a reconstruir
con &(F)=2.11y a=0.06m
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Figura 5.39: Simulacién bidimensional del objefo reconstruido
con &(F)=2.11 y a=0.06m
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Vista Tridimensional
Objecto a Reconstruir
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Figura 5.40: Simulacion tridimensional del objefo a reconstruir
con £(F)=2.11'y a=0.06m
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Figura 5.41: Simulacion tridimensional del objeto reconstruido
con £(F)=2.11 y a=0.06m
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Figura 5.42: Reconstruccién del modulo del campo eléctrico total

100

1.05

0.9

Error

0.85

0.8

0.75

0.7

ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION

0.95 -

Error Nomalizado

1 It L L

4 8 12 16
N [Numero de lteraciones}

20

Figura 5.43: Error normalizado de reconstruccion al variar
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Modelo de la madera con &(7) = 2.79
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Figura 5.44: Simulacioén bidimensional del objeta a reconstruir
con £(F)=2.79 y a=0.06m
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Figura 5.45: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con &(F)=2.79 y a=0.06m
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Figura 5.46: Simulacién tridimensional del objefo a reconstruir
con £(F)=2.79 y a = 0.06m
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Figura 5.47: Simulacion tridimensional del objelo reconstruido

con £(F)=2.79 y a =0.06m
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Figura 5.48: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Modelo de la madera con &(F)=3.59
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Figura 5.50: Simulacion bidimensional del objefo a reconstruir
con £(F)=3.59 y a=0.06m
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Figura 5.51: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con &(F)=3.59 y a=0.06m
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Figura 5.52: Simulacién tridimensional del objefo a reconstruir
con £(F)=3.59 y a=0.06m
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Figura 56.53: Simulacién tridimensional del objefo reconstruido
con &(F)=3.59 y a =0.06m
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Figura 5.54: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Modelo de la madera con £(7)=6.18

Viela Bldlmensloaﬂm a Reconstruir
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Figura 5.56: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=6.18 y a=0.06m
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Figura 5.57: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con £(7)=6.18 y a=0.06m
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Figura 5.58: Simulacién tridimensional del objefo a reconstruir
con £(F)=6.18 y a=0.06m
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Figura 5.59: Simulacion tridimensional del objeto reconstruida
con £(F)=6.18 y a=0.06m
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Figura 5.60: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.61: Error normalizado de reconstruccion al variar

el numero de iteraciones
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De las figuras anteriores podemos concluir:

Las reconstrucciones 5.39, 5.45, 5.51 y 5.57 se han realizado tomando
como referencia los modelos de la madera citados en el capitulo 4, las
cuales con una mayor permitividad dieléctrica son concernientes a la
madera de pino hiumeda. Teniendo una mejor reconstruccion la fig.
5.39.

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccion, pues esta técnica
esta desarrollada para reconstrucciones bidimensionales.

Referente a los campos eléctricos totales se ha tenido una mejor

reconstruccion la fig. 5.60 con una £(F)=6.18. No obstante no se ha

tenido una buena reconstruccién de la permitividad dieléctrica del
objeto debido a que este algoritmo trabaja bien con débiles
dispersores y por ende con una permitividad dieléctrica baja.

Sobre los errores podemos notar que la fig. 5.55 presenta un mejor
error normalizado, decreciente hasta la iteracion 4 y luego se mantiene

a lo largo del resto de iteraciones.

5.3.2 Reconstruccion en presencia de ruido

En esta seccidon estan presentes los parametros de error relativos a la

reconstruccion usando datos corrompidos por ruido, los resultados de las

reconstrucciones seran obtenidas con la aproximaciéon de Born de segundo

orden.

Se han ejecutado simulaciones con una relacion sefal-ruido (SNR) de 15 dB
y de 25 dB.
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La importancia de estas simulaciones encuentra justificacion en el hecho de
que el problema de inverse scattering es mal puesto (ill-posed) y por lo tanto,
asume crucial importancia, en la evaluacién de un método de inversion, la
capacidad de reconstruir objetos teniendo como base datos conocidos en
modo no exacto, pero dentro de un margen de certeza. |

5.3.2.1 Modelos con Pilares de Hormigén

Aqui nos daremos cuenta que el error normalizado de reconstruccidn crecera
al aumentar el valor de la permitividad dieléctrica. Teniendo en cuenta que al
aumentar la permitividad dieléctrica del objeto, aumentara la capacidad de
dispersar del mismo.

Modelo de Hormigén con SNR =15 dB

Vista Bidimensional del Objeto a Reconstruir

02
2.
4
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= 0 }.2
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0.1
0.2 =
02 -01 0 0.1 02

X [m}

Figura 5.62: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=2.48, a=0.06m y SNR=15dB
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Figura 5.63: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido

con s(F)=2.48, a=0.06m y SNR=15dB
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Figura 5.64: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con &(F)=2.48, a=0.06m y SNR =15dB
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Vista Tridimensional del Objeto Reconstruido

Figura 5.65: Simulacion tridimensional del objeto reconstruido
con £(F)=2.48, a=0.06my SNR=15dB
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Figura 5.66: Reconstruccién del modulo del campa eléctrico total
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Figura 5.67: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones

Modelo de Hormigén con SNR = 25 dB
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Figura 5.68: Simulacién bidimensional del objefo a reconstruir
con &(F)=248, a=0.06m y SNR=25d8B



130

Figura 5.69: Simulacién bidimensional del objefo reconstruidd
con &(7)=2.48, a=0.06m y SNR=25dB
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Figura 5.70: Simulacion tridimensional de! objeto a reconstruir
con s(F)=2.48, a=0.06m y SNR=25dB
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Figura 5.71: Simulacion tridimensional del objefo reconstruido

con £(F)=2.48, a=0.06m y SNR=25dB
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Figura 5.72: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.73: Error normalizado de reconstruccion al variar

el numero de iteraciones

De las figuras anteriores podemos concluir:

Las reconstrucciones de la fig. 5.63 con SNR =15dB y de la fig. 5.69
con SNR =25dB, ambas con permitividad dieléctrica relativa de 2.48,
se obtuvo con una buena imagen de reconstruccion con la refacion
SNR =15dB.

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccion, pues el algoritmo
esta desarrollado para reconstrucciones bidimensionales.

Referente al campo eléctrico total ahora sumado con ruido, en la fig.
5.66 con SNR =15dB y 5.72 SNR =25dB, podemos notar que la fig.
5.66 la reconstruccion se aproxima a la original.

Sobre el error notamos que ambas, fig. 5.67 y fig. 5.73 comienzan a
decrecer hasta una cierta iteracion luego a crecer hasta llegar un nivel
donde nuevamente decrece, después se mantiene con un ligero

crecimiento a lo largo de las iteraciones restantes.
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5.3.2.2 Modelos con la madera

Se han reconstruido cilindros homogéneos con centro en el punto de
coordenadas (1.0 m, 0 m), de radio 0.1 m, y con una permitividad dieléctrica
relativa de 1.8 y 2.2 (véase en la figura 5.10). falta poner el ruido

Se han ejecutado simulaciones con una relacion sefial-ruido (SNR) de 15 dB
y de 25 dB.

{~0.50.5)

10.3-413)

Figura 5.74: Objeto a reconstruir



Débiles dispersadores: cilindro con £(7)=1.8 y SNR =154B
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Figura 5.75: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=18, a=0.lmy SNR=15dB
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Figura 5.76: Simulacién bidimensional del objefo reconstruida
con £(F)=1.8, a=0.lmy SNR=15dB
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Objecto a Reconstruir —

]

Figura 5.77: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=18, a=0.Imy SNR=15dB

Vista Tridimensional
Objecto Reconstruldo

Figura 5.78: Simulacion tridimensional del objeto reconstruido
con £(F)=1.8, a=0.lm y SNR=15dB



136

0.25

045
Etot Recl
) |Etot+ruido
04 g :
0.35 F ~
L
> i
5
w

0.2

0.15

0'1 1 1 1
0 25 50 75 100
P [Puntos de de Mediciion]

Figura 5.79: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.80: Error normalizado de reconstruccién al variar

el numero de iteraciones



Débiles dispersadores: cilindro con £(7)=22 y SNR=154B

Vista Bldlmensw&l B~ e

04 02

0
X{m]

02 04

O el sl bt I RO N
o NhO® N

Figura 5.81: Simulacioén bidimensional del objeto a reconstruir
con e(F)=22, a=01my SNR=154B
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Figura 5.82: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con &(F)=22, a=0.1my SNR=154B
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Figura 5.83: Simulacidn tridimensional del objefo & reconstruir
con £(F)=22, a=0.m y SNR=15dB
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Figura 5.84: Simulacién tridimensional def objeto reconstruido
con &(F)=22, a=01my SNR=15d8
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Figura 5.85: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.86: Error normalizado de reconstruccion al variar

el nimero de iteraciones
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Débiles dispersadores: cilindro con £(F)=1.8 y SNR =25dB
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Figura 5.87: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=18, a=0.1m y SNR =254B
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Figura 5.88: Simulacion bidimensional del objeto reconstruido
con £(7)=1.8, a=0.1m y SNR=25dB
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Figura 5.89: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=18, a=0.1my SNR=25d8
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Figura 5.90: Simulacion tridimensional del objeto reconstruido
con £(7)=1.8, a=0.lmy SNR =25dB
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Figura 5.91: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.92: Error normalizado de reconstruccion al variar

el numero de iteraciones
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Débiles dispersadores: cilindro con £(7)=2.2 y SNR =25dB
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Figura 5.93: Simulacién bidimensional del objefo a reconstruir
con &(F)=22, a=0.1m y SNR =25dB
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Figura 5.94: Simulacién bidimensional del objeta reconstruida
con &(F)=22, a=0.1my SNR=25dB
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Figura 5.95: Simulacion tridimensional del objeto a reconstruir
con &(F)=22, a=0.1my SNR=25dB
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Figura 5.96: Simulacién tridimensional del objefo reconstruido
con £(F)=22, a=0.lm y SNR=25dB
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Figura 5.97: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.98: Error normalizado de reconstruccion al variar

el numero de iteraciones
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De las figuras anteriores podemos concluir:

Las reconstrucciones de las figuras 5.76 y 5.82 con su permitividad
dieléctrica relativa de 1.8 y 2.2 respectivamente, y con una relacidon
SNR =15dB se obtuvo una mejor visualizacidon con 2.2. Sin embargo
al aumentar la relacion sefial — ruido a SNR = 25dB se tiene una mejor
reconstruccion evidente en la fig. 5.94, se tiene por lo cual una de las
virtudes de este algoritmo en dispersores débiles como la madera.

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccion, pues esta técnica
esta desarrollada para reconstrucciones bidimensionales.

Referente a los campos eléctricos totales tanto para la relacidon
SNR=15dB y SNR=25dB, podemos notar que existe una mejor
aproximacion de reconstruccién del mismo en la figura 5.97, debido a
lo expuesto en .

Sobre los errores podemos notar tanto para la relacién SNR = 1548 y
SNR = 25dB que los errores decrecen hasta una cierta iteracion para
después tener una forma creciente el resto de las iteraciones: se trata
del fendbmeno de la semiconvergencia, algo caracteristico de las
inversiones de datos con ruido. Observamos en las figuras
concernientes al ruido normalizado de reconstruccion que no es dicho
que el error decrezca indefinidamente; simplemente, siendo menor o
mayor la influencia del ruido, con el fin de que el error logre el minimo,

es necesario un numero de iteraciones externas mayor.

Se han reconstruido dos cilindros homogéneos proximos entre si, el primero

con centro en las coordenadas (0.055 m, 0 m), de radio 0.015m y con una

permitividad dieléctrica relativa de 3.0; y el segundo con centro en las

coordenadas (0.0 m, 0.0 m), de radio 0.04m y con una permitividad

dieléctrica relativa de 1.45 (véase en la figura 5.10).



147

Se han ejecutado simulaciones con una relacién sefal-ruido SNR = 25dB .
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Figura 5.99: Objeto a reconstruir
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Figura 5.100: Simulaci6én bidimensional de los objefos a reconstruir
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Figura 5.101: Simulacién bidimensional de los objetos reconstruidos

EtOIN/C]

0.05 Tt

0.
* |Etot R,ecl
|Etot + ruido| ETrY
03 \
0.25 i !.':\ J

0 25 50 7%
P [Puntos de Medicion]

100

Figura 5.102: Reconstruccién del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.103: Error normalizado de reconstruccién al variar

el numero de iteraciones

De las figuras anteriores podemos concluir:

Las reconstrucciones de las figuras 5.101 muestra que es muy buena,
ya que esta es una reconstruccion especial donde tenemos dos
cilindros préximos con permitividad dieléctrica diferentes y con una
relacién SNR =25dB .

Sabemos segun las clasificaciones de los algoritmos que existe una
divisiébn de los mismos que operan en el dominio de la frecuencia
(como el método de la Tomografia a difraccién), al contrario del
método que utilizamos donde la formulacién del problema es en
dominio espacial y buscan de resolver las ecuaciones integrales que
gobiernan el fenébmeno. La principal desventaja de los algoritmos que
operan en el dominio de la frecuencia consiste en el hecho de que
ellos no consienten la resolucién de detalles de dimensiones inferiores

a A/2 [26], limite que, tedricamente, no existe para los métodos

formulados en el dominio espacial. Aqui la aproximacién de Born es

adecuada y es posible reconstruir con presicion también detalles de
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pequeinas dimensiones (el radio de uno de los cilindros es menor a
A2 )

iii. Referente al campo eléctrico total se ha tenido una excelente
reconstruccion.

iv.  Sobre el error se ha obtenido una baja tasa, es razonable ya que se
ha obtenido una muy buena reconstruccién.

Se han también reconstruido cilindros homogéneos con centro en el punto de
coordenadas (0.0 m, 0.0 m), de radio 0.06 m, y con una permitividad
dieléctrica relativa que corresponde a los modelos de la madera analizados
en el capitulo anterior pero ahora con ciertos niveles de SNR.

Modelo de la madera con &(7)=2.11y SNR =20dB
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Figura 5.104: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=2.11, a=0.06m y SNR=20dB
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Figura 5.105: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con &(F)=2.11, @=0.06m y SNR=20dB
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Figura 5.106: Simulacion tridimensional del objefo a reconstruir
con &(F)=22, a=006m y SNR=20dB
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Vista tridimensional
Objecto Reconstruido

25
2
1.5
1
06
.0

Figura 5.107: Simulacion tridimensional del objeto reconstruido

con £(F)=22, a=0.06m y SNR =20dB

04

r JEttRes
i A« A [Etotbruido]
038 [+ - ]

B
& |
E o.z{ '
| f
015t | N |
[ VA
0aF i
0.05 - | 1 (N
(i 25 50 75 100

P [Puntos de de Medicilon]

Figura 5.108: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.109: Error normalizado de reconstruccién al variar
el nimero de iteraciones

Modelo de la madera con £(?)=2.79 y SNR = 20dB

Vista Bidimensio,
02 B%}oan a Reconstruir

Yim}

-0.15 0 0.15
X[m]

Figura §.110: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=2.79, a=0.06my SNR=20dB
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15

0.5

Y(m]

£.15 (] 015
Xm]

Figura 5.111: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con £(F)=2.79, a=0.06m y SNR=20dB

Vista Tridimensional

Objecto a Reconstruir

]

Figura 5.112: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con e(F)}=2.79, a=006m y SNR=20dB
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Vista Tridimensional
Objecto Reconstruldo -

25
2
1.5
1
05

Figura 5.113: Simulacién tridimensional del objeto reconstruido
- con £(F)=2.79, a=0.06m y SNR =20dB
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Figura 5.114: Reconstruccidn del mddulo de! campo eléctrico total
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Figura 5.115: Error normalizado de reconstruccion al variar

el nimero de iteraciones

Modelo de la madera con &£(¥)=3.59 y SNR = 20dB
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Vista Bldlmenalo&,om a Reconstruir
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Figura 5.116: Simulacién bidimensional de! objeto a reconstruir

con £(F)=3.59, a=0.06my SNR=20dB
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Yim)

0.15 0 0.15
Xim)

Figura 5.117: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
- con &(F)=3.59, a=0.06m y SNR=20dB

Vista Tridimensional
Objecto a Reconstruir — —
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Figura 5,118: Simulacién tridimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=3.59, a=0.06m y SNR=20dB
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Vista Tridimensional
Objecto Reconstniido -

N

o e
omamnOw

Figura 5.119: Simulacién tridimensional de! objeto reconstruido
con &(F)=3.59, a=0.06m y SNR=20dB
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Figura 5.120: Reconstruccion del modulo del campo eléctrico total
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.121: Error normalizado de reconstruccién al variar
el nimero de iteraciones

Modelo de la madera con &(7)=6.18 y SNR =20dB

Vista BidhlenaloBga & Reconstiulr
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YIm]
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Figura §.122: Simulacién bidimensional del objeto a reconstruir
con £(F)=6.18, a=006m y SNR=20dB
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Visia Bidimensioggl, .to Reconstruido

0.2

COoOSanN©
tn

0.15 o 0.15
Xim]

Figura 5.123: Simulacién bidimensional del objeto reconstruido
con £(F)=6.18, a=0.06m y SNR =20dB
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Objecto a Reconstruir —
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Figura 5.124: Simulacién tridimensional del objefo a reconstruir
con &(F)=6.18, a=0.06m y SNR=20dB
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Vista Tridimenaional
Objecto Reconstruido -

Figura 5.125: Simulaci6n tridimensional del objefe reconstruido
con £(7)=6.18, a=0.06m y SNR =204B
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Figura 5.126: Reconstruccién del modulo del campo eléctrico total
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.127: Error normalizado de reconstruccién al variar

el numero de iteraciones

De las figuras anteriores podemos concluir:

Las reconstrucciones de las figuras 5.105, 5.111, 5.117 y 5.123 con
sus diferentes permitividad dieléctrica notadas en el capitulo anterior
referente a la madera del pino, ya sea en ausencia o con agua
respectivamente, y con una relacién SNR =20d4B se obtuvo una mejor

visualizacion con la figura 5.111 cuya &(7)=2.79 .

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccion, pues esta técnica
esta desarrollada para reconstrucciones bidimensionales.

Referente a los campos eléctricos totales se ha tenido una mejor
reconstruccion en la fig. 5.14.

Sobre los errores podemos notar que para la relacion SNR = 20dB los
errores decrecen hasta una cierta iteracion para después tener una
forma creciente el resto de las iteraciones: se trata del fenémeno de la
semiconvergencia, algo caracteristico de las inversiones de datos con

ruido. Notemos que en las figuras concernientes al ruido normalizado
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de reconstruccién, no es dicho que el error decrezca indefinidamente;
simplemente, siendo menor, mayor o constante la influencia del ruido,
con el fin de que el error logre el minimo, es necesario un numero de

iteraciones externas mayor.

5.4 Reconstruccion de los modelos con la formulacion exacta
Aunque el cédigo que utiliza el método Inexact-Newton para la solucion del
problema del inverse scattering electromagnético en la formulacién exacta
no sea todavia optimizado siguiendo los criterios del parrafo 4.6.4, ya que los
resultados de él obtenidos parecen ser muy alentadores. Se presenta una
discretizacién en el dominio de indagacién igual a la aplicada en con la
aproximacion de Born.

Para precisar, los parametros del aparato simulado son:

Parametro Valor
1 125 mA
R, 167m |
R, 1.67
S 8
0, 45°
N, 27
N, 27
H 04m
L 04m
M 56
AB, 300°
0, 5.4545°

Tabla Xl| : Parametros de instrumentacion
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Las simulaciones han sido efectuadas tanto en ausencia de ruido como en

presencia de ruido con una relacion sefial-ruido SNR = 20dB .

Para compensar la pérdida de informacién debida al empleo de un numero
limitado de fuentes, se ha aprovechado la técnica del frequency hopping,
utilizando las frecuencias comprendidas entre 0.9GHz y 1.5 GHz con
intervalos de 100 MHz.

Para cada frecuencia se han efectuado 40 iteraciones externas, mientras que
el numero de iteraciones internas ha sido de 30 en ambos casos,

respectivamente, en presencia y ausencia de ruido.

La solucién inicial a 0.9GHz ha sido y, =0 , EJ™ EX™ = £ mientras

que a frecuencias mas altas se han tomado como funcidn contraste inicial
aquella obtenida en la ultima iteracién de la frecuencia precedente y como
campos eléctricos internos aquellos obtenidos resolviendo el problema
directo con aquella funcién contraste.

5.4.1 Reconstruccion en ausencia de ruido

En esta seccion estan presentes las reconstrucciones de los modelos de
pilares de hormigon con la formulacidn exacta, tanto en vistas de trazados
bidimensionales y tridimensionales, del campo eléctrico total original y
reconstruido, ademas del error normalizado de reconstruccién generados por

la técnica frequency hopping, utilizando datos no corrompidos por ruido.
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5.4.1.1 Modelos con Pilares de Hormigoén

En las aplicaciones de diagnostica no destructiva en el ambito de la
ingenieria civil e industrial es frecuente la demanda de identificar anomalias o
defectos de construcciones en esfructuras no directamente accesible. Una
posible situacion es dada en la figura 5.128, donde se tiene un prisma
cuadratico con centro en el punto de coordenadas (0.0 m, 0.0 m), cuyo lado
es de 0.2 m, y con una permitividad dieléctrica relativa de valor 2.6 y un
cilindro con centro en el punto de coordenadas (-0.025 m, -0.025 m), cuyo
radio es de 0.025 m, y con una permitividad dieléctrica relativa de valor 1.0
(véase en la figura 5.128).

i~0202 )

Q

|

 ;

{0.2. 02}

Figura 5.128: Objeto a reconstruir
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Figura 5.129: Simulacién bidimensional del
objeto con defecto a reconstruir

Yim]

02 01 0 o1 02
X}

Figura 5.130: Simulacién bidimensional del
objeto con defecto reconstruido
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Vista Tridimensional

Objeto a Reconstruir —--

:

Figura 5.131: Simulacion tridimensional del
objeto con defecto a reconstruir

Vista Tridimensional
Objeta Reconstrukdo ———

3
25
2
15
1
0.5

Figura 5.132: Simulacion tridimensional del
objeto con defecto reconstruido
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08

|Etot Rec| ——

[Etot{[N/C]

P [Puntos de de Mediciion]

Figura 5.133: Reconstruccién de! modulo del campo eléctrico total

ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Error Normalizado 0.6GHz
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N [Numero de Iteraciones]

Figura 5.134; Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones con f, = 0.9GH,
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.135: Error normalizado de reconstruccion al variar

el nimero de iteraciones con f;;, =1.0GH,
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Figura 5.136: Error normalizado de reconstruccién al variar
el numero de iteraciones con f;, =1.1GH ,



ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.137: Error normalizado de reconstruccién al variar
el numero de iteraciones con f, =1.2GH,
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Figura 5.138: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones con f, =1.3GH,
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ERROR NORMALIZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.139: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones con f, =1.4GH,
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Figura 5.140: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones con f; =1.5GH,
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De las figuras anteriores podemos concluir:

La reconstruccion de la fig. 5.130 en ausencia de ruido es muy buena
y podemos notar la ventaja de este algoritmo en su formulacion exacta
que nos hace también posible reconstruir con presicion también
detalles de pequefias dimensiones (el radio del cilindro utilizado como

defecto es menor a /2 ). Siendo ésta una limitante en otras técnicas

que trabajan en el dominio de la frecuencia.

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccién, pues esta técnica
también esta desarrollada para reconstrucciones bidimensionales.
Referente al campo eléctrico total se ha tenido una muy buena
reconstruccién vista en la fig. 5.133.

Sobre los errores, en ausencia de ruido, notamos la eficiencia de la
técnica frequency hopping al verse que el error progresivamente va

disminuyendo en cada intervalo de frecuencia determinado.

5.4.2 Reconstruccion en presencia de ruido

En esta seccion estan presentes las reconstrucciones de los modelos de

pilares de hormigén con la formulacion exacta, tanto en vistas de trazados

bidimensionales y tridimensionales, del campo eléctrico total original y

reconstruido, ademas del error normalizado de reconstruccion generados por

la técnica frequency hopping, utilizando datos corrompidos por ruido. Siendo

la sefal- ruido a utilizar de SNR =20dB .
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54.21 Modelos con Pilares de Hormigén

En esta seccién estan presentes los parametros de -error relativos a la
reconstruccion usando datos corrompidos por ruido, los resultados de las
reconstrucciones seran obtenidas con la aproximacion exacta del algoritmo
Inexact-Newton.

Sera utilizado el mismo modelo citado en el parrafo 54.1.1 y se han
ejecutado simulaciones con una relacion senal-ruido SNR = 204dB .

La importancia de estas simulaciones encuentra justificacién en el hecho de
que el problema de inverse Scatten'ng es mal puesto (ill-posed) y por lo tanto,
asume crucial importancia, en la evaluacién de un método de inversion, la
capacidad de reconstruir objetos teniendo como base datos conocidos
(metodo directo) en modo no exacto, pero dentro de un margen de certeza.

ML Bid'mem%eb a Reconstruir

Figura 5.141: Simulacion bidimensional del
objeto con defecto a reconstruir
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Figura 5.142: Simulacién bidimensional del
objeto con defecto reconstruido con SNR = 20dB

Vista Tridimensional
Objeto a Reconstruly ——

1

Figura 5.143: Simulacién tridimensional del
objeto con defecto a reconstruir
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Vista Tridimensional
Objeto Raconstruido
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Figura 5.144: Simulacién tridimensional del
objeto con defecto reconstruido con SNR = 2048
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Figura 5.145: Reconstruccién del modulo del campo eléctrico total
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Figura 5.46: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones con fy, = 0.9GH,
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Figura 5.147: Error normalizado de reconstruccion al variar
el numero de iteraciones con f, =1.0GH,
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Figura 5.148: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones con f,; =1.1GH,
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Figura 5.149: Error normalizado de reconstruccion al variar
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ERROR NORMAL{ZADO DE RECONSTRUCCION
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Figura 5.150: Error normalizado de reconstruccién al variar
el nimero de iteraciones con f, =1.3GH,
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Figura 5.151: Error normalizado de reconstruccién al variar
el nimero de iteraciones con f, =1.4GH,
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ERROR NORMAL IZADO DE RECONSTRUCCION
S Error Normalizado 1.5GHz
0.434 & .
0432 | - ]
043 \ 4
0.428 i

E 0.426 % 1

0.424 [- 1
0422 | ﬂ
042 - -
0418 + .
04186 . S 1 o= ; L

5 10 15 20 25 30 35 40

N [Numero de Iteraciones

Figura 5.152: Error normalizado de reconstruccion al variar
el nimero de iteraciones con f, =1.5GH,

De tas figuras anteriores podemos concluir:

La reconstruccion de la fig. 5.142 con una relacion SNR = 20dB es
muy buena y podemos notar la ventaja de este algoritmo en su
formulacion exacfa que nos hace también posible reconstruir con
presicién también detalles de pequeiias dimensiones aln en presencia
de ruido {como en la realidad), donde el radio del cilindro utilizado
como defecto es menor a 4/2 . Siendo ésta una limitante en otras

técnicas que trabajan en el dominio de la frecuencia.

A nivel tridimensional se pierde la reconstruccién, pues esta técnica
también esta desarrollada para reconstrucciones bidimensionales.
Referente al campo eléctrico total se ha tenido una muy buena
reconstruccion en presencia de ruido, vista en la fig. 5.145.

Sobre los errores, en presencia de ruido, notamos la eficiencia de la
técnica frequency hopping aun en datos inmerso en ruido; concluimos
esto por el hecho de que el error progresivamente va decreciendo
cada intervalo de frecuencia determinado.



CONCLUSIONES Y FUTUROS DESARROLLOS

Una vez realizado este trabajo de tesis, se han propuestos dos métodos de
solucion del problema del inverse scattering que utilizan un algoritmo de tipo

Inexact-Newton.

En ambas propuestas se ha hecho una generalizacion del método de
Landweber para operadores no lineales con el fin de aumentar la velocidad de

convergencia.

Hemos aplicado un enfoque multivista, para ambas propuestas, tanto en el
modelo ‘exacto’ como de aquel que aprovecha la aproximacién de Born de

segundo orden.

Se han efectuado una gran cantidad de reconstrucciones a partir de datos
sintéticos para validar ambos métodos y para medir las prestaciones de los

mismaos.

Este trabajo, sin embargo, tiene puntos que actualmente la comunidad

cientifica esta profundizando y desarrollado.

Uno de esos puntos es la indagacién de una stopping rule eficaz, para
convertir mas veloz al algoritmo de solucidn del modelo basado en la
aproximacion de Born, seria muy interesante experimentar un método de tipo
‘Inexact-Quasi Newton’, en el cual, la derivada de Fréchet no sea recalculada

en cada iteracion.

Lo referente a la formulacién del método exacto demanda todavia diferentes

optimizaciones: en primer lugar una rutina software que permita la gestion
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eficiente de las matrices a flecha, y en segundo lugar una técnica que permita
combinar las reconstrucciones obtenidas con diferentes fuentes con el fin de

reducir la cantidad de memoria necesaria.

Ademas, aunque ambos meétodos propuestos sean en grado de reconstruir
objetos dispersivos, no ha sido todavia desarrollada una técnica que permita

combinar el uso del frequency hopping.

Como ultimo punto, se deberian extender estos métodos al caso
tridimensional, aunque todavia sea una meta lejana a causa de la enorme
cantidad de recursos computacionales necesarios. Podemos concluir que para
resolver el problema de imagenes a microondas tridimensional son necesarios
algoritmos basados en aproximaciones menos precisas, como ha sido el caso
de estudio en esta tesis.

Finalizando, podemos notar las grandes aplicaciones industriales que tendria
en nuestro Pais el estudio de los Problemas Inversos, donde estarian
involucradas: la electrénica de circuitos, las telecomunicaciones, los procesos
industriales, la tomografia computa-rizada, los sensores remotos; todo en

rango de las microondas.

Seria una muy buena propuesta de disefiar e implementar en conjunto un

Anechoic Chamber y un tomografo.



APENDICE A

PROBLEMAS MAL PUESTO (/LL-POSED)

Para introducir el concepto de problema mal puesto, damos la siguiente
definicion (debida a J. Hadamar, [16]).

Definicion 1. Sea 4:UcX > VcY un operador del subconjunto U de un
espacio normado X en un subconjunto V de un espacio normado Y. La
ecuacion
Ap=f

En la incdgnita ¢ , se dice bien puesta si A es biyectivo y el operador inverso
A':VcY > UcX es continuo; en caso contrario la ecuacion se dice mal
puesta.

Basandonos en esta definicion, un problema puede ser mal puesto por tres

diferentes motivos.

e A4 no es sobreyectivo: 1a solucidn entonces puede no existir, puesto que
AfeV:-Fp:Ae=f (no existencia).

s A no es inyectivo. pueden existir mas soluciones (no unicidad).

¢ A4'no es continuo: la solucién ¢ no depende en modo continuo de los

datos f (inestabilidad).
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En las aplicaciones practicas es frecuentemente la ultima condicion crea
grandes dificultades. E! hecho de que el operador inverso A4~ sea no
continuo, significa, como sera aclarado en seguida, que ‘pequenas’

variaciones de los datos / pueden repercutirse en ‘grandes’ variaciones de

la solucion ¢ .

El estudio de los problemas mal puestos esta profundamente ligado a
aquellos de los problemas inversos, entendiendo por problemas inversos
todos aquelios que consisten en, a partir de un ‘efecto’, llegar a la ‘causa’
que lo ha preducido. El problema tratado en esta tesis —inverse scattering
electromagnético- no es el unico caso de problema inverso; en tal categoria
entran en efecto, también los problemas de sensores remolos, fuentes
inversas, sintesis inversa, dispersion acustica inversa y los problemas de

desconvolucion.

La resolucién de los problemas inversos mal puestos no pueden ocurrir, por
medio de métodos ordinarios, que requieren el uso de técnicas ad hoc, por
los motivos que se ilustran en seguida

En vista de los proximos desarroilos, es necesario dar las siguientes

definiciones.

Definicion 2. Un subconjunto S de un espacio métrico X se dice compacto si
de cualquier sucesion de elementos de S, se puede extraer una subsucesion
que sea convergente a cualquier punto de S.

Definicion 3. Un confunto S se dice relativamente compacto si su cerradura

S es un conjunto compacto.
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Definicion 4. Un operador 4A:UcX—>Y se dice compacto si hace
corresponder conjuntos limitados enn U a conjuntos relativamente compactos

enY.

Definiciéon 5. Un operador 4:Uc X —> Y se dice completamente continuo sf

es continuo y compacto.

Considerando que los operadores lineales compactos son siempre continuos,
para ellos no es necesario distinguir entre compactabilidad y completa
continuidad [24].

El teorema siguiente [10] constituye un resultado fundamental, porque provee

un criterio para establecer si un problema es mal puesto.

Teorema 1. Sea 4:Uc X — Y un operador completamente continuo de un
subespacio U de un espacio normado X en un espacio normado Y. Entonces

la ecuacion Ae = f, en la incégnita ¢ es mal puesto si U no es de dimension

finita.

Demostracién. Se razona por absurdo y se supone gue la ecuacién sea bien
puesta y que A4':Y > U exista y sea continla. Entonces de la relacion
I = A'4 se deduce que el operador identidad sobre I/ es compacto ya que
el producto entre un operador continuo y uno compacto es un operador
compacto [5]. Pero el operador identidad sobre un espacio de dimension
infinita no es compacto [5], ya que en espacios de dimensién infinita existen
conjuntos limitados que no son compactos. Por lo cual U debe ser de

dimension finita, contradiciendo las hipétesis.

Puesto que se tratard un problema no flineal, asume particular relieve el

siguiente resultado, del cual no se reporta la demostracion [10].
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Teorema 2. Sea 4.Uc X— Y un operador completamente continuo de un

subconjunto U de un espacio normado X en un espacio de Banach Y y se

asuma que A admita derivada de Fréchet’ A

7

en v y U. Entonces

4,:UcX—> Y es un operador compacto.

Estos dos teoremas implican que, si se linealiza una ecuacion no lineal

Ap=f mal puesta con A4:Uc X— Y completamente continuoy dim{/ ==,

se obtiene una ecuacion lineal que es todavia mal puesta.

Los dos teoremas anteriores valen en general para operadores no flineales.
No obstante la teoria de las ecuaciones no lineales mal puestas no han
logrado todavia el nivel de perfeccién en la teoria de los operadores lineales.
Por este motivo y por el hecho de que el conocimiento de las propiedades de
los operadores lineales consti-tuira de todas maneras un instrumento util, se
presentan ahora los resultados esenciales relativos a la soluciéon de

problemas lineales en espacios de Hilbert del tipo
Ap=f (4.1)

donde 4:X — Y es un operador lineal entre los espacios de Hilbert X y Y,

pe X eslaincoégnita y f €Y eseltermino dado.

Es obvio que el problema (A4.1) admite solucion si y solo si f € R(4), siendo
R(A)={dp:pe X} elrango de 4.Si f ¢ R(A4), la ecuacién (4.1) no admite
soluciones. Ademas si N(4)={pe X:4p=0}»3, la solucion, si existe, no

es unica.

' Véase en ¢l parrafo 3.2 para la delinicion de la derivada de Fréchet.
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Es sin embargo es posible obviar las problematicas de no existencia

buscando una solucion generalizada @' al problema.

En el caso mas general, la definicibn de solucion generalizada de un
problema lineal, basada sobre el concepio de la inversa genera-lizada |,

deriva en la siguiente

Definicién 6. Se define inversa generalizada A’ para el operador lineal

limitado A la aplicacion lineal A" :D(A*)—>X que satisface las siguientes

condiciones:

(i) el dominio D(4")= R(4)® R(4)" de A" es densoen Y
(ii) vfeDd') |dp" - f|=inf, |40 1] con p" = 4" f
(iii) [|¢*|{<”q)'“ Vo eX , p 2o talque Ap = Ap'

En otros términos, la solucién generalizada es el elemento de X a norma

minima, que ‘minimiza’ la norma del residuoc Ag- f .
El caso en el cual R(4) sea cerrado, la definicion precedente de Ia inversa

generalizada coincide con aquella de solucion a los minimos cuadrados: vale
en efecto el siguiente [13]

Teorema 3. Dado un operador lineal limitado A: X— Y con R(4) cerrado,

las siguientes condiciones son equivalentes

(i) Ap" =P.f
(i) fap'-slslao-1] voex p'<fo]
(i) Adp' =4"f

donde P,:Y —> R(4) es el operador de proyeccién ortogonal sobre R(A).
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La relacion (iii) del teorema 3 toma el nombre de forma normal de la
ecuacion lineal Ap= f. Para el teorema precedente, la solucidon de la forma

normal es el elemento del dominio con imagen a distancia minima de los
datos.
Si 4 es lineal y compacto vale ademas el siguiente {13]

Teorema 4. Sea 4 un operador lineal y compacto con sistema singular
{lun;gon;gu}z b
Si f e R(4)® R(4)", se tiene

A1-3-Yra)0, (42)

n=1 n

El teorema de Picard® evidencia una importante consecuencia por el hecho

de que en la ecuacién Ap=f A sea compacto sobre un espacio de

dimensién infinita y que por lo tanto, por el teorema 1, la misma sea mal
puesta.

Si en efecto, empleando los simbolos definidos en el apéndice B, si en él se
perturba el término conocido f sustituyendo con f° = f+48g,, donde & es

un numero, se obtiene una solucién perturbada

5 = I 5 = l -
t= - " n n = A 5 m*n n:
"= m (r'.9 > . (f+59,.9

=§‘1-(f~9.,)¢,, 63 -2(g,.9,), (4.3)

tun n=1 lllﬂ

2 4 r .

“ Véasc en el apéndice B,

3 . ’ .
Véase en el apéndice B
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donde 6. es el delta de Kronecher, se

na? s

Observando que (g,.g,)=46

concluye
0 =+ (4.4)
lLlH
De consecuencia
; S
lo? — o = =o.| (4.5)
ll'lll

Considerando de que ”ﬁ af” =8lg, | =&, se puede escribir
¢’ -l 1
A (46)

E! unico caso de interés en el cual el operador lineal compacto 4 tiene un
infinidad de valores singulares no nulos, estos necesariamente se acumulan

0" ¢

5 puede entonces ser arbitrariamente grande.

en cero [5]. La relacién

Esto significa que una variacion finita de entidad cualquiera sobre los datos

/ puede repercutirse en una variacion grande a placer sobre la solucién ¢,
puesto que los datos son perturbados a lo largo de g, con m suficientemente

grande; esto muestra que el operador inverso no es continuo y por lo tanto

confirma que el problema resulta mal puesto.

La sensibilidad de la solucion a los errores sobre los datos f depende de la
rapidez con los cuales los valores singulares {,u} tienden a cero. Un

problema se dice entonces blandamente mal puesto si los valores singulares
tienden a cero ‘lentamente’; fuertemente mal puesto si ellos tienden a cero

‘rapidamente’.
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Consecuencia numérica de la mal posicién de un problema

Como se ha visto, la mal posicion es una caracteristica intrinseca del
problema tratado, independiente del metodo de solucidn y de los aspectos
numéricos a el conexos. Sin embargo, el hecho de que una ecuacién sea mal
puesta repercute sobre el modo en el cual ella puede ser resuelta

numéricamente.

No obstante, en efecto un probiema sea generalmente descrito, como en el
caso del scattering electrogmanético, de un modelo continuo formulado sobre
espacios de dimensidn infinita, su solucion numérica necesita de una
discretizacion, o sea de una aproximacién en espacios de dimension finita.
La ecuacion, que suponemos, por simplicidad, lineal

Ap=f (4.7)

se vuelve por consiguiente un sistema de ecuaciones algebraicas

Ap=f

(/1.8)

donde la matriz 4 es la aproximacién numérica del operador A4, en la cual

su dimension depende del tipo de discretizacién adoptada.

Siendo formulado en espacios de dimension finita, el problema (A4.8) resulta

bien puesto [13]. Desde un punto de vista numérico, sin embargo, el ser bien

puesto no es suficiente a garantizar estabilidad y confiabilidad de la solucion.

La propiedad que al contrario caracteriza cada problema del tipo (A.8) es el

condicionamiento de la matriz 4. Vale por lo tanto la siguiente afirmacion: /a
discretizacién de una ecuacion lineal mal puesta da lugar a un sistema mal
condicionado.
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Se es tentado de gestionar las problematicas conexas a la mal posicién
utiizando discretizacion mas finas, obteniendo asi matrices de dimension
mayor. Esta estrategia no es eficaz, puesto que discretizaciones mas

precisas dan lugar a matrices siempre peor condicionadas.

El caso en el cual 4 es compacto (como ocurre en los problemas de inverse

scattering), se puede dar una simple explicacion de este fenomeno.

Sea {u,:¢,.9,} el sistema singular del operador lineal 4. Sea A la matriz

px p,invertible, obtenida discretizando al operador 4. Se considera ademas

la descomposicién en valores singulares de la matriz 4, osea f° = /+45g,
~ R
A(D :Z#y (q)"gpl)gl (A'())
i=1
donde {ﬂ,,:@,,zﬁ,,} es el sistema singular de la matriz 4, con j, > i, 2 a, > 0.

se verifica ‘experimentalmente’ que los pvalores de A resultan ser una
aproximacién de los primeros p valores singulares del operador 4. Una
explicacién heuristica de tal hecho es la siguiente: recordando que los
primeros p valores singulares corresponden a las componentes mas
significativas y menos oscilantes, se puede concluir que estas son las mas
faciles de aproximar, 0 sea son aquellas que también se pueden aproximar
bien con discretiza-ciones menos finas.

La situacion puede ser ejemplificada haciendo referencia al desarrollo en

serie de Fourier. Desarrollando en serie de Fourier una funcion f periédica de

,
periodo Tzz—”, tal que J‘fz(z)dz <x, se obtienen en efecto armonicas de
4]

(4]
amplitud finita, ademas la amplitud de la n-ésima arménica (de pulsaciéon

nw) tiende a cero para n—> . Es ademas obvio que armoénicas ‘a baja
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frecuencia’ pueden ser bien aproximadas con una discretizacion menos fina,
mientras las componentes a alta frecuencia en él requieren una mayor
exactitud.

Supongamos ahora de realizar una discretizacion mas fina, en la cual

corresponda una matriz 4, p'x p’.con p > p

Se consideran por lo tanto las inversas generalizadas de A y de A. Los

valores singulares de A" son
| 1 1

—<—<..< - (4.10)
/liw #/7—! #l
mientras aquellos de 4" son
B (4.11)
My Moy H
Se obtiene
~] ~
cond(A*):/i’il :é (4.12)
'oa,
y
~'_] r
cond(;f'*): /if’_] = é (4.13)
] lllp'

donde cond(.) denota el numero de condicién de una matriz.

Considerando nuevamente las propiedades de las componentes asociadas a
tos primeros valores singulares, se observa que las dos aproximaciones de
4, no difleren mucho (como ya observado la aproximacién obtenida por

medio de la primera discretizacion es desde ya buena), mientras, que en

valores singulares mas peque-fios, en general r, >> gz, recordando que

7

H, = para n— . Se obtiene asi que
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cona’(Z*)>> cona’(ﬁ*) (A.14)

Desde el punto de vista practico, el hecho de que la matriz de coeficientes de
un sistema tenga un numero de condicion elevado, significa que perturbando
‘poco’ al término conocido, se provoca una variaciéon ‘grande’ sobre la
solucién. Este resultado sigue inmediatamente del razonamiento hecho en el
parrafo precedente sobre el operador 4 , que queda valido también para

matriz 4 siempre y cuando se considere suma de un numero finifo de

términos. La conclusion del razonamiento no es por 10 tanto que la cantidad

lo° -4 ‘
+——— puede ser grande a placer, pero que ella puede resultar ‘muy

|7 -7l

grande’.

Esto constituye un notable problema en la solucién de un problema inverso.
En efecto en las aplicaciones el término f deriva frecuentemente de
mediciones y por tanto resulta conocido al igual que su tolerancia, que
aunque limitada, segln se ha visto, puede perjudicar fuertemente la bondad
de la solucibn. En el ambito de los problemas del inverse scattering
electromagnético el ruido es, por ejemplo, debido a errores de medicién o a
la presicion finita de los instrumentos, ademas de interferencias
electromagnéticas presentes en el ambiente de medicion.
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Métodos de regularizacion
Los métodos de requiarizacion son métodos para construir aproximaciones
bien puestas de problemas mal puestos. Aqui se hara todavia la hipotesis

que 4:X — Y sea un operador lineal.

Se quiere pues aproximar la solucién ¢ de la ecuacion A4 = f sabiendo que
el término dado / no en manera exacta, pero dentro de un nivel de
incertidumbre ¢. En otras palabras, en lugar de feY se tiene una

disposicién f° €Y tal que

lro=s|<o (4.15)

Si f pertenece al rango de 4 (y A es inyectivo), existe entonces una unica

solucién ¢ para la ecuaciéon A= f. Si al contrario el miembro derecho f

ha sido perturbado en f° , en general no podremos esperar que f° < R(A) y

por consiguiente la solucién de la ecuacion considerada podria no existir. En

otros términos no existe una ‘causa’ ¢ que sea en grado de generar

exactamente el efecto f°.

Sin embargo, del conocimiento de f°, se desea de todas maneras
determinar una aproximacion ¢° de la solucién exacta ¢ y, por obvios

motivos de robustez y estabilidad, se quiere que ¢° dependa en modo
continuo de los datos. Para lograr este objetivo es necesario individuar una
aproximacion del operador inverso ilimitado 4™':R(4)—> X mediante un

operador lineal limitado R:Y — X.

Damos ahora la importante definicién del método de regularizacién [10].
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Definicion 7. Sean X y Y dos espacios normados y sea A:X ->Y un
operador inyectivo lineal. Entonces una familia de operadores lineales

limtados {R,} R, :X —Y, con la propiedad de convergencia puntual

a>0,

limR,Ap = (4.16)

Ve e X se dice método de regularizacion para el operador A. El parametro

a se lo conoce como parametro de regularizacion.
El siguiente teorema muestra que la convergencia de los métodos de

regularizacion para los operadores compactos no puede ser uniforme.

Teorema 5. Sean X y Y dos espacios normados y sea X de dimension
infinita. Sea A:X ->Y un operador lineal y compacto. Para un método de

regularizacion R, los operadores R, no pueden entonces ser uniformemente
limitados respecto a a y los operadores R_A no pueden ser convergentes

en norma cuando « —» 0 al operador identidad.

Demostracion. Para demostrar que los operadores R, no pueden ser
uniformemente limitados respecto a «, se procede razonando por absurdo y

suponemos que |R,|<C, Va >0 para una constante C. del hecho de que
R, f—>A'f.a—0VfecR(A), se deduce “A“f”g(‘ﬂfn, o sea que

A7 :R(4) - X es limitado. Por el teorema 1 esta afirmacion contradice la

hipotesis de que X sea de dimensién infinita.

En cuanto resguarda la segunda parte del teorema, se razona por absurdo y

suponemos de tener la convergencia en norma. Entonces existe « >0 tal

que |

&A—m<l.
2
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Ahora Vf e R(4), se tiene

lat =4 f R, a4+ R 1] <

<4’ f-R 47 f]+|R f] < %HA‘ AR Ni] (4.17)

De consecuencia %“A"f”s“Ra” /] < “A“‘f”s 2[R, Nl|/]. Entonces, como ya

expuesto, A ':R(4)-> X es limitado y por lo tanto, por el teorema

precedente, esta afirmacion contradice que X sea de dimension infinita.
Vale ademas el siguiente teorema.

Teorema6.si [’ ¢ D(A-*), entones

lim

a0

R[] =o (4.18)

Para la demostracion véase [13].

Un método de regularizacion aproxima la solucidn ¢ de la ecuacion A¢ = f

con la solucion regularizada

@) =R f° (4.19)

Resulta entonces

9, —0=R "¢ (4.20)

Teniendo en cuenta el hecho de que Ap=/f y por consiguiente

R, f =R, Ap, se puede escribir

wg_gszafJ*Rafﬁ*_RaAgo‘w (A'ZI)

y, por la desigualdad triangular,
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o2 - | <|R,(f* £} +|R, 40~ (4.22)

Ademas, siendo .'Raf”‘ -R,f

<|R,| “f"‘ —_/’“ <+[R |Il8], se concluye

+|R, 40 - ¢ (4.23)

R(I

v ~ 9| <[5l

La (4.23) da en evidencia el hecho de que al error sobre la solucion
aproximada contribuyen dos elementos: el primero {|5]|R,|) es debido al

errado conocimiento de los datos fy el segundo (]R“Ago—(pu) es el error que

se comete aproximando 4 'con R, .

En las hipétesis del teorema precedente, el primer termino no puede ser
estimado en manera uniforme respecto a a y el segundo no puede ser

estimado uniformemente respecto a ¢ . Ademas, puesto que

R[] <

R{X

7 (4.24)

si, como frecuentemente ocurre , f° ¢ D(A*), por el teorema 6, se concluye
que

lim|R, | = oo (4.25)
Este razonamiento permite afirmar que, tipicamente, el primer termino de la
(4.23) aumentara para o — 0 a causa de la posicion del problema, mientras

que el segundo termino disminuira para « > 0.



198

Eleccion del parametro de regularizacion

Cada método de regularizacion requiere una estrategia para seleccionar el
parametro « en funcién del nivel de error & con el fin de obtener un error
total aceptable sobre la solucion regularizada. De un lado la exactitud de la

aproximacidén requiere un valor de « pequeno para reducir el término

IR, Ap - | del otro lado, |a estabilidad requiere que |R,| sea pequefa y por

consiguiente a sea grande. Es por lo tanto necesario un compromiso entre
estabilidad y exactitud, escogiendo un valor de o que balancee ambas

exigencias.

La elecciéon de o puede ocurrir a priori 0 a posteriori.

Una eleccién a priori no necesita del calculo de la solucion regularizada,
pero en la practica, raramente es realizable con éxito. Las elecciones a
posteriori son al contrario mas practicas, pero necesitan del calculo de la
solucion regularizada antes de evaluar la bondad.

Frecuentemente ellas se basan en el nivel de error sobre los datos & .

Entre las estrategias a posteriori se tiene el principio de discrepancia o el
principio del residuo.

Tal método se basa en el hecho de que, para datos corrompidos por ruido,
no tiene sentido determinar el residuo | 4¢ - f|| mas pequefio que la exactitud
con el cual se conoce f ; en otros términos, el parametro de regularizacion
a deberia ser escogido en modo tal que

|4R, 17~ 1] =8 (4.26)

donde y >1 es un parametro fijado.
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En el caso de métodos de regularizacion iterativos {R,} con parametro de
regularizacibn m=123,... correspondiente al numero de iteraciones

efectuadas, la iteracidbn Optima deberia ser escogida como la primera

iteracién que satisface la relacién

|4R, 1 - fo| < ps (4.27)

Necesita de todas manera observar que frecuentemente el parametro de
regularizacion optimo viene determinado por medio de diferentes tentativos,
escogiendo el valor en el cual corresponde la solucién mas razonable sobre
la base del conocimiento a priori, como ocurre regularmente en la diagnostica

medica.



APENDICE B

DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES

Antes que todo enunciamos, sin demostrar [24], la siguiente

Proposicion 1. sean X y Y dos espacios de Hilbert y sea A: X -»Y un
operador lineal limitado. Entonces existe un dnico operador limitado
A" :¥Y - X denominado operador adjunto de A, tal que (Aqo,q/):(qa,A'z//)
Ype X, Vigpel.

Sea X un espacio de Hilbert. El operador lineal 4:X -V se dice
autoadjunto si es tal que (4p,p)=(p, Aw) Yo, € X, 0 sea si &l coincide con
su adjunto.

En estas hipoétesis todos los autovalores de A son reales. En efecto, siendo

Axr=Ar, escogido | =1 resulta

A= Mya)=(Ag0)={4n2)= (5, Air) = T(52) = & (B.1)

Ademas, si A es también compacto y diferente de cero, A tiene al menos un
auto valor diferente de cero y ademas un conjunto numerable de autovalores
con cero como punto de acumulacién [5]. Todos los autovalores no nulos
tienen muiltiplicidad finita, es decir los correspondiente autoespacios son de
dimension finita y los autovectores que corresponden a autovalores distintos
son ortogonales.
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Suponemos que la sucesion finita {1 } de los autovalores no nulos sea
ordenada en modo tal que

4] 2]4,) 214 = .. (B.2)

donde cada autovalor es repetido sobre la base de su multiplicidad y sea

{p.} una sucesioén de los correspondientes autovalores orto-normales. Vale

entonces el siguiente

Teorema 1. sea A:X ->Y un operador lineal, compacto y autoadjunto.
Yo e X se tiene

o

=2 (0.0,)0p, +0p (B.3)

n=1

donde (:X — N(4) denota el operador de proyeccion ortogonal de X sobre

el espacio nulo de 4, N(4):={pec X : A4p=0}y

@®

A Q= Z /1“ (¢’ ¢/7 )Q)n (B4)

n=|

Seran deducidas las (B.3) y (B.4) validas para cualquier operador compacto
en un espacio de Hilbert.

Enunciamos ahora el siguiente teorema util.

Teorema 2. Para un operador lineal limitado se tiene

R(4) = N(") (B.5)

R(#)" = K(4)

Vale ademas proposicion de la cual no se reporta la demostracion [5].
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Proposicion 2. sea 4: X Y un operador lineal compacto. Entonces su
operador adjunto A" :Y — X es aun compacto.

Recordando que las raices cuadradas no negativas de los autovalores del
operador compacto autoadjunto 4°A4:X —» X se llaman valores de A, se

tiene

Teorema 3. Sea {u, | la sucesion de los vaiores singulares no nulos del

operador lineal compacto 4 (A4 = 0), ordenados en modo tal que

) 2 | 2 ] 2 (B.6)

donde cada valor singuiar es repetido en base a su multiplicidad, es decir

sobre la base de la dimension de los espacios nulos N(;zjl - A'A). Entonces
existe una sucesion de elementos ortonormales {p,} en X y una sucesion

{a,} en Y tal que

A¢n :Jungn A‘gn :#u(pu (87)

vne N. Vo e X se tiene la descomposicion en valores singulares

9= i({p, 9, )0, +0p (B3)

n=|

donde Q:X — N(A) es el operador de proyeccion ortogonal sobre el espacio

nulo de A; ademas

40=3 u(0.0,)9, (89)

n=l1
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Cada sistema {u,:p,:9,}, ncXN que goza de las propiedades arriba

descritas, se llama sistema singuiar de A.

Demostracion. Sea {p,} una sucesion de elementos ortonormales de

autovectores del operador A" A, es decir sea

AAp, =y, (B.10)
Los elementos
gll‘ ::LAq)H (B'l ])
/1”
resultan ortonormales. En efecto
1 1 ] .
(gn’gm):(__Awrr’—A¢m): (¢n’A A¢m):
/Lln /le J[l/l#m
1
= (wn * 4['[:1 ¢m ) #’" ((Dn‘ ¢m ) 5n,m (B' [ 2)

ld m n

Es inmediato verificar que el sistema {4, :¢,:9,}, ncX satisface las (B.7).

Puesto que el operador 4°4, es autoadjunto, vale el desarrollo (B.3) y por

consiguiente se tiene

2= (0.0, )0, +Op (8.13)

n=1

Vpe X, donde Q: X — N(A'A) denota el operador de proyecciéon ortogonal
sobre el espacio nulo de A" 4.

Sea ye N(A*A). Entonces (A, Ay)= (t//,A'A (//):0. Esto significa que
N(4"4)= N(4) y la demostracién se completa observando que la (B.9) es

obtenida de la (B.8) aplicando a ambos miembros el operador A.
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Se puede ademas demostrar que los vectores {p,} vy los vectores {g,}

constituyen, respectivamente, una base para N(4)' =R(4) y para

N(4') = R(4).

Del teorema precedente se deduce

el = 2!(40, Mz +0ef’ (B.14)
y
lg]" = ni:#f, l(co,%lz (B.15)

El teorema siguiente expresa la solucion de la ecuacion de primer tipo

Ap = f entérminos de un sistema singular del operador A.

Teorema 4 (de Picard). Sea A:X — Y un operador lineal compacto con

sistema singular {u,:¢,:9,}, neX. La ecuacion

Ap=f (B.16)

Se la puede resolver siy solo si | pertenece a N (A)l y satisface la relacion

i fg] <o (B.17)

n:I

bajo tales hipotesis, la solucién es

Z(::L g, e, (B.18)

M,
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Demostracion. Del teorema 2 se tiene que, a fin de que la solucion exista

debe necesariamente ser f ¢ N( ) Si ¢ es una solucion de la ecuacion

Ap = [, entonces

wlp.0,)=lp.4'9,)=(1.9,)

Parala (B.14) se tiene entonces

Wl > o) =370,

n=1 n=l

por 1o cual debe ser necesariamente

(B.19)

(B.20)

(B.21)

Supongamos ahora que [ e N(A‘)J' y que Z / g”) < . Considerando
=I

las sumas parciales de la (B.17) se concluye que la serie en el segundo

miembro de la (4.3) converge en el espacio de Hilbert X. Aplicando el

operador A ala (4.3), se obtiene

Aqoi

|
—(f.9, M0,
n=1 #n

Puesto que A¢, = 4,9, , podemos escribir

=iU@Ja

=l

Considerando que f N(/f)l

o

>(/.9,)9,=7

n=l

(B.22)

(B.23)

(B.24)
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