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SOLUCION y RUBRICA

1) (10 Puntos) Identifique el tipo de indeterminacion y luego calcule:

% —arc tan(x)

xl—l>r-|l-loo e?/x — 1
Solucion:
Se verifica que:
T T T
i —_ — = = — == i 2/x _ =Y — =
leTOO (2 arc tan(x)) >3 0| A [xll)TOO (e 1)=e’-1 0]

Puesto que se tiene una indeterminacion del tipo:

0
0
Se puede aplicar el teorema de L'Hopital:
d (m
y % — arc tan(x) _ ax (7 —arc tan(x))
x—1>11100 62/x_1 _x—1>r5-100 i( 2/x_1)
dx \¢
1
1 x? 1 1
x =+ 2 C xo+o 202/X T x>t 2e2/x 2
6’2/x . (7" x—z) -0
Por lo tanto:
%— arc tan(x) 1
x>t e?*—1 2
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2)

Rubrica:

Capacidades
deseadas

Desempeiio

El estudiante
conoce sobre

Insuficiente

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

No identifica el

Identifica el tipo

Identifica el tipo

Identifica el tipo

célculo de tipo de de de de
limites, el indeterminacion | indeterminacion | indeterminacion, | indeterminacion
teorema de o no sabe como | y aplica bien el aplica bien el y calcula
L’Hopital calcular el teorema de teorema de correctamente
derivadas de limite. L’Hopital; pero | L’Hopital y el limite.
funciones no sabe derivar | deriva bien; pero
constantes, una de las tiene algun
trigonométricas cuatro inconveniente
inversas y funciones enla
exponenciales; presentes. simplificacion
y, laregladela algebraica o en
cadena. la evaluacién del
limite.
0 1-6 7-9 10
(12 PunTos) Sea R la region definida por:
R={(x,y) ER*/x—3<y<—x?-1}

Bosqueje R en el plano cartesiano y, mediante la integral definida, calcule su

area.

Solucidn:

Se bosqueja la regién en el plano cartesiano:

Se determinan las coordenadas de los puntos de interseccion:

—x?-1=x-3 -

x*+x—-2=0

x+2=0) VvV (x—1=0) - (x

- (x+2)x-1)=0

—-2) Vv (x=1)
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3)

Los puntos de interseccion son P(—2,—-5) y Q(1,—2).

El drea de la regidn es:

Area =

x3  x? !
= (- -T2
(552

j[(—xz—l)—(x—B)]dx= j(—xz—x+2)dx

~(330)-Ca9

1 8 1 1 1
=<—§—§>——+2+2+4=—3——+8=5——

2 2 2
Area = i [u?]
2
Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas

El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica la No logra Grafica las Grafica la regién | Grafica la
regiéon comun identificar | funciones, pero | comun, no sabe | regién comun,
entre funciones | cémo se no grafica bien | como integrar integra
de variable real | grafican las | la regién todas las correctamente
en forma forma | funciones o | comun entre expresiones que | todas las
analiticay no sabe las funciones, o | se presentan, o | expresiones
gréfica; y, con el | plantear el | no obtiene bien | no que se
uso de areacomo | los puntos de integra/evalua presentany
integrales una interseccién, o | bien algin evalua bien
definidas sabe | integral no plantea término. cada término.
cémo se calcula | definida. correctamente
el drea de dicha la integral
region. definida.

0 1-5 6-11 12

(15 PunTos) Dada la funcién f: R — {0} » R definida por:

Determine:

f(x) =

a) Los intervalos de monotonia de f.
b) Las coordenadas de su maximo relativo.
c) Las coordenadas de su minimo relativo.

(x — 1)?

Elaborado por @gbaqueri

Pagina 3 de 12



Solucidn:
Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener los puntos criticos:

x[2(x — 1)] — (x — 1)? B x—-D2x—(x-1)] &-1Dx+1) _x2 -1

f'x) = =

x2 x2 x2 x2

Con base en los puntos criticos, que se obtienen cuando el numerador o el
denominador de la funcidn racional son iguales a cero, tenemos que:

x=-1) V x=0) Vv (x=1)

En la recta real analizamos cuando f' es positiva o es negativa:

(+) (-) -) (+)

Se concluye sobre los intervalos de monotonia que:
e f'(x) > 0yporende f es estrictamente creciente en (—o0, —1) U (1, +0).
e f'(x) < 0yporende f es estrictamente decreciente en (—1,0) U (0, 1).

Aplicamos el criterio de la segunda derivada:

x2(2x) —(x2 —1)(2x) 26 -222+2¢ 2
f(x) = = =—

2\2 A 3
(x2) X X

x3

Evaluamos en la segunda derivada, observando previamente que no estd definida
enx = 0:
2

f'(=1) = = —-2<0 — Maximo relativo

2
') = ‘i 2>0 - Minimo relativo

También se pudo haber verificado que la funcidon cambia de monotoniaen x = —1
de estrictamente creciente a estrictamente decreciente, esto es, se tiene un
maximo relativo. Mientras que en x = 1 cambia de estrictamente decreciente a
estrictamente creciente, esto es, se tiene un minimo relativo.

Se evalUa en f para obtener las coordenadas de dichos puntos extremos:

(-1-1?
=

(1-1)? _

1 0

f-1) = ~4 f@ =

Maximo relativo en (—1,—4).
Minimo relativo en (1,0).
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Rubrica del literal a):

Capacidades

deseadas Desempefio
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No sabe que debe derivar o no Deriva bieny Deriva bieny
un cociente de deriva bien. plantea la concluye
funcionesy inecuacion, pero sobre los
determinar sus no determina intervalos de
intervalos de los intervalos. monotonia.
monotonia. 0 1-4 5
Rubrica de los literales b) y c):
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente ‘ En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No sabe que debe derivar ono | Deriva bieny Deriva bien,
un cociente de deriva bien. plantea la evalia
funciones y ecuacion, pero | correctamentey
determinar sus no determina | concluye sobre el
extremos el valor tipo de extremo
relativos. solicitado. relativo.
0 1-4 5
., 5
4) (24 Puntos) Dada la funcién f: [O, f] ~ R tal que:
x2
1-——, 0<x<2
fx) = 4 5
x2—-5x+6, 2sxs<y

a) (10 PunTos) Determine los valores del dominio de f que satisfacen el TEOREMA
DEL VALOR MEDIO (LAGRANGE) para derivadas.

b) (4 Puntos) Bosqueje en el plano cartesiano la grafica de f, la recta secante y
la(s) recta(s) tangente(s) a las cuales se hace referencia en el mencionado
teorema.

Solucidn:

Se grafica la funcién f con base en sus dos tramos:

y

0,5 1 1,5
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. . 5 .
Se observa que f es continua en el intervalo [O’E]' por lo que la pendiente de la

(

recta secante es:

NS
|
—_
|
ASho
—_

- f@© - )

Ahora derivamos cada tramo para verificar la condicién de derivabilidad:

Mgee =

NlU‘lNlm

vrel0,2), f'®=-3
VxE[Z,g], f'(x) =2x-5
Observe que f '(27) = f'(2*) = —1. Como las derivadas laterales son iguales en
x = 2, podemos aplicar el Teorema de Lagrange, pues la funcién es derivable en

todos los puntos del intervalo (O, g)

e Six€el0,2), f'(xy) = —%=msec.

X 1
%ZO = %Z - Xog = 1
Evaluamos para obtener la ordenada correspondiente:
— () =1 12 _q 1 3
Yo=f)=1-p=1-7=1

e Sixe [2,;], f'(xp) =2x9 — 5 = Mygg -

2x, — 5 2x, =5 2 2
— = —— - = _—_—= = - = —
%o 2 %o 272 Yo =g

Evaluamos para obtener la ordenada correspondiente:

B (9)_(9)2 5(9>+6_81 45 _81-180+96_ 3
Yo=1\3)=\3 7y R T T T

Las ecuaciones de las rectas son:

Recta secante:

1= 1
y =75 x
Recta tangente a la gréfica del tramo [0, 2):
3 1
— = (x-1
Y3 ;-1

Recta tangente a la grafica del tramo [2, Z]

+3_ 1( 9)
YT 16 ~2\* 71
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Graficamos las tres rectas solicitadas. La recta de color verde es la secante y las
de color rojo son las rectas tangentes:

y
Rectas Paralelas

Rubrica del literal a):

Capacidades
deseadas

El estudiante
conoce sobre
las
condiciones
de la hipotesis
del teorema
de Lagrangey

Desempeiio

Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente

No sabe que Verifica la Verifica las Verifica las
debe verificar | condicion de | condiciones de condiciones de
las condiciones | continuidad la hipétesis del | la hipotesis del
de continuidad | del teorema teorema de teorema de

y de pero no lade | Lagrangey Lagrange,

derivabilidad la obtiene bien la | obtiene bien la

sabe derivar del teorema de | derivabilidad | pendiente de la | pendiente de la
funciones Lagrange ono | y calcula recta secante, recta secante y
polnomiales. deriva bien. directamente | pero no obtiene | las
la pendiente | correctamente | coordenadas de
de la recta alguno de los los dos puntos
secante. dos valores que | que satisfacen
satisfacen el el teorema.
teorema.
0 1-4 5-8 9-10
Rubrica del literal b):
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe graficar No sabe graficar bien funciones No grafica bien Grafica al

funciones de
una variable
real.

de una variable real.

alguna de las

funcion por

cuatro tramos, la recta
funciones secantey las
solicitadas. dos rectas
tangentes.
0 1-3 4
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c) (10 PunTos) Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar
la region acotada en el primer cuadrante por la graficade f entre x =0y
x = 2 ylos ejes coordenados, alrededor del eje y = 3.

Solucidn:

Se bosqueja la grafica de la regidn en el plano cartesiano:

m
A
r
R

1

| dx
Las longitudes de los radios son respectivamente:

x? x2
R=3u] A T=3_y=3_<1—z>=2+z[1i]

Calculamos el valor solicitado del volumen V como:

2
V= 71’[(R2 —7r2)dx
0

=nj(5_xz_x:)dx=n(5x_£_:)in(w_ﬁ_ﬁ)
) 16 380, 3780
104
2400 — 640 — 96\ 1664
=”( 240 >=2;4_q”
15
=l
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica una No logra Identificala | Identifica la Identifica la
region en el identificar la region a region a integrar, | region a
plano acotada regién o no integrar pero | plantea integrar, plantea
por funciones de | plantea tiene correctamente la | correctamente
una variable correctamente | problemas expresion de la expresion de
real, observa el la integral para plantear | calculo del célculo del
sélido de definida la expresiéon | volumen del volumen,
revolucién que asociada al de cdlculo del | sélido de integra
se formay con volumen. volumen del revolucion, pero correctamente
un analisis de solido de se equivoca al cada término y
calculo integral revolucién integrar algin expresa bien el
obtiene su con alguno de | término. resultado en
volumen. los métodos unidades
validos. cubicas.
0 1-4 5-9 10

5) (20 Puntos) Obtenga las antiderivadas solicitadas:
a) (10 PunToOs) jsen3(4x) dx

Aplicamos propiedades de los exponentes y la identidad pitagoérica:
= j sen?(4x)sen(4x) dx = j (1 — cos?(4x))sen(4x) dx

Aplicamos la propiedad de linealidad:
= j sen(4x) dx — j cos?(4x)sen(4x) dx
Obtenemos cada antiderivada con la aplicacidon del METODO DE SUSTITUCION:
u=4x - du=4dx
1 1 1
jsen(4x) dx = Z_[ sen(u) du = —Zcos(u) +C = —Zcos(4x) +C;

t =cos(4x) - dt=—4sen(4x)dx
1 1/¢t3 t3 cos3(4x)
jc052(4x)sen(4x) dx = _Z_[ t?dt =——|—=|+C, = —ptG=-—p  tC

4\3 2 12
Por lo tanto:
1 3(4
f sen(4x) dx — f cos?(4x)sen(4x) dx = — 7 cos(4x) — (— —Coslg x)> +C
1 3(4
j sen®(4x) dx = Z(L;x) — cos(4x)> +C
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dx
V8 — 4x — 4x?

b) (10 PunTos) j

Realizamos una manipulacién algebraica previa:

_j dx _j dx
) Vo—1—dx—4xz ) Jo—(1+2x)?

Obtenemos la antiderivada con la aplicacidn del METODO DE SUSTITUCION:

u=142x - du=2dx
1 du 1 u c
=5 _g_uz—zarcsen(3)+
dx 1 1+ 2x
j = —arc sen (—) +C
VB —dx —4x? 2 3
Rubrica de los literales a) y b):
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe la técnica | No reconoce | Reconoce que | Aplica la técnica Aplica bien la
de integracién que debe debe aplicar de integracion por | integracion por
por sustituciéon | aplicar integracion por | sustitucion, pero sustitucion,
y conoce la integracion sustitucion, tiene algun integra
antiderivada de | por pero tiene problema para correctamente la
funciones sustitucion. problemas con | integrarla expresion y
trigonométricas la diferencial o | expresion coloca la
y racionales. con el cambio | posterior al constante.
de variable. cambio de
variable.
0 1-5 6-8 9-10

6)

Solucidn:

Vx € R*

(9 PunTos) Calcule (f~1)’(e) para la funcién cuya regla de correspondencia es:
f(x) — ex2+ln(x) ’

Por el teorema de derivada de la funcion inversa, en el punto y, = e se tiene que:

(f=H'(e) =

1

f "(x0)

donde x, estal que:
Yo = f(x) = e¥o G0 = ¢

12+in(1) — el1t0

Por simple inspeccién se deduce que x, = 1, ya que: e =e.
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Por otro lado:

d 2 2 1
’ — — [ox2+In(x)] — ,x%+in(x) . 2 _>
£l =— e |=e ( X+ =

Entonces:
() = - 1 T
f ’(xo)lx(,:l eXo+in(xo) . (ZXO + i) el(2+1) 3e
Xo Xo=1
1
-1y’ —
(@) =5
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
aplica No logra Deriva Aplica bien el Deriva bien la
correctamente | realizar la correctamente | teorema de la funcién
el teorema de | derivada dela | lafuncién derivada de las inversay
la derivada de | funcién original, pero | funciones inversibles | expresa
las funciones original, ni la no determina | y determina el correctamente
inversibles. de su inversa. | correctamente | punto, pero se el valor
el punto a equivoca al evaluar. | solicitado.
evaluar.
0 1-5 6-8 9

7) (10 PunTos) En cada instante t, medido en [s], la posicion de un mévil, en [m],

viene determinada por:
Tt

x(t) = 4 cos? <?>

y(t) = 4 sen® (g)

Calcule la longitud de la distancia recorrida por el mévil, en [m], entre los
instantest = 0 [s]yt =1 [s].

Solucidn:

Se necesitan las siguientes derivadas:

s a0 () () 6)-

dy , (Tt Tt\ Ty , (Tt (nt)
E—AL 3 sen <2>cos<2> (2)—6nsen <2>cos >

6t cos? (2 sen (%)
61 cos (2 sen >
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La longitud de curva en forma paramétrica se calcula asi:

= [ @)+

d 2
—y) dt

it

1
L= |(-6mcos(
—[o ( m cos® |

) sen (%)) + (o sen () os

nt) 2 "
2

1
L= j 362 cos4<
0

1
L= j 3612 sen? (
0

2

it it it Tt
2 2 4 2
)sen <2>+3671' sen <2>cos <2>dt

1

it it it
— 2 — 2 — 2
2>cos <2><cos <2>+sen (

= [ o () s (3]
= . T |Sen 5 coS )

Obtenemos la antiderivada con la aplicacidn del METODO DE SUSTITUCION:

u=sen<

nt)
2

t=1

d (nt>dt
- = — —
u 2cos >
t=0 - u=0

- u=1

—t)> dt

Considerando que en el intervalo de integracién ambas funciones son positivas:

1
L=6T[j sen(
0

it it 2
7) COS<7> dt = 67'[;]0
u?\|*

0

=12<

1

10>
2

udu

Rubrica:
Capacidades o
Desempeino
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como No conoce Conoce la Sabe calcular una | Sabe cémo
calcular la la expresion | expresion de longitud de curva | calcular una
longitud de una | de célculo calculo de una y como derivar longitud de curva,
curva dada en de una longitud de funciones deriva bien
forma longitud de | curva, pero no trigonométricas, | funciones
paramétrica. curva. sabe derivar pero no conoce trigonométricas e
funciones laidentidad o no | integra
trigonométricas. | integra bien el correctamente y
término expresa la
resultante. respuesta con las
unidades
correspondientes.
0 1-2 3-8 9-10
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