CAPITULO 1

“Nuestras almas, cuyas facultades pueden
compuender la maravillosa arguitectura del
munde, y mediv el curse de cada planeta
vagabunde, ain escalan twas el conccimiento

infinite”
Christopher Mardowe.
3
VECTORES EN R
1.1 Magnitudes escalares y vectoriales.
1.2 Sistema coordenado tridimensional, grafico de puntos en R>.
1.3 Algebra Vectorial; suma, producto de un escalar por un vector,
propiedades. )
1.4 Definiciones importantes del Algebra Lineal.
1.5 Producto interno, propiedades, proyecciones y aplicaciones.
1.6 Producto externo, propiedades y aplicaciones.
1.7 Productos triples, aplicaciones.



2 CAPITULO 1 Vectores en R

1.1 MAGNITUDES ESCALARES Y VECTORIALES

Imaginémonos que queremos manejar el desplazamiento de un punto en el
plano. Con un poco de creatividad podriamos comprender que el arreglo (a, b) seria
suficiente para manejar este desplazamiento; donde el nimero real a representaria la
sombra del desplazamiento sobre un eje horizontal (control horizontal del
desplazamiento) y el numero real b la sombra de este desplazamiento sobre un eje
vertical (control vertical del desplazamiento); de esta forma convenimos que el “par
ordenado” (a, b) representa la posicion de un punto y solo uno en R (Filosofia de
Descartes). Con igual razonamiento un arreglo (a, b, c) representaria la posicion de un
punto en R® y asi podriamos concluir que un arreglo (a,, a,, a,........... , a,) representa
la posicion de uno y solo un punto en R".

Magnitudes, como el desplazamiento de un punto en un espacio cualquiera, que
necesitan de un arreglo numérico para su identificacion, se llaman MAGNITUDES
VECTORIALES vy el arreglo numérico que las representa es la TERNA del vector,
los niimeros reales que componen el arreglo son las coordenadas del vector, bajo este
criterio en Fisica tenemos magnitudes vectoriales como la fuerza, velocidad,
aceleracion, etc. que necesitarian de una terna para su total identificacién. Las
magnitudes que con un simple valor numérico quedan totalmente identificadas, como
cuatro estudiantes, dos arboles, cinco edificios, son MAGNITUDES ESCALARES y
no necesitan de una terna para su identificacion.

Un punto, un vector o una terna la identificaremos como una magnitud vectorial.

Emplearemos la siguiente notacion para la recta real, el plano, el espacio
tridimensional y el espacio n dimensional:

R' o simplemente R para la recta real

R? para todos los pares ordenados (x, y)

R® para todas las ternas ordenadas (x, y, z)

R" para todas las ternas ordenadas (xi, Xy, X3, ....... , Xp)

Ejemplo 1-1 La terna (2, 3, -6); representa un vector o punto en R”.
La terna (-1, 4, -2, 8, 10); representa un vector o punto en R. VY

Convenimos con los lectores en usar letras mayusculas para representar
magnitudes vectoriales (excepto i, j, k que se usan para representar los vectores
unitarios en R’ y e; que usaremos para representar vectores unitarios en R"), y
minusculas para representar magnitudes escalares. Con este criterio escribiremos al
vector V en R® como: V = (%, v, z) 0 al vector V en R" como: V = (X, X, X3,....... , Xp)
recordar que en la terna el orden de los nimeros reales que la componen no puede
cambiar.
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Decimos que dos vectores V| = (X, yi1, Z1) ¥ V2 = (X2, Y2, Zo) son iguales si, y
solo si:

X1=X2, Y1T Y2, Z1 = 7.

Son paralelos si, y solo si:

N _Nh _ A

X, Vo 2

Propiedades de la igualdad vectorial

A=A Reflexiva
A=B = B=A4 Simétrica
A=B A B=C = A=C Transitiva

EL VECTOR CERO, que lo designaremos como ¢ , sera:

¢ =(0,0) € R’

¢ =(0,0,0) € R’

¢ =(0,0,0,.......... ,0) € R
NORMA DE UN VECTOR

=

HAIl = \/a12+a22+a32+ ................... +ta. = a

La norma de un vector sera siempre un numero real no negativo, la norma del
vector ¢ es cero.

VECTOR UNITARIO

A A
Si V' esun vector unitario entonces Il V Il=1

Todo vector, que no sea el vector cero, puede hacerse unitario dividiéndolo para
su norma:
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A= (31,32,33, ..... an) €R"

i=-A4
“
N A 1
All=—=—X%||4]|=1
L) "

Los vectores unitarios son importantes para dar la caracteristica vectorial a
cualquier magnitud escalar.

Ejemplo 1-2 Encontrar un vector unitario en la direccion del vector V = (2, -4, 1)

(2,-4,1)
22+ (4 + 12
(2,-4.,1)

21

=4 )
> 212 421

%

<>
Il

Solucion:

<>
Il
&

1.2 SISTEMA COORDENADO TRIDIMENSIONAL, GRAFICO DE
PUNTOS EN R3.

Los puntos en el espacio R® pueden representarse de manera analoga a como se
lo hace en el plano cartesiano. Para realizar esta representacion escogemos tres rectas
dirigidas perpendiculares entre si que se corten en un punto comin del espacio, a estas
rectas se las conoce como: ¢je x, eje y, eje z, y el punto comiin de corte se lo llama
origen, como se muestra en la figura 1-1. Se define una escala adecuada sobre cada uno
de los ejes y se representan los nimeros reales de la terna (x, y, z) de tal forma que el
valor de x se lo representa sobre el eje x, positivos adelante del origen y negativos
atras, el valor y, sobre el eje y, positivos a la derecha del origen y negativos a la
izquierda, el valor z, sobre el eje z, positivos arriba del origen y negativos abajo es
comun llamar a este conjunto de ejes como Sistema de Coordenadas Cartesianas en el
Espacio, la caracteristica de este sistema es que existe una correspondencia biunivoca
entre los puntos del espacio R’ y la terna (x, y, z).




1.2 Sistema Coordenado Tridimensional

v
<

Figura 1-1

La figura 1-2 representa el grafico de los puntos (2, -1, 5), (-2, 3,6) y (3, 5, -4)

z
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T35

Figura 1-2
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1.3 ALGEBRA VECTORIAL

SUMA VECTORIAL (+)
Dados los vectores:
A = (ala A, A3, .eey an) € Rn 5
B = (by, by, b3, ....,b,) € R", el vector suma A + B; es el vector definido por:

A+ B = (a1+b1,a2+b2,a3+b3, ....,3n+bn) € R"

CONDICION: Para que exista la suma vectorial los vectores a sumar deben pertenecer
al mismo espacio.

Sean A y B dos vectores cualquiera en R>, C=A+ B es un vector que cierra
el poligono formado por los vectores A y B (figura 1-3) colocados uno a
continuacién de otro, el vector B sera la diferencia entre los vectores C y A ; esto es
el vector posicion entre los puntos C y 4.

Entonces dados dos puntos Py (xq, y1, z1) ¥ P2 (X2, ¥, 2») el vector posicion entre
estos puntos o vector PP, es:

PPy =X — X1, y2— Y1, 22— Z1)

N
A B
- - -
C=4+B
Figura 1-3
Propiedades:
. A+B= B+ A Conmutativa
2. (A+B)+C=A+(B+C) Asociativa
3. A+¢=A Idéntico aditivo
4. A+A’=¢; A esel vector opuesto de A Cancelativa



1.4 Definiciones Importantes del Algebra Lineal 7

Ejemplo 1-3 Dados los vectores A = (3, -6, 1), B =(-1, 10, -5)

Solucién: A+B=B+(-1),(-6)+10,1+(-5))= (2,4, -4) N4

PRODUCTO POR UN ESCALAR (a)

Dado el escalar o€ Ry el vector A = (a;,a,,a;3, ....,a,) € R, el producto
por un escalar esta definido por:

oA = (0a;,0a,0a;, ....,0a,) € R

A’=(-1) A : opuestode A

Propiedades:
. A=A Conmutativa
2. a(fA= (af)A Asociativa
3. (a+f)A=aA+ BA Distributivas
O(A+B)= A+ (B
4. 0A=¢ Cancelativa
Ejemplo 1-4 Dados los vectores A = (2, 5, -2), B=(-3, -1, 7), encontrar 3A - 2B
Solucion: 3A-2B=3(2,5,-2) +(-2)(-3,-1,7)
3A-2B =(6,15,-6) + (6,2, -14)
3A-2B =(12,17,-20) N4

1.4 DEFINICIONES IMPORTANTES DEL ALGEBRA LINEAL

A pesar de que no es nuestro objetivo estudiar los topicos del Algebra Lineal, es
importante que analicemos ciertas definiciones de esta rama de las matematicas que se
consideran importantes para la mejor asimilacion de los conceptos del Célculo
Vectorial:
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ESPACIO VECTORIAL

Imaginémonos que un club juvenil organiza una fiesta para jovenes de ambos
sexos entre 18 y 28 afios a la cual se le imponen las condiciones de acudir en pareja y
en traje formal, con un poco de esfuerzo podemos notar que en este ejemplo hay un
conjunto que son los jovenes de ambos sexos entre 18 y 28 afios, y dos condiciones: el
tener que acudir en pareja y vestir traje formal; como podemos ver esta estructura de un
conjunto y dos condiciones definen esta fiesta juvenil.

De igual forma se define un espacio vectorial @ como un conjunto de objetos
que se los llama vectores, aunque en algunos casos pueden ser matrices o funciones, y
dos condiciones que son:

Una operacion denotada con + que para cada par de vectores Vi, V, en el
espacio @ asocia otro vector V| + V, que también pertenece al espacio @, llamado suma.

Una operacion llamada multiplicacion por un escalar, que para cada escalar &

perteneciente a R y cada vector V perteneciente al espacio @ asocia un vector & V que
también pertenece al espacio @

La estructura algebraica {V,+, a} define un espacio vectorial.

elementos
-
|4 N 1
\7,~—J
SUBESPACIO VECTORIAL

Es todo subconjunto de un espacio vectorial que cumple con las mismas
condiciones de suma y multiplicacion por un escalar.

COMBINACION LINEAL

Sean(V,V,, Ve JV)eER" A (6%’1,0(2,6!3,...,61'”)6 R, cualquier
adicion de la forma @V, +a,V, +o,V, +...+a,V, se llama combinacién

lineal de los n vectores en R".
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Ejemplo 1-5

Solucion:

Escribir (-3, 5, -5) como combinacion lineal de los vectores
(_17 17 0)5 (05 15 _1) y (17 07 2)

Encontremos valores ¢y, ¢,, c3 tales que:
(_39 59 _5) = cl(_la 15 0) + 02(0, la _1) + C3(15 09 2)

de aqui:
3= -C; T ¢C3
5= citc

-5 =-c, + 2¢; ; que da como solucion ¢, =2, ¢, =3, ¢c3 =-1

= (-3,5,-5)V

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Dada la combinacion lineal del vector cero:

¢

oV, +aV,+tolV, +...+al,

Si da;, #0 tal que la combinacion lineal anterior, del vector cero, se cumpla

= V,V, Vi

V', son vectores linealmente dependientes.

De lo contrario si la combinacion lineal anterior del vector cero solo es posible

Vo, =0, entonces se dice que los vectores V; son linealmente independientes.

Ejemplo 1-6

Solucion:

Demostrar que los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) son
linealmente independientes.

(Oa Oﬂ O) = al(la Oa O) + az (Oa 15 O) + a} (Oa 07 1)

(Oﬂ Oa O)Z(alaoa O)+(O, a270)+(07 07 a})

(05070) = (al > az > a}) v
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BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL

Una base de un espacio vectorial la constituye el menor niimero posible de
vectores linealmente independientes capaz de generar todo el espacio vectorial, los
vectores i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1) constituyen una base de R’ y se la llama
base canonica de RB, e;=(1,0,0,....... ,0),e,=(0,1,0, .......... ,0), ....e,=(0,0,0,
......... , 1) constituyen la base candnica de R".

Ejemplo 1-7 Demostrar que los vectores i,],k, constituye una base en R’
Solucion: V= (a, b, C)G R’

(a,b,¢)=1(a,0,0)+(0,5,0)+(0,0,¢)
(a,b,¢)=a(1,0,0)+5(0,1,0)+¢(0,0,1)
(a,b,c)=ai+bj+ck

Por lo tanto cualquier vector en R’ puede expresarse como una combinacion
lineal dei,j, k asi: = (L,—1,4)=i— j+4k

La mayor cantidad de vectores linealmente independientes que se pueden definir
en un Espacio Vectorial determina la dimension del espacio.

1.5 PRODUCTO INTERNO, PRODUCTO PUNTO O PRODUCTO
ESCALAR

Conocido como 4 ® B o también (A; B)

Sean:

A4=1(a,,a,,a,,.., a,)e R"
B=(0,,b,,by,.., b,)e R"

= (4eB)=(a,b, +a,b, +a;b,,...,+a,b, )e R

Entonces 4o B = Z a.b,

i=l1



1.5 Producto Interno

Propiedades:
a) (4eB)=(Be4) Conmutativa
b) Ae(B+C)=(4eB)+(4C) Distributiva de la suma
vectorial
c) A*gp =0 Cancelativa
o (e a)= 4
e) ‘( A e B) ‘ < HA HHB H Desigualdad de Swartz

v' Demostracién de la propiedad (d ) :
(4 4)= 4]
(4o 4) = (aa, + aya, + aza,,....+a,a,)

Al

(A'A)=\/a12+a§+a32+...+a5 =‘

v' Demostracion de la propiedad (€ ):
SeaAyBe R"

|(A e B )| < AN B

Ao B = |d|x|B|cos 6

A B|=[4]x]B]cos 6

0<|Cos®|<1 por lo tanto |(A B )| < lAII 1B

El lector debe probar demostrar las propiedades a, b, c.

Ejemplo 1-8 Encontrar el producto escalar de los vectores A = (-1, 4, -7)y
B=2i+4j-k

Solucion: A B =-DxQ+@HxH+(-T)x(-)=21 V¥
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INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO ESCALAR:

Figura 1-4

En la figura 1-4, aplicando la ley del coseno a los lados del triangulo que son las
normas de los vectores, tenemos:

|8 = al" = 4"+ B[ - 2]4][Bcos 6

Aplicando la propiedad (d ) del producto escalar:
(B—A)e(B—A)=(A* A)+ (Be*B)-2llAlllIBllcosd
Aplicando la propiedad distributiva
(BeB)—(B®A)—(A®B)+(A®A)=(A®A)+(BeB)-2|4||B|cos &
Como el producto escalar es conmutativo

—2(A* B) = -2 lAIBI cosd

A e B = IlAllIBllcos @




1.5 Producto Interno

APLICACIONES

1. El producto escalar sirve para determinar si dos vectores son ortogonales o no.

SiALB=(4¢B)=0
l.]:].l:l.k:k.l:].k:k.]:o
l.z:].]:k.k:l

2. El producto escalar sirve para encontrar el angulo que forman dos vectores.

6 =cos™ (@]
|43

Para encontrar proyecciones: { Escalar.
Vectorial
V
Proyeccion Vectorial
A
I / :lVD D
| 17 |
Proyeccion Escalar
Figura 1-5
Wl D] D ‘
V,Il=1V|cos 8 = *—+———~ = @ —
o=l AR

||VD ” = ‘V i lA) ‘ —> Proyeccion Escalar
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V, = ”V ||l§ = Proyeccion Vectorial

Ejemplo 1-9 Determinar la proyeccion del vector (1, -3, 7) en la direccion PP,
donde P(2, 3,4) y P»:(1, 5, -1)

Solucién: D=(1-2,5-3,-1-4)=(-1,2,-5)

(-12,-5)
V30

D=

1 42
V=[x (=D +(=3)x2+ 7% (-5) —=—=
V[ =1x(=1) + (=3)x 2+ Tx(-5)| - 75

42 (-1,2,-5) _ (-42.84,-210)

V.=
PT 30 30 30

COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN R*

. . . 3
Si V es un vector cualquiera en el espacio R, entonces, Como se observa en la
figura 1-6

\'%
Cos o Son los
cosenos
m SOS B directores
4 oSy del vector V
B
> Esto implica que:

Figura 1-6 Cosa= (Vi)
Cosp= (Vo))

Cosy = (Vek)



1.6 Producto Externo 15

Se sugiere al lector demostrar las expresiones de los cosenos directores del vector V.

Ejemplo 1-10 Demostrar que para cualquier vector:

2 2 2
Cos a+Cos PB+Cos y=1

Solucién: Sea V=(v1,v2,v3);Cosoc:(I>oi)= Vi CosPB= Y2
171l 17l
sy = Vs ;I}: (vi,v5,v3)
171 171
ﬁ: Vi & j Vs
il v vl
2 2 2 >
i " v, VI _

e v e e

1.6 PRODUCTO EXTERNO, PRODUCTO CRUZ O PRODUCTO
VECTORIAL.

. p3
Sean A y B dos vectores del espacio R ¢l producto externo, producto cruz o
producto vectorial denotado por 4 X B, es un vector que tiene como moédulo o norma:

IAxB = Al B Sen6

Su direccion es perpendicular al plano formado por los vectores 4 y B y su
sentido sigue la regla de la mano derecha o del tornillo.

Propiedades:
a) (AxB)#(BxA) No es conmutativa
b) (AXB)XC =AX(BxC(C) Asociativa; siempre que no se

cambie el orden
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o) Ax(B+C)=(4AxB)+(4xC) Distributiva
d) Ax¢ =0 Cancelativa
e) SiAesparaleloaB = (AXB)=0

APLICACIONES:

1. Para encontrar el vector normal a otros dos (aplicacion importante)
2. Para hallar el area del paralelogramo que forman 2 vectores.

ixj=k jxi=-k
2 ixk=i  kxj=-
] kxi=j ixk=-

Figura 1-7

S

ixi=jxj=kxk=0

A=(a,0,,,)

B=(b.b,b)

AxB=(ai +a,] +ak)x(bi +b,j +bk)

AXB=abiXi)+ab,(ix j)+ab,ixk)+ab (jxi)+ab, (X)) +ab(jxk) +
ab(kxi)+ab, (kX j)+ab,(kxk)

AxB=abk—abj—abk-+abi +ah]j-abi

AxB=(a b, —ab )i ~(ab,—ah )] +ab —ah
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Ejemplo 1-11 Determine el producto vectorial de los vectores A=(1,2,4); B=
(2 > -1 > _3)
Solucion: (1,2,4) x (2,-1,-3)
i k
AxB=|1 2 4 | =(2,11,-5) Y
2 -1 -3

IlAxB|l — representa o mide el area del paralelogramo que forman los vectores A;
B, ver figura 1-8

[ > Area= (base) X h
I 1IBII x 1Al sen &
A h=1All sen 8 HAXBII

Figura 1-8

1.7 PRODUCTOS TRIPLES

AeBxC - Producto Triple Escalar
AxBxC - Producto Triple Vectorial
AeBe(C - No Existe

Considerando las propiedades de los productos escalar y vectorial; existen 6 formas
posibles del triple producto escalar, estas son:

Ae B xC
Ae AXC
B eAXxC
B eCxA
C eAXB
CeBxA

AV NN RN
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Probemos que cualquiera de estos triples productos escalares es un determinante; por
ejemplo el producto (A ® B x C)

A:(al7a27a3) B:(bl7b27b3) C:(c17c27c3)

(BX C) = (b2C3 - b3cz )lA - (blc3 + b3c1 )]A + (bICZ - b2cl )k

A0 (BXC)=(byc, =bie, Ja, = (b +byc, Ja, + (b, =bye; Jay

a, 4, a
Ae(BxC)=|b, b, b,
cl c2 C3

e Si cambiamos el orden lo Unico que ocurre es que se permutan dos filas del
determinante y este cambia de signo.

|AxBeC| nocambia en todas las formas posibles, y representa el
volumen del paralelepipedo formado por los 3 vectores

h=||4]|Cos@
Vol=(areabasdxh
areabase=||BxC]||
Vol=||BxC]| || 4]|Cos@
Vol=|A¢(BxC) | =(BxC)® 4

Figura 1-9

EJERCICIOS
Para los primeros diez problemas usar los vectores en R*: A = 3i+ 4j; B= 2i +2j —k;

C =3it+4k

1. Encontrar Al 1IBII, [ICII

2. A+B;A-C;2A+3B-5C
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3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

lIA+B-Cll

(Con qué valores de & eslla Bll =1?
Obtenga los vectores unitarios que tengan la misma direccion de A, By C

Tomando A y C como vectores posicion de los puntos respectivos,
grafique dichos puntos y compruebe graficamente el vector suma A + C

Determine el angulo que forman los vectores A con B; A con Cy B con C
Encuentre las proyecciones escalares y vectoriales de B sobre Ay C
Encuentre los cosenos directores de A, By C

Calcule el area del paralelogramo formado por los vectores B 'y C y el
volumen del paralelepipedo formado por A, By C

Determine todos los vectores unitarios perpendiculares al plano “XZ”

Escriba el vector P;P, como combinacion lineal de los vectores i, j, k; si
Pl : (35457)7 P2 : (45_156)

Sean: V1 =i+j+k, V2=1i+j-k y V3 =1i-]j. Determine los escalares s,
t,y 1;tales que 4i+ 6j —k=sV; +tV, + rV;

(Cudles son los cosenos directores del vector 2i —2j + k?

Demuestre la identidad cos’e< + cos’p + cos’ 7 -1

Dado los vectores A = 2i + 4j + 6k; B = (1,-3,2), encontrar un vector
perpendicular unitario a estos dos.

3. . . .
Dados los vectores 4, B, Cen N, indicar cudl de las siguientes es falsa:

3 |4+ B| <[] +|5]

by |4 B <[ ]| 5]

¢) (BeC)4=B(Ce 4)

d) ”A + B” /2 es el area del tridngulo formado por A4,B.
e)Ae(BxC)=Be(CxA4)=C(4*B)
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Hallar el angulo formado por la diagonal principal de un
cubo y una de sus caras.

Calcule el area del triangulo que tiene sus vértices en los puntos
(-3,2,4);(2.1,7); (4,2,6).

Encuentre un vector de componentes positivas, magnitud
2 y angulos directores iguales.

Si la proyeccion vectorial de un vector A en la direccion de un vector
unitario e es 4e , y la proyeccion vectorial de B en la direccion de e es Se.
(Cual es? :

a) La componente escalar de A sobre e.
b) La proyeccion vectorial de A - B sobre e.
¢) La componente escalar de A + B sobre e.

Averiguar si los vectores (1,0); (0,1); (1,-1) son o no linealmente
independientes.

Averiguar si los vectores (1, -1, 0); (0, 1, 1); (3, -5, -2) constituyen o no
una base de R°.

Averiguar si los vectores (1, 0, 1); (-1, 2, 3); (0, 1, -1) constituyen o no
una base en R* .

Demuestre que, generalmente, tres vectores en R’ son siempre
linealmente dependientes.

Demuestre que cualquier conjunto de vectores que contenga al vector @
es linealmente dependiente.



