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OPTIMIZACION  
DE FUNCIONES ESCALARES 

 
 

4.1  Fórmula de Taylor. Definición de la matriz Hessiana  
4.2 Extremos de funciones escalares. 
4.3 La matriz Hessiana como calificadora de la naturaleza de 

extremos locales. 
4.4 Extremos condicionados. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

“Las abejas..., en virtud de una cierta intuición 
geométrica…, saben que el hexágono es mayor 
que el cuadrado y que el triángulo, y que 
podrá contener más miel con el mismo gasto de 
material” 
 
Pappus de Alejandría. 



4.1 Formula de Taylor                                                                                                            145 

4.1  FORMULA DE TAYLOR. 
 

En el capítulo anterior usamos el plano tangente a una superficie para hacer 
aproximaciones de la misma en la vecindad de un punto. Ahora ampliemos nuestro 
campo de aplicación y veamos como podemos hacer este tipo de aproximaciones a 
funciones escalares de orden superior, como por ejemplo funciones cuadráticas.  

 
Para funciones derivables de una variable la fórmula de Taylor nos permite 

disponer de un polinomio de grado “n” para esta aproximación, para funciones 

escalares de RR n →  resulta complejo disponer de un polinomio de grado mayor a 2; 

revisemos, primero,  la fórmula de Taylor para una función derivable de variable real 

en una vecindad de 0x .  

 
Un polinomio de grado “n” es de la forma: 
 

n

nn xaxaxaxaaxP +++++= ....................)( 3

3

2

210    

 
 Como este polinomio lo usaremos para aproximar una función de variable real 

en la vecindad de un punto, podemos escribir: 
 

n

n xaxaxaxaaxf +++++≈ ....................)( 3

3

2

210   4-1 

 

Escribamos 4-1 en el punto 0xx − , que esta dentro de una vecindad cualquiera 

de x : 

 
n

n xxaxxaxxaxxaaxf )(........)()()()( 0

3

03

2

02010 −++−+−+−+≈   4-2 

 
Veamos la forma de encontrar los coeficientes del polinomio en la ecuación 4-2: 
 

)(0)( 0000 xfaaxf =⇒+=  

 
1

0

2

03021 )(........)(3)(2)(' −−++−+−+= n

n xxnaxxaxxaaxf  

 
2

0032 )())(1(........)()3)(2(2)('' −−−++−+= n

n xxannxxaaxf  

 
3

03 )())(1)(2(........)3)(2()(''' −−−−++= n

n xxannnaxf  

. . . . . . . . . . 

n

n anxf !)()( = .   De aquí podemos obtener los coeficientes: 
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)('0)(' 0110 xfaaxf =⇒+=  

 

!2

)(''
02)('' 0

220

xf
aaxf =⇒+=  

 

!3

)('''
06)(''' 0

330

xf
aaxf =⇒+=  

. 

. 

. 

!

)(
!)( 0

)(

0

)(

n

xf
aanxf

n

nn

n =⇒= . 

 
Ahora podemos escribir la ecuación 4-2 de la siguiente forma: 
 

n

n

xx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxf )(

!

)(
.....)(

!2

)(''
))((')()( 0

0

)(
2

0
0

000 −++−+−+≈  

 
Que para hacer la igualdad le agregamos un error de aproximación: 
 

),()(
!

)(
.....)(

!2

)(''
))((')()( 00

0

)(
2

0
0

000 xxRxx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxf n

n
n

+−++−+−+=   4-3 

 

Donde el error ),( 0xxRn  para x  cercano a 0x  es: 

 

∫
+−

=
x

x

n
n

n dttf
n

tx
xxR

0

)(
!

)(
),( )1(

0 , y debe ser un valor pequeño entre más 

cerca se encuentre x de 0x ; se dice “un infinitésimo de orden superior a n” que 

significa:  
 

0
)(

),(

0

0

0

=
−→ n

n

xx xx

xxR
Lim . 

 
Nos interesa expresar la ecuación 4-3 aplicada a una función escalar 

RRXf n →:)( , diferenciable en una vecindad de 
nRX ∈0 . Como el diferencial 

de segundo orden, para este caso, es una matriz cuadrada, resulta complejo expresar la 
fórmula 4-3 para un orden mayor al segundo; por cuanto el diferencial de tercer orden 
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es el diferencial de la matriz cuadrada y resulta complejo expresarlo; peor todavía los 
diferenciales de orden mayor. 

 

Para  RRXf n →:)( , el diferencial de primer orden es el vector gradiente, y 

)( 0XX −  se lo puede expresar como el vector: 

 

),......,,()( 00220110 nn xxxxxxXX −−−=− , entonces: 

 
 

Fórmula de Taylor de primer orden: 

Sea RRUXf n →⊂:)( ; diferenciable en nRX ∈0 , la fórmula de Taylor al 

primer orden para )(Xf en una vecindad de 0X , se puede escribir de la forma: 

 

             ),()()()()( 01000 XXRXXXfXfXf +−•∇+=   

 

Donde ),( 01 XXR  es un infinitésimo de orden superior al primero y tiene la 

propiedad que: 

                                             0
),(

0

01

0

=
−→ XX

XXR
Lim

XX
 

 

Considerando 0XX −  como vector o matriz columna podemos escribir en forma 

similar a la ecuación 4-3 la fórmula de Taylor de segundo orden: 
 

 

Fórmula de Taylor de segundo orden: 

Sea RRUXf n →⊂:)( ; doblemente diferenciable en nRX ∈0 , la fórmula de 

Taylor al segundo orden para )(Xf en una vecindad de 0X , se puede escribir de 

la forma: 

 
[ ][ ] ),()()()()()()( 020002

1
000 XXRXXXXXfHXXXfXfXf +−•−+−•∇+=

  

Donde ),( 02 XXR  es un infinitésimo de orden superior al segundo y tiene la 

propiedad que: 

                                            0
),(
2

0

02

0

=
−→ XX

XXR
Lim

XX
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[ ]0XX −  es el vector diferencia expresado como matriz columna de la 

siguiente forma: 
 

[ ]



























−

−

−

=−

nn xx

xx

xx

XX

0

022

011

0

.

.

.

, matriz columna de dimensión 1×n  

 

[ ])(XfH  es la matriz segunda derivada y se la llama matriz Hessiana, 

definida de la siguiente forma: 
 

Definición  de Matriz Hessiana: 

Sea RRUXf n →⊂:)( ; de tipo 2C  en una vecindad de 0X  la matriz nn× :  

 

             [ ]



























∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

=

2

2

3

2

2

2

1

2

2

2

23

2

2

2

2

21

2

1

2

13

2

12

2

2

1

2

...

::::

...

...

)(

nnnn

n

n

x

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

x

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

x

f

xfH  

 
Se llama matriz Hessiana de la función escalar y representa su diferencial de 
segundo orden. 
                              

 
Entonces, la misma fórmula de Taylor al segundo orden expresada en forma de 

sumatorias se la escribiría de la siguiente forma: 

 

),())(()()()( 02

1 1

00

2

2
1

0

1

xxRxxxx
xx

f
xx

x

f
xfxf

n

i

n

j

jjii

ji

ii

n

i i

o +−−
∂∂

∂
+−

∂

∂
+= ∑∑∑

= ==
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La matriz Hessiana tiene las siguientes características: 
 

• Es una matriz cuadrada de dimensión n x n. 

• Tiene las derivadas parciales dobles en la diagonal principal y las mixtas en 
la triangular superior e inferior. 

• Es simétrica, porque las derivadas parciales mixtas son iguales. 

• Hace el papel de la segunda derivada en funciones de variable real. 
 

El producto [ ][ ]00 )( XXXfH − , representa un producto de dos matrices, de 

dimensiones )( nn×  por )1( ×n  y resulta un vector de n  componentes que se 

multiplica escalar mente con el vector diferencia 0XX −  y forma el tercer término de 

la fórmula de Taylor al segundo orden. 
 
 
 

[ ][ ] ( )02000000 ,)()(
2

1
)()()()( XXRXXXXXfHXXXfXfXf +−•−+−•∇+=  

 
 

Si la función escalar esta en R2: 
 

          RRf →2:  

 

        [ ]
);()(

),(

2

22

2

2

2

ooo yyxxXX

y

f

yx

f

xy

f

x

f

yxfH
−−=−



















∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

=       

 
   

Ejemplo 4-1 Escribir la fórmula de Taylor al 1er. orden para la función: 

)2(),( yxSenyxf +=  en una vecindad de )0,0(  

 
 

Solución: )2(),( yxSenyxf +=  

                     ))2(2),2(( yxCosyxCosf ++=∇  

                      
 0)0,0( =f                       

producto matricial 

producto escalar 
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 )2,1(
)0,0(

=∇f  

 

                     1)0,0()2,1(0),( Ryxyxf +−−•+=  

                      

 12),( Ryxyxf ++=      � 

 
 
Ejemplo 4-2 Escribir la fórmula de Taylor al 2º orden para la función: 

 ( ) ( )yxseneyxf xy +=,  en una vecindad de ( )
2

,0 πP  

 
 

Solución: ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxeyxsenxeyxeyxsenyef xyxyxyxy ++++++=∇ cos,cos  

     

 

[ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )






























+−+

++++

+

−+++

++++

+

−+++

++++

+−+

++++

=

yxseneyxxe

yxxeyxsenex

yxsene

yxyeyxxe

yxsenxyeyxsene

yxsene

yxxeyxye

yxsenxyeyxsene

yxseneyxye

yxyeyxseney

fH

xyxy

xyxy

xy

xyxy

xyxy

xy

xyxy

xyxy

xyxy

xyxy

cos

cos
coscos

coscoscos

cos

2

2

 

  

 

( )

[ ] ( ) 








−

−
=

=∇

10

01

)0,(

4

2
,0

2
2

,0

2π

π

π
π

fH

f

 

 

 ),(
20
π−=− yxXX  

 [ ] 








−
=−

2

0 πy

x
XX  

  

 [ ][ ] ),()(
2400

2 ππ +−−=− yxxXXXfH  

  

 
( )

( ) xXXXf

f

200

2

)(

1,0

π

π

=−⋅∇

=
 

 



4.1 Formula de Taylor                                                                                                            151 

 

[ ][ ]

( ) ( )yxRyyxxyxf

yyxxxXXXXXfH

,)()1(1,

))(()()()(

24

2

2
12

42
1

2

224000

22

2

+−+−+−++=

+−−+−=−•−

πππ

πππ

π

 
  

 ( ) ( )yxRyxyxyxf ,)1(, 2822

2

2
12

8
4 22

+−+++−= − ππππ   � 

 
 
Ejemplo 4-3           Encontrar la fórmula de Taylor al segundo orden para la función       

Cosyeyxf x=),(  en una vecindad de )0,0(  y analizar su 

bondad de aproximación en )1.0,1.0(  

Solución: ),(),( SenyeCosyeyxf xx −=∇  

                      )0,1()0,0( =∇f  

                      1)0,0( =f  

  

 [ ] 








−
=









−−

−
=

10

01

cos

cos
),(

)0,0(
yesenye

senyeye
yxfH

xx

xx

 

 

 [ ] 







=









−

−
=−

y

x

y

x
XX o

0

0
 

 

 [ ] 








−
=

















−
=









y

x

y

x

y

x
yxfH oo

10

01
),(  

  

 ( ) ( ) ( )+−•∇+= ),(),(,,),( oooooo yxyxyxfyxfyxf                    

         ( )[ ][ ][ ] [ ] RyxyxyxyxyxfH oooooo +−•− ),(),(),(),(,
2

1  

 

 

2

2

2
12

2
1

2

22

2
1

22
1

1),(

)(1

),(),(),()0,1(1),(

Ryxxyxf

Ryxx

Ryxyxyxyxf

+−++=

+−++=

+•−+•+=
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1.1),(

099649.1)1.0,1.0(

)1.0,1.0(
=

=

yxf

f
       

 

 000351.0099649.11.12 ≈−≈R      � 

 
Como la fórmula de Taylor sirve para encontrar la aproximación de una función 

escalar cualquiera a una función lineal o cuadrática en una vecindad de un punto dado, 
es muy útil para demostrar teoremas o expresar definiciones o aplicaciones especiales 
que sin esta fórmula darían mucha fatiga realizarlas como es el caso de las aplicaciones 
de la matriz Hessiana para calificar valores extremos, que lo veremos más adelante. El 
ejemplo 4-4 demuestra la regla de la cadena enunciada en la sección 3.5, teorema 3-10 
y que dejamos pendiente su demostración en el capítulo anterior.   

 

 
Ejemplo 4-4           Demostrar la regla de la cadena enunciada en el teorema 3-10, 

sección 3.5. 
 

Solución: Sea: 00 )( yxg = ; )( 0 hxg + , es el valor de la función en 

cualquier punto x  y a una distancia h  de 0x . Entonces usando la 

aproximación de Taylor al primer orden tenemos: 
 

 ),()()()( 0000 hxRhxDgxghxg g++=+  

 Haciendo:  ),()( 00 hxRhxDgk g+= , tenemos: 

 kxghxg +=+ )()( 00 ; por otro lado podemos ver que: 

 

 0
0

=
→h

Limk . 

 
 Si se cumple la propuesta de la regla de la cadena: 
 

 )())(())(( 000 xDgxgDfxgfD =o  

 

 Entonces debemos hacer ver que gf o  es diferenciable en 0x . 

 

 hxDgxgDfxgfhxgfhxR gf )())(())(())((),( 00000 −−+= oo
o

 

 O lo que es lo mismo: 
  

 hxDgxgDfxgfhxgfhxR gf )())(())(())((),( 00000 −−+=
o
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 hxDgxgDfxgfkxgfhxR gf )())(())(()))((),( 00000 −−+=
o

 

 hxDgyDfyfkyfhxR gf )()()())(),( 00000 −−+=
o

 

 Para demostrar que gf o  es diferenciable en 0x  debemos hacer 

ver que 0
),( 0

0
=

→ h

hxR
Lim

gf

h

o

 

 Una fórmula de Taylor para )( 0 kyf +  al primer orden es: 

 

 ),()()()( 0000 kyRkyDfyfkyf f++=+ , entonces: 

 
 hxDgyDfyfkyRkyDfyfhxR fgf )()()(),()()(),( 0000000 −−++=

o
 

 hxDgyDfkyRkyDfhxR fgf )()(),()(),( 00000 −+=
o

, como: 

 ),()( 00 hxRhxDgk g+= , entonces: 

 
 [ ] hxDgyDfkyRhxRhxDgyDfhxR fggf )()(),(),()()(),( 0000000 −++=

o
 

 
 hxDgyDfkyRhxRyDfhxDgyDfhxR fggf )()(),(),()()()(),( 00000000 −++=

o
 

                    ),(),()(),( 0000 kyRhxRyDfhxR fggf +=
o

, o lo que es lo mismo: 

 

 ),(),()(),( 0000 kyRhxRyDfhxR fggf +=
o

 

 Utilizando la desigualdad triangular: 
 

 ),(),()(),( 0000 kyRhxRyDfhxR fggf +≤
o

 

 Utilizando la propiedad matricial: xMAx ≤ , donde A  es una 

matriz y M  un número cualquiera, tenemos: 
 

 ),(),(),( 000 kyRhxRMhxR fggf +≤
o

, dividiendo todo 

para 0>h : 

 

 
h

kyR

h

hxR
M

h

hxR fggf ),(),(),(
0

000
+≤≤

o

; por otro 

lado: 



154  Capítulo 4     Optimización de Funciones Escalares 

 
h

k

k

kyR

h

kyR ff ),(),( 00
=  

 

 
h

hxRhxDg

k

kyR

h

kyR gff ),()(),(),( 0000 +
=  

 Aplicando la desigualdad triangular y matricial antes expuesta: 
 

 













+≤

h

hxR

h

hxDg

k

kyR

h

kyR gff ),()(),(),( 0000
 

 













+≤

h

hxR

h

h
M

k

kyR

h

kyR gff ),(~),(),( 000
 

 













+≤

h

hxR
M

k

kyR

h

kyR gff ),(~),(),( 000
, remplazando: 

 

 














++≤≤

h

hxR
M

k

kyR

h

hxR
M

h

hxR gfggf ,(~),(),(),(
0

0000o
 

 Como: 
 

 0
),( 0

0
=

→ h

hxR
Lim

g

h

, por ser )(xg  diferenciable en 0x , y: 

  

 0
),( 0

0
=

→ k

kyR
Lim

f

k

, por ser )(xf  diferenciable en 0x . 

 Entonces: 
  

 0
),( 0

0
=

→ h

hxR
Lim

gf

h

o
. 

  

Esto demuestra que gf o  es diferenciable en 0x , y el teorema de la regla de la 

cadena queda demostrado.    � 
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4.2 EXTREMOS DE FUNCIONES ESCALARES. 
 

Sea RRUxf n →⊂:)( ;  Uxo ∈ ,  ),( ρβ on x   una  vecindad de ox  en 

nR ; 0>ρ ,  si )()( oxfxf ≤  ),( ρβ on xx∈∀   entonces se dice que en ox   hay 

un valor máximo local de )(xf  que es )( 0xf . 

 

Si; por el contrario, )()( oxfxf ≥ ),( ρβ on xx∈∀  entonces se dice que en 

ox   hay un valor mínimo local de )(xf  que es )( 0xf ;  si )(xf  es tal que en 

ciertas direcciones es un máximo local y en otras direcciones es un mínimo local, 
entonces se lo llama punto de silla. 

 
A los extremos de una función escalar se los llama también valores óptimos de 

la función escalar o extremos relativos de la función escalar. 
 
 

Teorema 4-1 (condición necesaria de óptimo) 
 
 
 
 
 
 

Se llama condición necesaria de óptimo porque: 
 

                   [ ]0)(
local extremo  

un hay  en x Si o
=∇⇒








oxf  

 

                   [ ] 







⇒=∇

local extremo  

un  exista En x
0)(

0

oxf  

 
� Demostración: 

 

Supongamos que 0)( 0 ≠∇ xf . 

La derivada direccional de )(xf  en 0x , en la dirección del gradiente: 

 

0)()()(())(;´(
2

00 >∇=∇•∇=∇ xofxfxfxofxof  

Sea RRUxf n →⊂:)( , Ux ∈0 . Si en ox  )(xf  tiene un extremo local, 

entonces:  0)( 0 =∇ xf  
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0
)())((

lim))(;´(
0

>
−∇+

=∇
→ h

xofxofhxof
xofxof

h
 

Por lo tanto: 
 

0)())((lim
0h

>−∇+
→

xofxofhxof , que implica: 

 

)())(( xofxofhxof >∇+   ⇒   en 0x  no hay un máximo. 

 

Como esto no es cierto, y en 0x  si hay un máximo, encontramos un absurdo que 

demuestra que evidentemente 0)( 0 =∇ xf . 

 

 
Ejemplo 4-5           Encontrar los extremos relativos de  

la función 22),( yxyxf +=   

 

Solución: 

[ ] [ ]

)0,0(),(
02

02

0022),(

=⇒




=

=

==∇

yx
y

x

yxyxf

; 

 
 Como se ve en la figura 4-1 el 

paraboloide tiene un valor mínimo 

en el punto )0,0(  que es 

0)0,0( =f  y además es un 

extremo absoluto de esta función. 

� 
 
4.3 LA MATRIZ HESSIANA COMO CALIFICADORA DE LA 

NATURALEZA DE EXTREMOS LOCALES. 
 
La matriz Hessiana es una matriz cuadrada y simétrica, como lo vimos en la 

sección 4-1, y puede estar expresada en forma diagonal o no; cuando está en forma 
diagonal es porque tiene valores diferentes de cero sólo en la diagonal principal y el 
resto de valores son cero, cuando esto no se cumple la matriz no es diagonal.  

 
Si la matriz Hessiana es diagonal quiere decir que todas las derivadas parciales 

mixtas de la función son cero y las dobles no; este razonamiento es muy importante 
para poder demostrar la forma como sirve la matriz Hessiana para calificar la 
naturaleza de los valores extremos. Ahora, si la matriz Hessiana es diagonal es 

Figura 4-1 
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importante el signo que tienen los valores que están en la diagonal principal; esto nos 
lleva hacer la siguiente clasificación de la matriz Hessiana: 

 





























∂

∂

∂

∂

∂

∂

=

2

2

2

2

2

2

1

2

...000

::::

0...00

0...00

nx

f

x

f

x

f

H

       ⇒  

 



























∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

=

2

2

3

2

2

2

1

2

2

2

23

2

2

2

2

21

2
1

2

13

2

12

2

2

1

2

...

::::

...

...

nnnn

n

n

x

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

x

f

xx

f

xx

f

xx

f

xx

f

x

f

H

   ⇒  

 
Si la matriz Hessiana es diagonal se la clasifica en las siguientes categorías de 

acuerdo al signo de los elementos de la diagonal principal: 
 

1. Si 0,
2

2

>
∂

∂
∀

ix

f
i , (todos los términos de la diagonal principal son 

positivos) se dice que es “DEFINIDA POSITIVA”. 

2. Si 0,
2

2

<
∂

∂
∀

ix

f
i , (todos los términos de la diagonal principal son 

negativos) se dice que es “DEFINIDA NEGATIVA”. 

3. Si 0,
2

2

≥
∂

∂
∀

ix

f
i , (todos los términos de la diagonal principal son no 

negativos) se dice que es “SEMI DEFINIDA POSITIVA”. 

4. Si 0,
2

2

≤
∂

∂
∀

ix

f
i , (todos los términos de la diagonal principal son no 

positivos) se dice que es “SEMI DEFINIDA NEGATIVA”. 
 
5. Términos no negativos y no positivos en la diagonal principal se dice 

que es: “NO DEFINIDA NI POSITIVA NI NEGATIVA”. 

Matriz Hessiana 
diagonal de dimensión 

nn×   

Matriz Hessiana no 
diagonal de dimensión 

nn×   
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Cuando la matriz Hessiana no es diagonal se deben calcular sus autovalores o 
valores característicos, que por su naturaleza de ser simétrica son reales, y representan 
los términos de la diagonal principal de la matriz diagonalizada. Entonces, para 
ubicarla en cualquiera de las categorías anteriores se lo hará en función del signo de los 
autovalores que serían los términos de la diagonal principal, así: 

 

Sea iλ  el i-ésimo auto valor de la matriz: 

 

1. Si 0, >∀ ii λ , (todos los autovalores son positivos) se dice que es 

“DEFINIDA POSITIVA”. 

2. Si 0, <∀ ii λ , (todos los autovalores son negativos) se dice que es 

“DEFINIDA NEGATIVA”. 

3. Si 0, ≥∀ ii λ , (todos los autovalores son no negativos) se dice que es 

“SEMI DEFINIDA POSITIVA”. 

4. Si 0, ≤∀ ii λ , (todos los autovalores son no positivos) se dice que es 

“SEMI DEFINIDA NEGATIVA”. 
5. Autovalores no negativos y no positivos se dice que es: “NO 

DEFINIDA NI POSITIVA NI NEGATIVA”. 

 

 
Teorema 4-2 (Criterio para calificar la naturaleza de los valores extremos) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sea RRUxf n →⊂:)( , de tipo )(2 UC , Ux ∈0 . Si en ox  )(xf  tiene un 

extremo local y [ ])( 0xfH  es su matriz Hessiana definida en ox , entonces:  

 

1. Si  [ ])( 0xfH  es definida positiva, entonces en 0x  hay un valor mínimo 

de la función )( 0xf . 

2. Si  [ ])( 0xfH  es definida negativa, entonces en 0x  hay un valor 

máximo de la función )( 0xf . 

3. Si  [ ])( 0xfH  es semi-definida positiva, entonces en 0x  “puede existir” 

un valor mínimo de la función )( 0xf . 

4. Si [ ])( 0xfH  es semi-definida negativa, entonces en 0x  “puede existir” 

un valor máximo de la función )( 0xf . 

5. Si  [ ])( 0xfH  es no definida, entonces en 0x  hay un punto de silla de la 

función )( 0xf . 
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� Demostración: 

 

Como en 0x  hay un extremo local de la función, del teorema 4-1 tenemos que 

0)( 0 =∇ xf . 

 

Una aproximación cuadrática de la función escalar en una vecindad de 0x  está 

dada por: 
 

[ ][ ] ),()()()()()()( 020002
1

000 XXRXXXXXfHXXXfXfXf +−•−+−•∇+=

 

Que por haber en 0x  un extremo local la aproximación queda: 

 

[ ][ ] ),()()()()( 020002

1
0 XXRXXXXXfHXfXf +−•−+=  

 
O lo que es lo mismo: 
 

[ ][ ] ),()()()()( 020002
1

0 XXRXXXXXfHXfXf +−•−=−  

 

Si [ ])( 0xfH  es definida positiva; [ ][ ] 0)()( 0002
1 >−•− XXXXXfH  

 

Y por supuesto [ ][ ] 0),()()( 020002
1 >+−•− XXRXXXXXfH , por 

ser ),( 02 XXR  un infinitésimo; entonces: 

 

0)()( 0 >− XfXf  y eso prueba que en )( 0xf  hay un mínimo local. 

 
De igual forma: 
 

Si [ ])( 0xfH  es definida negativa; [ ][ ] 0)()( 0002
1 <−•− XXXXXfH  

 

Y por supuesto [ ][ ] 0),()()( 020002
1 <+−•− XXRXXXXXfH , por 

ser ),( 02 XXR  un infinitésimo; entonces: 

 

0)()( 0 <− XfXf  y eso prueba que en )( 0xf  hay un máximo local. 

 
Para el caso de que la matriz Hessiana sea semi-definida positiva o negativa el 
razonamiento es así: 
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[ ][ ] 0)()( 0002
1 ≥−•− XXXXXfH  

 
[ ][ ] 0)()( 0002

1 ≤−•− XXXXXfH  

 
Esto no garantiza que: 
 

[ ][ ] 0),()()( 020002
1 ≥+−•− XXRXXXXXfH  

 

[ ][ ] 0),()()( 020002
1 ≤+−•− XXRXXXXXfH  

 
Por cuanto en este caso la presencia del infinitésimo si afecta el signo de este 

término y esto no permite aseverar que se pueda tratar de un mínimo o máximo, 
respectivamente, sino solo afirmar que “puede tratarse” de estos extremos. 

 

Con el razonamiento anterior es obvio que si [ ])( 0xfH  es no definida 

entonces:  
 

0)()( 0 ≤− XfXf   o  0)()( 0 ≥− XfXf  y por supuesto se trata de un 

punto de silla. 
 
En el caso del ejemplo 4-5 la matriz Hessiana es:  
                                  

   [ ] 







=

20

02
),( yxfH  

 

Definida positiva lo que indica que en el punto )0,0(  hay un valor mínimo de la 

función y es un extremo absoluto por cuanto la matriz Hessiana ni siquiera depende del 

valor )0,0(   para ser definida positiva sino que lo es en todo el dominio de la función. 

 
Con los teoremas 1 y 2 podemos hacer un resumen del procedimiento tradicional 

para encontrar y calificar los valores extremos de una función escalar, este 
procedimiento lo presentamos en la figura 4-2: 

 
Hay que tomar en cuenta en los ejercicios que si la matriz Hessiana es semi-

definida, debemos probar en todas las direcciones posibles antes de concluir que se 
trata de un valor máximo o mínimo; en el caso de semi-definida es más fácil negar que 
se trata de un valor extremo que afirmar que es un valor extremo; por cuanto en el 
primer caso se trata de probar un cuantificador de existencia mientras que en el 
segundo caso se trata de probar un cuantificador universal y por lo tanto siempre 
quedará la duda de lo afirmado. 
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Ejemplo 4-6           Encontrar los extremos relativos de  la función 
22),( yxyxf −=  

 
Solución: )2,2(),( yxyxf −=∇  

 )0,0(),( =∇ yxf   ⇒    )0,0(),( =yx  

 

 [ ] 








−
=

20

02
),( yxfH , no definida, por lo tanto en )0,0(  hay 

un punto de silla   � 

0)( =∇ xf  
 

Encontrar los posibles 
extremos 

(valores críticos) 

[ ])( 0xfH  
 

DIAGONAL 
(Calificar los 

valores críticos)  

 

 NO DIAGONAL  
(Calcular autovalores) 

Con los 

autovalores   
(Calificar los valores 

críticos) 

Calcular: 

[ ])(

)(

xfH

xf∇
 

PROCEDIMIENTO TRADICIONAL 

PARA OPTIMIZAR FUNCIONES 

ESCALARES 

Figura 4-2 
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Autovalores de una matriz 
 

Dada la matriz cuadrada A; se desea resolver las ecuaciones vvA
rr λ=  donde λ  

son los auto valores o valores propios de la matriz A y v
r
 son los auto vectores o 

vectores propios de la matriz A correspondientes a λ . 

 

La solución se da si existe al menos un numero real λ  y  un vector 0≠v
r

 que 

resuelva la ecuación. Esto es: 
 

[ ] 0=− vIA
rλ ; (vector cero)   4-4 

 
La ecuación 4-4 representa un sistema homogéneo de n ecuaciones con n 

incógnitas que se resuelve de acuerdo a la regla de Cramer. 
 

Regla de CRAMER 
 
 
 
 

 
 
 
De la regla de CRAMER para que este sistema homogéneo de la ecuación 4-4 

tenga “n” soluciones diferentes de cero, tiene que cumplirse que: 

 

0]det[ =− IA λ  4-5 

 

La condición 4-5 da una ecuación en λ   de grado “n” de cuya solución se 

obtendrá “n” raíces entre reales e imaginarias. Estas raíces son los autovalores de A. 

 

Ejemplo 4-7 Encontrar los autovalores de la matriz: 

















=

740

473

037

A  

 

Solución: 

















−

















=−

100

010

001

740

473

037

λλIA  

Si en un sistema homogéneo el determinante del sistema es diferente de 0  ⇒  que 
el sistema tiene solución,  única y es la solución cero. 
 

Si en un sistema homogéneo el determinante del sistema es igual a 0 ⇒  que el 

sistema tiene infinitas soluciones diferentes de la solución nula. 
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                   0

740

473

037

det =

















−

−

−

λ

λ

λ

 

 

                   ( ) ( ) 0)7(3316)7()7( 2 =−−−−− λλλ  

                   ( ) ( ) 079161449)7( 2 =−−−+−− λλλλ  

                   ( ) ( ) 0791433)7( 2 =−−+−− λλλλ  

                   ( ) 01424)7( 2 =+−− λλλ  

                   0)2)(12)(7( =−−− λλλ  

                            

 








=

=

=

2

12

7

3

2

1

λ

λ

λ

 

 

 Regresando a lo nuestro, esta matriz es definida positiva  � 
 
 
Ejemplo 4-8  Encontrar los valores extremos del campo escalar  

                       542),( 22 ++−+= yxyxyxf  

 
 

Solución: [ ] [ ]004222 =+−=∇ yxf  

                     
                     1022 =⇒=− xx  

 2042 −=⇒=+ yy  

 Valor crítico: (1,-2) 
 

 [ ] 







=

20

02
),( yxfH ; definida positiva 

  

 ∴ en (1,-2) hay un mínimo de la función que es: 0)2,1( =−f  � 
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Ejemplo 4-9 Encontrar los valores extremos del campo escalar  

                       
3322 2),( yxyxyxyxf +++−=  

 

Solución: [ ] [ ]00322322),( 22 =++−+−=∇ yyxxyxyxf  

                                                                                                                                                                         
 
 
 
 
 
 

 [ ] 








+−

−+
=

y

x
yxfH

622

262
),(  

                      

 [ ] 








−

−
=

22

22
)0,0(fH ; como no es diagonal, calculamos los 

autovalores: 
 

 0
22

22
det =









−−

−−

λ

λ
 

                    04)2( 2 =−− λ  

                     0444 2 =−+− λλ  
                     0)4( =−λλ  

                    01 =λ  

                    42 =λ ;  

 Semi definida positiva 
  
 Como es semi definida no podemos aseverar que se trate de un 

mínimo; procedemos a comprobar esto en distintas direcciones. 
  

 En la dirección: ""0 Xejey = ; 
32)0,( xxxf +=  

 Como se ve en la figura 4-3, en una pequeña vecindad de (0,0) si se 
trata de un mínimo. 

 Como se aprecia en la misma figura lo mismo pasa para la 

dirección del eje “Y” 0=x ; pero no para el caso de la dirección 

críticoValor

yx

yyx

xyx

)0,0(

0)(3

0322

0322

22

2

2

⇒

=+

=++−

=+−

Figura 4-3 

 - - - - - + +  + + + + + + + + +  

 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+  
+ 
+ 

- 
- 
- 
- 

1 

Y 

X 
+ 

+ + 

-1 
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xy = , donde se aprecia que no cumple, esto nos hace concluir 

que la función no tiene extremos.                              
 

                        ""0 Yejex = ; 
32),0( yyyf +=  

 

 xy = ; 
32),( xxxf =         � 

 
 
Ejemplo 4-10 Encontrar los valores extremos del campo escalar: 

2223),( xyyxxyxf −+−=   

 

Solución:              [ ] [ ]002223 22 =+−−−=∇ yxxxyxf  
 

 




=+−

=−−
⇒

02

0223
2

2

yx

xxyx
 

            

 02
2

23
2

2
2

2

=−







−⇒= x

x
xx

x
y  

                     023 32 =−− xxx  

                     0)23( 2 =−− xxx  

                     0230 2 =−−= xxx  

                     1;2 == xx  

 

 Existen tres puntos críticos: )2,2();,1();0,0(
2
1  

 

                     






−
=









−

−−−
=

20

02

22

2226
)0,0(

Hf
x

xyx
Hf  

 

                          No definida, ⇒  (0,0)  es un punto de silla 
          

                     0
22

23
det;

22

23

2

1
,1

=








−−

−−









−

−
=









− λ

λ
Hf  

                04)2)(3( =−−− λλ  
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                     0456 2 =−+− λλ  

                     0252 =+− λλ  

  

          43.0;56.4;
2

8255
21 ==

−±
= λλλ ; definida (+) 

 

                      En  ),1(
2
1   hay un mínimo. 

 

 0
24

46
det;

24

46
)2,2(

=








−−

−−









−

−
=

λ

λ
Hf  

 

                         016)2)(6( =−−− λλ  

                     016812 2 =−+− λλ  

                     0482 =−− λλ  

                     

                     47.0;47.8;
2

16648
21 −==

+±
= λλλ ; no definida 

 

 En )2,2(  hay un punto de silla. 

  

  ⇒  La función tiene un mínimo en ),1(
2
1  y dos puntos de silla 

en los puntos );0,0(   )2,2( .      � 

 
 

Ejemplo 4-11 Encontrar los extremos de:  2244 242),( yxyxyxyxf −+−+=  

  

Solución: 







=









−+

+−
=∇

0

0

444

444
3

3

yxy

yxx
f                     

 

 03 =+− yxx ;   ⇒      
3xxy −=          

 03 =−+ yxy      

 0)( 333 =+−+− xxxxx     

 0)1( 3323 =+−+− xxxxx  
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 0)331( 36423 =+−+− xxxxx  

      033 39753 =+−+− xxxxx   

 0233 3579 =−+− xxxx  

      0)233( 2463 =−+− xxxx ;  ⇒     0;0 == yx  

 01)133( 246 =−−+− xxx  

     01)1( 32 =−−x ; diferencia de cubos 

 0)1112)(11( 2242 =+−++−−− xxxx  

     0)1)(2( 242 =+−− xxx  

     0)1( 24 =+− xx  ;   no sirve porque son valores imaginarios 

 

 ⇒      22 =x             2±=x  

 

      Puntos Críticos ( 0 , 0 ) ; ( 2 ,- 2 ) ; (- 2 , 2 ) 
 
 

 








−

−
=

4124

4412
)(

2

2

y

x
xH  

 

    








−

−
=

44

44
)0,0(H  

 
hay que calcular valores característicos 

 
 

0
44

44
=

−−

−−

λ

λ
          016816 2 =−++ λλ  

 

01 =λ
                

82 −=λ
 

 
La matriz Hessiana es semidefinida negativa; lo que no garantiza 
que haya un máximo en este punto.  
 
Analicemos en un entorno de (0 ,0); la figura 4-4 ilustra 

gráficamente este análisis sobre las rectas xy = ; y sobre la recta 

xy −= : 
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42),( xxxfxy =⇒= ; siempre positivos 

 
24 82),( xxxxfxy −=−⇒−= ; negativo dentro de una 

pequeña vecindad de (0,0). 
                                        
Esto indica que en (0,0) no existe un máximo. 
 









=−

204

420
)2,2(H  

                                         

0
204

420
=

−

−

λ

λ

    ⇒  
016)20( 2 =−− λ
 

 

241 =λ
             

162 =λ
 

 
Definido positivo, hay un mínimo 
 









=−

204

420
)2,2(H ; lo mismo, por lo tanto: 

 

Hay mínimos en )2,2();2,2( −−  

 

8)2,2()2,2( −=−=−f     � 

X 
+ 

+ 
+ 

+ 
+ 
+ 
+ 

- - 
- 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ + + 

+ 
+ 

+ 

- - - + 
+ 
+ + 

y = -x 

y = x 

Y 

Figura 4-4 
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Ejemplo 4-12 Encontrar los extremos de la función:  
24222 32)2)((),( xyyxyxyxyxf −+=−−=  

  

Solución: 







=









−

−
=∇

0

0

64

34
3

2

xyy

yx
f                     

 

 








−−

−
=

xyy

y
H

6126

64
2

 

     
     0=∇f  

     034 2 =− yx                 2

4
3 yx =  

     064 3 =− xyy ;    0)(64 2

4
33 =− yyy  

     04 3

2
93 =− yy   ⇒   0=x ;   0=y  

 

           







=

00

04
)0,0(H     Semidefinida Positiva 

  
 Quiere decir que posiblemente se trata de un mínimo. 
 

 Veamos que pasa si analizamos la función sobre la recta axy = , 

la figura 4-5 representa gráficamente este perfil para un cierto 
valor de a: 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
             
 

(0 , 0) 

y = ax 

X 

Y 

Figura 4-5 



170  Capítulo 4     Optimización de Funciones Escalares 

 
32442 32),( xaxaxaxxf −+=    

 2234 944' xaxaxf −+=
∧

 

 xaxaf 224 18124'' −+=
∧

 

    0)0(' =
∧

f ;  04)0('' >=
∧

f   ⇒    Indica que la función tiene un 

mínimo sobre cualquier perfil de la forma axy = . 

 
 Sin embargo de esto no es suficiente para asegurar que se trata de 

un mínimo. La figura 4-6 representa un análisis gráfico en una 
pequeña vecindad de (0,0) entre las regiones planas limitadas por 

las parábolas 
2yx =  y 

2

2
1 yx = : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Vemos que escribiendo la función en la forma original. 

 )2)((),( 22 yxyxyxf −−= , nos permite análizar los signos de la 

función en cada una de las subregiones como lo indica la figura.  

 En esta discución se ve que )0,0(  no es un mínimo de la función a 

pesar de que en los perfiles rectos de la forma axy =  si lo era. 

 

 ∴  Esta función no tiene extremos.      � 
 

Es muy importante notar, como lo dijimos anteriormente y como lo intentan 
explicar los ejemplos anteriores, que cuando la matriz Hessiana es semidefinida 
positiva o negativa es bastante difícil demostrar que se trate de mínimos o máximos 
respectivamente; es más fácil negar esta afirmación si el ejercicio lo permite.    

Y 

 
 
 
+ 
+ 
+ 
+ 
 

 

 
 
 
 
+ 
+ 
 
 

 

 
 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
 

 

+ 
+ 
+ 

+ + 
+ 

- - 
- 

- - - 

X 

f = 0 

f = 0 

02 2 =− yx

02 =− yx  

Figura 4-6 
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4.4 EXTREMOS CONDICIONADOS. 
 

Es importante que comprendamos lo que se conoce como un problema de 
extremos condicionados; que lo identificamos como un problema de calcular los 
valores máximos o mínimos sujetos a un conjunto de restricciones. 

 
Es muy común hablar de problemas condicionados; por ejemplo, en el campo de 

los negocios, una empresa que produce algunos artículos necesita saber cuales deben 
ser los niveles de producción de cada uno de los artículos que produce, para maximizar 
sus utilidades, sujeto a restricciones de capital disponible, materia prima por 
disponibilidad de proveedores, capacidad de producción instalada, características de 
mercado y muchas otras restricciones más que son muy comunes en el mundo de los 
negocios, este ejemplo y muchos más que son frecuentes en este campo son problemas 
de extremos condicionados. 

 
Un problema condicionado lo podemos formular así: 
 

 Optimizar:  )(Xfz =   Función objetivo 

  

 Sujeto a:     

kk bXg

bXg

bXg

=

=

=













)(

.

)(

)(

22

11

 Conjunto de restricciones 

 

Donde RRXfz n →= :)( , y ii bXg =)(  para  ki ,......,2,1=  son 

superficies de nivel en Rn. 
La figura 4-7 representa un 

problema condicionado: 
 

El mínimo de 
22 yxz += , 

sujeto a la restricción:  
 

0=+++ dczbyax   (plano π ) 

 
El punto P1 es el mínimo 

absoluto de la función y el punto P2 
representa el mínimo condicionado al 

plano π , como puede apreciar en 

este gráfico resolver este problema 
condicionado, geométricamente, es 

x
 

Extremo 

Condicionado 

Extremo Absoluto 

Figura 4-7 
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encontrar el mínimo de la función sobre el corte o intersección de la superficie con el 
plano 

 
El conjunto de restricciones no necesariamente son igualdades, pueden también 

ser desigualdades de la forma: 
 













≤

≤

≤

kk bXg

bXg

bXg

)(

.

)(

)(

22

11

 o de la forma  













≥

≥

≥

kk bXg

bXg

bXg

)(

.

)(

)(

22

11

 o combinando las desigualdades 

con las igualdades. 
 
Existen algunos métodos para resolver este tipo de problemas condicionados, de 

los cuales los más comunes y que estudiaremos en este libro son el de Los 
Multiplicadores de Lagrange, para el caso de que sólo existan restricciones de 
igualdad y el de las condiciones de Kuhn Tucker para el caso de que existan 
desigualdades en el conjunto de restricciones, analizaremos cada uno de estos métodos 
por separado. 

 

 
METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

 
Consideremos el problema:  
 
     

 Optimizar )(Xfz =  

 

 Sujeto a:   

kk bXg

bXg

bXg

=

=

=













)(

.

)(

)(

22

11

 

 
 
Podemos construir una función que asocie la función objetivo del problema 

original y el conjunto de restricciones de la siguiente manera: 
 
 

))((.....))(())(()(),........,,,,......,,( 2221112121 kkkkn bXgbXgbXgXfxxxL −−−−−−−= λλλλλλ  
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Esta nueva función no altera el valor de la función objetivo original porque se 

esta restando el valor: ∑
=

−
k

i

iii bXg
1

))((λ , que es cero por contener todas las 

restricciones igualadas a cero. 
 

A la función RRxxxL kn

kn →+:),........,,,,......,,( 2121 λλλ , se la conoce como 

función de Lagrange y los coeficientes iλ  se los conoce como Multiplicadores de 

Lagrange, el óptimo de ),........,,,,......,,( 2121 knxxxL λλλ  es el óptimo del problema 

condicionado. 
 
Aplicando la condición necesaria de óptimo a la función de Lagrange 

obtenemos: 
 

0=∇L , esto implica: 

 

kjbXg
L

ni
x

g

x

g

x

g

x

f

x

L

jj

j

i

k
k

iiii

,....,2,1;0)(

,.....,2,1;0.........2
2

1
1

==−=
∂

∂

==
∂

∂
−−

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂

λ

λλλ

 

 
El método consiste en encontrar los valores de x  y de λ  que satisfagan las 

condiciones: 
 

kj
L

ni
x

L

j

i

,....,2,1;0

,....,2,1;0

==
∂

∂

==
∂

∂

λ

 

 

Esto lleva a resolver un sistema de kn +  ecuaciones con kn +  incógnitas, 

donde por supuesto daremos prioridad al cálculo de las ix  que es lo que generalmente 

interesa en el problema original. 
 
 

Ejemplo 4-13 Encontrar los extremos de la función:  
222 43),,( zyxzyxf ++= ,  

 sujeto a: 01222 =−++ zyx  
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 Solución: Es un problema de extremos condicionados con una sola 
restricción que también se lo puede resolver haciendo una 
substitución directa de la restricción y trabajando sobre el corte de 
la siguiente forma: 

  

 
2222 143),(ˆ yxyxyxf −−++=  o 

 132),(ˆ 22 ++= yxyxf , 

 

 





=

=
⇒==∇

06

04
)0,0()6,4(),(ˆ

y

x
yxyxf , la solución es: 

 )1,0,0( , calculemos la matriz Hessiana para probar si es máximo o 

mínimo: 
 

 [ ] 







=

60

02
),(ˆ yxfH ; definida positiva, lo que indica que el 

punto antes mencionado es un mínimo. 
 
 Ahora procedamos por el método de Los Multiplicadores de 

Lagrange, la función de Lagrange es de la forma: 
  

 )1(43),,,( 222222 −++−++= zyxzyxzyxL λλ               

 0=∇L        

 

 













=++

=−

=−

=−

1

022

028

026

222 zyx

zz

yy

xx

λ

λ

λ

  

  

 Existen 6 puntos diferentes de la forma ),,,( λzyx  que satisfacen 

este sistema: 

 )1,1,0,0();4,0,1,0();3,0,0,1( mmm ±±± , 

  probemos estos valores: 
 

 

1)1,0,0(

4)0,1,0(

3)0,0,1(

=

=±

=±

mf

f

f
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 Aquí se ve que )1,0,0( ±  son mínimos del problema condicionado 

y )0,1,0( ±  son valores máximos del problema condicionado.  � 

 
 Como podemos observar en el ejemplo anterior 4-13, por substitución directa 

perdimos los extremos )1,0,0( −  que también es un mínimo y los extremos )0,1,0( ±  

que son máximos locales; lo cual indica el cuidado que se debe tener cundo se aplica 
substitución directa que es aplicable siempre que se tenga una sola restricción de 
igualdad; pues, si se tiene mas de una restricciones de igualdad este método ya se 
dificulta por cuento se tendría que trabajar sobre el conjunto solución de todas las 
restricciones. 

 

Ejemplo 4-14 Encontrar los extremos de la función: ( ) xyyxf =,  

 sujeto a: 
222 11 xyyx −=⇒=+  

 
Solución: Por sustitución directa: 

 ( ) ( )xfxxxxyxf =−=−= 2

1

)(1, 422  

 
( ) ( ) ( )

2

2

2

2
0

1

21

2

42

042'

2

2

42

3

342

2
1 2

1

±=⇒±=⇒=
−

−
=

−

−
=

=−−=
−

yx
x

x

xx

xx

xxxxxf
 

 
 Los extremos son: 
 

 ),(
2

2

2

2
, ),(

2

2

2

2− , ),(
2

2

2

2 − , ),(
2

2

2

2 −−  

 
2
1

2

2

2

2

2

2

2

2 ),(),( =−−= ff , máximos condicionados 

 
2
1

2

2

2

2

2

2

2

2 ),(),( −=−=− ff , mínimos condicionados 

 
 Por Lagrange: 
 

 
( ) ( )

[ ]122

1,,

22

22

−+−−=∇

−+−=

yxyxxyL

yxxyyxL

λλ

λλ
  

 









=+

=−

=−

1

0)2

02

22 yx

yx

xy

λ

λ

; da como solución: 
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 ),(
2
2

2
2

, ),(
2
2

2
2− , ),(

2
2

2
2 −− , ),(

2
2

2
2 −  

 

 Que da la misma solución obtenida por substitución directa.  � 
 
 
Ejemplo 4-15 Encontrar la distancia más corta entre la elipse 

1232 22 =+ yx  y la recta 6=+ yx . 

 
Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 Como podemos apreciar en la figura 4-8, considerando que la 
distancia de un punto a una recta en el plano es: 

22 ba

cbyax
d

+

++
= , se lo puede plantear como un problema 

condicionado de la forma: 
 

 Minimizar : 
2

6
),(

−+
=

yx
yxf  

 Sujeto a: 1232 22 =+ yx  

 

 )1232(6),,( 22

2

1 −+−−+= yxyxyxL λλ  

  

 [ ]123262 22

2
2

2
2 −+−−=∇ yxyxL λλ  

Figura 4-8 

6=+ yx  

 

2 2

1
6 4

x y
+ =  

d  
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







=+

=−

=−

1232

06

02

22

2
2

2
2

yx

y

x

λ

λ

09.03.196.1

09.03.196.1

−=+=+=

+=−=−=
⇒

λ

λ

yx

yx
 

 

 
93.1)3.1.96.1(

54.6)3.1,96.1(

=

=−−

f

f
 

 ⇒  la mínima distancia entre la elipse y la recta es 1.93.  � 

 
 

 
Ejemplo 4-16 Cuál es el volumen del más grande paralelepípedo que puede ser 

inscrito en el elipsoide 1
36169

222

=++
zyx

 

Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Como se puede ver en la figura 4-9, en el sistema cartesiano las 

dimensiones del paralelepípedo son: zyx 222 ×× , el problema 

condicionado es de la forma: 
  

 Maximizar: xyz8   

 Sujeto a: 1
36169

222

=++
zyx

 

Figura 4-9 

 Figura 4-9 
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 )1
36169

(8),,,(
222

−++−=
zyx

xyzzyxL λλ   

  

 



















=





















−++

−

−

−

=∇

0

0

0

0

1
36169

8

8

8

222
18
1

8
1

9
2

zyx

zxy

yxz

xyz

L λ

λ

λ

 

  
 Esto lleva a resolver el sistema: 
 

 













=++

=−

=−

=−

1
36169

08

08

08

222
18
1

8
1

9
2

zyx

zxy

yxz

xyz

λ

λ

λ

, hay dos conjuntos de soluciones: 

 

 Si 0=λ ; 

















===

===

===

⇒

=

=

=

003

040

600

08

08

08

zyx

zyx

zyx

xy

xz

yz

 

  
 Todos estos valores dan volumen cero; valores mínimos 

condicionados; para este caso no nos interesa. 
 

 Si 0≠λ ; 0)()( 2

18
12

8
12

8
12

9
2 =−=− zyyx λλ  

  

               3233
3
4 === zyx  

 

 El volumen máximo es: 364  unid3      � 
 
 
Ejemplo 4-17 Una caja rectangular abierta en la parte superior tiene un volumen 

de 32 cm3, cada lado debe tener las dimensiones tales que la 
superficie total sea máxima. Encontrar las dimensiones. 
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Solución: Sean zyx ,,  las 

dimensiones de la caja: 
 
 Minimizar:

 

xyyzxzzyxf ++= 22),,(

 

 Sujeto a: 32=xyz  

 

 )32(22),,,( −−++= xyzxyyzxzzyxL λλ  

 

 



















=



















−

−+

−+

−+

=∇

0

0

0

0

32

22

2

2

xyz

xyyx

xzxz

yzyz

L
λ

λ

λ

 

 
 Tenemos que resolver el sistema: 
 

 













=

=−+

=−+

=−+

32

022

02

02

xyz

xyyx

xzxz

yzyz

λ

λ

λ

;  













=

=−+

=−+

=−+

32

022

02

02

xyz

xyzyzxz

xyzxyyz

xyzxyxz

λ

λ

λ

 

 

 









=

=−

=−

32

02

022

xyz

xzxy

yzxz

;   









=

=−

=−

32

0)2(

0)(

xyz

zyx

yxz

 

 

 0;0;0 ≠≠≠ zyx  ⇒  .2; zyyx ==  

 

 32))()((
2

=y
yy  ⇒  4;643 == yy   

 

                    2;4;4 === zyx ; son las dimensiones 

 

 48max =Area  cm2      � 

 

  

x 
y 

z 

Figura 4-10  
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INTERPRETACIÓN DEL MULTIPLICADOR DE LAGRANGE λ  
 

En la mayoría de las aplicaciones del método de los multiplicadores de Lagrange 

no es necesario calcular el valor numérico del multiplicador λ ; sin embargo ahora 

analizaremos la importancia de la interpretación del multiplicador λ . 

 

Sea M  el valor óptimo de )(Xf , sujeta a la restricción kXg =)( . 

 

Entonces )(XfM =  para alguna terna 
n

n Rxxx ∈),......,,( 21  que satisfaga 

las 1+n  ecuaciones que resultan de aplicar la condición necesaria de óptimo a la 

función de Lagrange: 
 














=

=

=

=

kXg

gf

gf

gf

nn xx

xx

xx

)(

''

:

''

''

22

11

λ

λ

λ

, además las coordenadas de la terna 
n

n Rxxx ∈),......,,( 21 ,  

 
dependen de k ya que los diferentes niveles de la restricción llevarán por lo general 

diferentes combinaciones óptimas de ix ; por lo tanto: 

 

)(XfM = ; donde ix  dependen de k  ⇒  aplicando la regla de la cadena: 

 

dk

dx

x

M

dk

dx

x

M

dk

dx

x

M

dk

dM n

n∂

∂
++

∂

∂
+

∂

∂
= ..........2

2

1

1

 o lo que es lo mismo: 

 

dk

dx
f

dk

dx
f

dk

dx
f

dk

dM n
xxx n
'..........'' 21

21
+++=  por que )(XfM = , o: 

 

dk

dx
g

dk

dx
g

dk

dx
g

dk

dM n
xxx n
'..........'' 21

21
λλλ +++=  

)'..........''( 21

21 dk

dx
g

dk

dx
g

dk

dx
g

dk

dM n
xxx n

+++= λ ; o: 
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dk

dg

dk

dM
λ=  aplicando la regla de la cadena, 

 

Como kXg =)(  ⇒  1=
dk

dg
 y por supuesto:  

 
  
 

 λ=
dk

dM
 

 
 

Esto quiere decir que λ  representa el cambio del valor óptimo de 

)(Xf debido a un incremento unitario de k , que es el margen de la restricción. Visto 

de otra forma; la variación del valor óptimo de la función con respecto al valor 
marginal de la restricción. 
 
 
Ejemplo 4-18 Un fabricante tiene asignado $60.000,00 para invertir en el 

desarrollo y la promoción de un nuevo producto. Se ha calculado 

que si gasta x  miles de dólares en desarrollo y y  miles de dólares 

en promoción, se venderán aproximadamente yxyxf 2

3

20),( =  

unidades del nuevo producto. 
 
 a.- ¿Cuánto dinero debe gastar el fabricante en desarrollo y cuánto 

en promoción para maximizar las ventas? 

  
 b.- Supóngase que le aumentan la asignación para invertir en 

desarrollo y promoción a $60.200,00. Calcular de qué manera 
afectará al nivel máximo de ventas los $200 adicionales. 

 
 
Solución: a.- El problema condicionado será: 
 

 Maximizar yxyxf 2

3

20),( =  

 Sujeto a: 60=+ yx  

 

 )60(20),,( 2

3

−+−= yxyxyxL λλ  
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















=



















−+

−

−

=∇

0

0

0

60

20

30

2

3

2

1

yx

x

yx

L λ

λ

, esto lleva a resolver el sistema: 

 










=+

=−

=−

60

020

030

2

3

2

1

yx

x

yx

λ

λ

, la solución es: 2436 == yx  

 
 Esto es; para maximizar las ventas, el fabricante debe invertir 

$36.000,00 en desarrollo y $24.000,00 en promoción y venderá 
aproximadamente 103.680 unidades del nuevo producto. 

 

 b.- Como:  λ=
dk

dM
, aplicando diferenciales tenemos: 

 

 kk
dk

dM
M ∆=∆≈∆ λ , calculemos λ  

 

 320.4)36(2020 2

3

2

3

=== xλ , 2.0=∆k  (miles de dólares) 

 

 864)2.0)(320.4( =≈∆M  

 
 Lo que quiere decir que las ventas máximas del nuevo producto se 

incrementarán aproximadamente en 864 unidades, si el presupuesto 

se aumenta de $60.000,00 a $60.200,00        � 
 

Hablando de maximización de utilidad sujeto a una restricción presupuestaria, el 
multiplicador de Lagrange es el cambio aproximado en la utilidad máxima, resultante 
de un incremento unitario en el presupuesto y los entendidos en esta materia lo conocen 
como utilidad marginal del dinero. 

 
 

CONDICIONES DE KUHN – TUCKER 
 

Este procedimiento es utilizado cuando el problema condicionado tiene 
restricciones de desigualdad y esta basado también en el método de Lagrange. 

 
Consideremos el problema: 
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 Maximizar: )(Xfz =  

  

 Sujeto a: 0)( ≤Xg i ;  mi ,........,2,1=  

 
Las restricciones de desigualdad pueden transformarse en igualdades 

aumentándoles una variable no negativa que se la llama variable de holgura, para 

asegurarnos la no negatividad tomemos esta variable como 
2

iS , mi ,......,2,1= , 

entonces el problema queda de la forma: 
 

 Maximizar: )(Xfz =  

 Sujeto a: 0)( 2 =+ ii SXg ;  mi ,........,2,1=  

 
Este es un problema al que le aplicamos el método de multiplicadores de 

Lagrange y la función de Lagrange será de la forma: 
 

))(()(),..,,,,..,,,,..,,( 2

212121 SXgXfsssxxxL mmn +−= λλλλ 4-6 

 

 Donde: ),...,,( 21 nxxxX =   ∈   
nR  

 ),....,,( 21 msssS =   ∈   
mR  

 ),....,,( 21 mλλλλ =   ∈   
mR  

 ))(),....,(),(()( 21 XgXgXgXg m=   ∈   
mR  

 

Dado que: 0)( ≤Xg i , una condición necesaria para la optimización es que λ  

sea no negativa para casos de maximización y que sea no positiva para casos de 
minimización; esto se justifica de la siguiente manera: 

 

Como vimos anteriormente λ  representa la tasa de variación de )(Xf  con 

respecto a )(Xg , 

 

   
g

f

∂

∂
=λ  

 

conforme el lado derecho de la restricción 0)( ≤Xg  aumenta sobre cero, el <espacio 

solución se hace menos restringido y, por lo tanto, )(Xf  no puede disminuir, esto 

significa que 0≥λ . De forma similar para la minimización, conforme aumenta un 
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recurso, )(Xf  no puede aumentar, lo que implica que 0≤λ . Si las restricciones son 

igualdades, es decir, 0)( =Xg  entonces λ  es no restringida en signo. 

 

Las restricciones de λ  son parte de las condiciones de Kuhn-Tucker, las 

condiciones restantes las definiremos de la función de Lagrange, sacando las derivadas 

parciales en la ecuación 4-6 con respecto a X , S  y λ  tenemos: 
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Del segundo conjunto de estas ecuaciones podemos obtener los siguientes 

resultados: 
 

1. Si iλ  no es cero, entonces 02 =iS , lo que significa que el recurso 

correspondiente es escaso; por lo tanto, se consume por completo 
(restricción de igualdad) 

2. Si 02 =iS , entonces 0=iλ , lol que significa que el iésimo recurso 

no es escaso y, en consecuencia, no afecta el valor de )(Xf  

 
Del segundo y tercer conjunto de estas ecuaciones se infiere que: 
 
  

 miXg ii ,....,3,2,1;0)( ==λ  

 
 

Esta nueva condición repite el argumento anterior , por cuanto 0>iλ , implica 

0)( =Xg i  o 02 =iS . De igual manera, si 0)( <Xg i , 02 >iS  y 0=iλ . 

 
 

Las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker para que X  y λ  sean un punto 

crítico del problema de maximización se resumen de la siguiente forma: 
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Se puede demostrar como ejercicio que estas condiciones también se cumplen 

para el caso de minimización con la excepción de que λ  debe ser no positiva. Tanto en 

la maximización como en la minimización, los multiplicadores de Lagrange que 
corresponden a las restricciones de igualdad no deben estar restringidos en signo. 

 
Las condiciones de Kuhn-Tucker  son necesarias y suficientes si la función 

objetivo y el espacio solución satisfacen ciertas condiciones con respecto a la 
convexidad y a la concavidad, que son las siguientes: 

 

 

Maximización:  función obj.           Cóncava; espacio solución          Conjunto convexo  
 

Minimización:  función obj.           Convexa; espacio solución          Conjunto convexo  
 

 
Tomar en cuenta que en la práctica es más fácil demostrar que una función es 

convexa o cóncava que demostrar que un conjunto es convexo. 
 
 
Entonces un problema condicionado general, queda definido de la forma: 
 
 

 Maximizar o minimizar  )(Xfz =  

 

Sujeta a: 
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i
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Donde iλ  es el multiplicador asociado con la restricción i.  
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Ejemplo 4-19 Considerar el siguiente problema condicionado de minimización: 
 

 Minimizar: 
222),,( zyxzyxf ++=  

 

 Sujeta a: 

0),,(

02),,(

01),,(

02),,(

052),,(

5

4

3

2

1

≤−=

≤−=

≤−=

≤−+=

≤−+=

zzyxg

yzyxg

xzyxg

zxzyxg

yxzyxg

 

 

Solución: Como es un caso de minimización, 0≤λ  y las condiciones de 

Kuhn-Tucker se resumen de la siguiente forma: 
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 Estas condiciones generan las siguientes ecuaciones: 
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0,2,1

2

52
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0)2(
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≤+
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yx
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y
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 La solución de este conjunto de ecuaciones es: 
 

 4,2,0,0,2,1 43521 −=−======= λλλλλzyx  

 

 Ya que tanto ),,( zyxf  como el conjunto 0),,( ≤zyxg  son 

convexos, ),,,,( ii SzyxL λ  debe ser convexa y el pinto crítico 

encontrado es un mínimo restringido global.     � 
 
 
 

EJERCICIOS 
 

1.-  Dada la función 
yxeyxf 32),( +=  

a) Encontrar una fórmula de Taylor de segundo orden para aproximar 
 esta función en una vecindad del punto (0,0). 
b) Estime el error de aproximación en (0.01, -0.03). 

 

2.-  Dada la función 
( ) yeyxf x cos),(

2
1−=  

a) Encontrar una fórmula de Taylor de segundo orden para aproximar 
esta función en una vecindad del punto (1,0). 
b) Estime el error de aproximación en (1.2, 0.2). 

 
3.-  Calcular aproximadamente el valor de: 

3 97.003.15

98.0

+
=ϕ  

 
4.-  Utilice una aproximación de Taylor para estimar el valor de: 

( ) 02.298.02
3

03.0

+

e  

  Estimar el error de aproximación con tres cifras significativas. 
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5.-  Calcular aproximadamente el valor de: 

3

98.0

97.24

03.2
=ψ  

 
6.-  Si q es la capacitancia total de tres capacitores conectados en serie, tal que: 

∑
=

=

=
3

1

11 n

n nqq
 

 

Si las medidas de los capacitores son q1=25µF; q2=40µF; q3=50µF; con 
errores del 0.5% en cada caso, estime el error máximo en el valor de q. 

 
7.-  Si el radio de un cilindro aumenta en un 1% y la altura en un 2%, determine 

el porcentaje en el cual cambia el volumen y el área total de la superficie 
externa. 

 
8.-  Determinar y clasificar los puntos críticos de las siguientes funciones:  

 
 

a) ( ) yxyxyxyxf +−−= 22,  

b) ( ) 221225.0 yxeyxz −−+−=  

c) ( ) 2223, xyyxxyxf −+−=  

d) ( ) ( )( )22 2, yxyxyxf −−=  

e) ( ) zzyyxxzyxf 222
3

1
,, 223 +−+−+−=  

f) ( ) xzyzyx
ezyxf

++−−−= 2222

,,  

g) ( )yxsensenysenxz +++= ; en la región 
2

0,
2

0
ππ

≤≤≤≤ yx  

h) ( )
zy

z

x

y

w

x
wzyxwf

1
,,, +++++=  

9.-  La suma de tres números es 50. Determinar el valor de cada uno de ellos 
para que el producto sea máximo. 

 
10. Sean tres números positivos x, y, z determine el máximo producto de estos 

tres números, si se sabe que su suma es constante. 
 

11. Utilice este resultado para determinar si es verdadera la siguiente 
proposición: 
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3
3

zyx
xyz

++
≥

 
 
12. Hallar el volumen máximo de un sólido rectangular que tiene la propiedad 

de que la suma de las área de las seis caras es 
26a  

 
 
13. Un paquete en forma rectangular se puede enviar por correo, si la suma de 

su longitud y el perímetro de una sección transversal perpendicular a la 
longitud es igual a 34cm. Encuentre las dimensiones del paquete de máximo 
volumen que puede ser enviado por correo. 

 
14. Demostrar que un triangulo es equilátero si el producto de los senos de sus 

ángulos es máximo.   
 
15. Determinar el volumen del paralelepípedo rectangular más grande que 

puede inscribirse en el elipsoide 1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
  

16. Encuentre los puntos más cercanos al origen de la superficie 
1623 =zxy

.  

17. ¿Cuál es la distancia mínima entre 






=+

=+−−+

1

01
:

22

222

yx

zxyyx
C    y el origen? 

 
18. Determine el área del paralelogramo de máxima área que se puede inscribir 

en una elipse de ejes 2 y 3. 
 

19. Hallar la distancia más cercana al origen y la curva 





=+

−−=

4

162
:

22

yx

yxz
C   

 

20. Hallar la distancia mínima entre 144169 22 =+ yx    y 4085 =+ yx  

 

21. Sea 22100),,( yxzyxT ++=   la temperatura en cada punto de la esfera 

50222 =++ zyx . Hállese la temperatura máxima en la curva de 

intersección de la esfera y el plano 0=− zx   

 
22. Cual es la máxima área que debe tener un rectángulo si la longitud de su 

diagonal debe ser 2.  
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23. Obtenga los puntos sobre la curva de intersección del elipsoide 

3694 222 =++ zyx  y el plano 04 =−− zyx  que están más cerca del 

origen y calcular la distancia mínima. 
 
24. Encontrar las dimensiones del paralelepípedo de volumen máximo que 

puede ser inscrito en el sólido limitado por el paraboloide 
c

z

b

y

a

x
=+

2

2

2

2

 y 

el plano cz = . 

25. Hallar los puntos de la superficie 12 =− xyz  más próximos al origen. 

26. Halle que dimensiones debe tener una caja rectangular de máximo volumen 
tal que la suma de su largo, ancho y altura debe ser c. 

27. La suma de tres números x, y, z es 100, hállelos de tal modo que el producto 
cba

zyx ; donde a, b y c son constantes, sea máximo. 

28. Hallar el mayor volumen que puede tener una caja rectangular donde el área 
total de su superficie debe ser igual a “A”. 

29. Encontrar las dimensiones de la caja de máximo volumen que se puede 
construir al recortar cuatro cuadrados en las esquinas de una plancha cuya 
área es igual a “A”. 


