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4.1 FORMULA DE TAYLOR.

En el capitulo anterior usamos el plano tangente a una superficie para hacer
aproximaciones de la misma en la vecindad de un punto. Ahora ampliemos nuestro
campo de aplicacion y veamos como podemos hacer este tipo de aproximaciones a
funciones escalares de orden superior, como por ejemplo funciones cuadraticas.

Para funciones derivables de una variable la féormula de Taylor nos permite

€699

disponer de un polinomio de grado “n” para esta aproximacion, para funciones

escalares de R” — R resulta complejo disponer de un polinomio de grado mayor a 2;
revisemos, primero, la formula de Taylor para una funcion derivable de variable real
en una vecindad de X .

Un polinomio de grado “n” es de la forma:

— 2 3
P(x)=a,+ax+a,x" +a,x" +...cceeeenne. +a,x

Como este polinomio lo usaremos para aproximar una funciéon de variable real
en la vecindad de un punto, podemos escribir:

2 3
f(X)=a,+ax+a,x” +a;x" +.cceenenen. +a x 4-1

Escribamos 4-1 en el punto X — X, que esta dentro de una vecindad cualquiera
de x:

f(xX)=a,+a,(x—x))+a,(x—x,)" +a,(x—x,)° + ... +a,(x—x,)" 42
Veamos la forma de encontrar los coeficientes del polinomio en la ecuacion 4-2:

fx)=a,+0 = a,= f(x,)

£ =a, +2a,(x—x,) +3a; (X = X0)* +ooeeee b 1, (X = x,)"
() =20, +(B)ay (X = Xy )+ oo (n =) (0)a, (x — x,)"
() = BV + oo+ (n=2)(n =D (0)a, (x — x,)"

" (x)=nla,. De aqui podemos obtener los coeficientes:
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f[(x)=a,+0 = a =f"(x))

S"(x)
2!

S (%)
3!

f"(x))=2a,+0 = a,=

f"'(xy)=6a;+0 = a,=

_ ")

n!

f(”)(xo) =nla, = a,

Ahora podemos escribir la ecuacion 4-2 de la siguiente forma:

2 f(”)( S (x)

f”( X)) o (x—x,)"

S = [ (x) + 1" (e ) = x) + ==

Que para hacer la igualdad le agregamos un error de aproximacion:

" (n)
0= S+ =)+ LT e S gy R g 43
Donde el error R, (x,X,) para X cercanoa X, es:
R ( (x (n+1)
X,X,) = f (t)dt , y debe ser un valor pequefio entre mas

cerca se encuentre X de X, ; se dice “un infinitésimo de orden superior a n” que

significa:

R
le n(xaxon) —
XX (x_xo)

Nos interesa expresar la ecuacion 4-3 aplicada a una funcion escalar
f(X):R" — R, diferenciable en una vecindad de X, € R". Como el diferencial

de segundo orden, para este caso, es una matriz cuadrada, resulta complejo expresar la
formula 4-3 para un orden mayor al segundo; por cuanto el diferencial de tercer orden
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es el diferencial de la matriz cuadrada y resulta complejo expresarlo; peor todavia los
diferenciales de orden mayor.

Para f(X):R" — R, el diferencial de primer orden es el vector gradiente, y

(X —X,) selo puede expresar como el vector:

(X = X,) =(x; =Xy, X, = Xppseeeees X, — X, ) , entoNCeS:

Formula de Taylor de primer orden:
Sea f(X):U cR" — R; diferenciable en X ;€ R", la formula de Taylor al

primer orden para f'(X') en una vecindad de X, se puede escribir de la forma:
J(X)=f(X)+Vf(X)e(X -Xy)+R (X, X,)

Donde R, (X,X,) es un infinitésimo de orden superior al primero y tiene la
propiedad que:
Rl (Xa XO) _

Lim =
XX

X=X,

Considerando X — X ; como vector o matriz columna podemos escribir en forma

similar a la ecuacion 4-3 la formula de Taylor de segundo orden:

Formula de Taylor de segundo orden:
Sea f(X):U c R" — R; doblemente diferenciable en X, € R", la formula de

Taylor al segundo orden para f'(X') en una vecindad de X, se puede escribir de
la forma:

F(X)=f(X)+ V(X))o (X - X))+ H[F (X)X - X, ]Je (X - X))+ R, (X, X,)

Donde R,(X,X) es un infinitésimo de orden superior al segundo y tiene la
propiedad que:
R,(X,X,) _

m 2
XX
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[X -X 0] es el vector diferencia expresado como matriz columna de la

siguiente forma:

X~ Xo
Xy = Xpp
[X -X,]= . , matriz columna de dimension 7 X 1
_xn - xOn n

H U(X )] es la matriz segunda derivada y se la llama matriz Hessiana,
definida de la siguiente forma:

Definicion de Matriz Hessiana:
Sea f(X):UcR" — R; detipo C~ en una vecindad de X, lamatriz nXn:

_asz aZf aZf aZf

ox  ox,0x, Oxy0x,  Ox,ox
oOdf o) 9f 9o’ f
Hf®]=|oxox, ax> oxdxr, ~ ox,ox,

aZf aZf aZf aZf
| 0x,0x,  Ox,0x, Ox;0x, B

n

Se llama matriz Hessiana de la funcion escalar y representa su diferencial de
segundo orden.

Entonces, la misma formula de Taylor al segundo orden expresada en forma de
sumatorias se la escribiria de la siguiente forma:

f(x)=f(xo)+i%(xi_XOi)+%Zn:i IS (xi_XOi)(xj_xoj)+R2(x’x0)

o7 1 0x,0x
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La matriz Hessiana tiene las siguientes caracteristicas:

e  Esuna matriz cuadrada de dimension n x n.

e Tiene las derivadas parciales dobles en la diagonal principal y las mixtas en
la triangular superior e inferior.

Es simétrica, porque las derivadas parciales mixtas son iguales.
e Hace el papel de la segunda derivada en funciones de variable real.

El producto H [f(X 0)][X -X 0], representa un producto de dos matrices, de
dimensiones (72X n) por (nX1) y resulta un vector de 7 componentes que se

multiplica escalar mente con el vector diferencia X — X, y forma el tercer término de
la féormula de Taylor al segundo orden.

—» producto escalar

f(X)=f<X0>+Vf(X(,)-(X—XO)%H[f(Xo)][X—XO]-<X—X0)+RZ(X,XO)

— producto matricial

Si la funcion escalar esta en R?:

f:R* >R

3f S

ox®  dyox (X-X,)=(x—-x,;y-»,)
Hlfenl=| 5, 9
of 9°f
oxdy 9y’
Ejemplo 4-1 Escribir la férmula de Taylor al ler. orden para la funcidn:

f(x,y)=S8en(x+2y) enunavecindad de (0,0)

Solucién: f(x,y)=Sen(x+2y)
Vf =(Cos(x+2y),2Cos(x +2y))

f(0,00=0
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Vf\(om =(1,2)
f(x,»)=0+(1,2)e(x—0,y—0)+R,

f(x,y)=x+2y+R, VY

Ejemplo 4-2 Escribir la férmula de Taylor al 2° orden para la funcién:
f(x,y) = exysen(x + y) en una vecindad de P(O,%)

Solucion: Vf = be*y sen(x+ y)+e” cos(x+y), xe”sen(x+y)+e” cos(x+ y)]

I yevsen(x +y)+ ye® cos(x + y)+ e”senlx + y)+ xye”sen(x + y)+ ]

ye® cos(x + y)— e¥sen(x + y) ye* cos(x + )+ xe® cos(x + y) -
e“sen(x + y)

H[f]=

e“sen(x + y)+ xye”sen(x + y) + - .

x’e”sen(x + y)+ xe® cos(x + )+

xe” cos(x + y)+ ye? cos(x + y) -
xe® cos(x + y)— e“sen(x + y)

L e“sen(x + y)

Vf oz = (3.0

2

Z -1 0
iy~ 5|
X-X,=(xy-%

[X_Xo]:|: x,,:|

Yy—3

Hf (X)X - X,]= (& x—x-y+%)

/(0.%)=1
VA(X,) (X —X,)=2x
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Ejemplo 4-3

Solucion:

Hf (X)X - X, e (X =X )=(&F x—x)x+(y—Z)(-y + %)
floy)=l+Zx+1(E -Dx* + 10"+ - Z) + R, (x, »)

floy)=2Ax =1y +2x+ 2y +(1-Z)+ R, (x,y)

Encontrar la formula de Taylor al segundo orden para la funcion
f(x,y)=e"Cosy en una vecindad de (0,0) y analizar su
bondad de aproximacién en (0.1,0.1)

VI (x,y) = (e’ Cosy,~e" Seny)

V£(0,0) =(1,0)
£(0,0)=1

Hlf(x.y)]= { e'cosy —e'seny }

—e'seny —e'cosy

rexd [0 - [
s MR

fey)=flx,,9,)+Vf(x,,p,)0((x,0)-(x,,9,))+

L o) = Gl [ = o )4 R

_ {1 o}
1o -1
(0,0)

fxy) = 1+10)e(x, ) +5(x~y)e(x,y)+ R,
= l+x+1(x*-»")+R,

f(x,y) = l+x+ix>-1y?+R,
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£(0.1,0.1) =1.099649
f(x’y) ‘(0.1,0,1) =11

R, =1.1-1.099649 = 0.000351 V¥

Como la formula de Taylor sirve para encontrar la aproximacion de una funcion
escalar cualquiera a una funcion lineal o cuadratica en una vecindad de un punto dado,
es muy util para demostrar teoremas o expresar definiciones o aplicaciones especiales
que sin esta formula darian mucha fatiga realizarlas como es el caso de las aplicaciones
de la matriz Hessiana para calificar valores extremos, que lo veremos mas adelante. El
ejemplo 4-4 demuestra la regla de la cadena enunciada en la seccion 3.5, teorema 3-10
y que dejamos pendiente su demostracion en el capitulo anterior.

Ejemplo 4-4

Solucion:

Demostrar la regla de la cadena enunciada en el teorema 3-10,
seccion 3.5.

Sea: g(x,)=y,; g(x,+h), es el valor de la funcién en

cualquier punto X y a una distancia /2 de X, - Entonces usando la

aproximacion de Taylor al primer orden tenemos:

g(xy +h)=g(x,)+ Dg(xo)h"'Rg(xo’h)
Haciendo: k = Dg(x,)h+ R, (x,,h), tenemos:
g(x, +h) = g(x,)+ k ; por otro lado podemos ver que:

Limk =0.

h—0

Si se cumple la propuesta de la regla de la cadena:
D(f = g)(xy) = Df (g(x,))Dg(x,)

Entonces debemos hacer ver que f o g es diferenciable en X .

Ryo (o, 1) = (f o @)(xg + 1) = (f ° )(xy) = Df (g(x,))Dg(x, )

O lo que es lo mismo:

Ry.o (xg, 1) = f(g(xg +1) = f(g(x0))— Df (g(x0))Dg(x, )
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Ry, (xo, 1) = f(g(xo)+5)) = f(g(x0))— Df (g(x,))Dg(x, )2
Ryoo (xo: 1) = f(yo +6) = f(3o) = Df (v5)Dg(x, )R

Para demostrar que f o g es diferenciable en X, debemos hacer

ver que Lim M =
=0 Al

Una férmula de Taylor para f(y, + k) al primer orden es:

Sy +k)= f(yo)+Df(yo)k+Rf(y0,k), entonces:

Rfag(xosh):f(yo)"'Df(yo)k"'Rf(yosk)_f(yo)_Df(yo)Dg(xo)h
Rfog(x()ah) =Df (yy)k + Rf()’o’k) = Df (y,)Dg(x,)h , como:
k =Dg(x))h+R,(x,,h), entonces:

R,., (xy.h) = Df (v)|Dg(x,)h + R, (xy, )|+ R, (vy. k) = Df (v,)Dg(x, )h

R, (x0,h) = Df (v))Dg(xo)h + Df (yo)R, (%5, 1) + R (v, k) = Df (3,) Dg(x)h
Ry, (%)= Df (¥R, (xp.h) + R, (¥, k) - 0 10 que es lo mismo:

Ry (%0, 1) = |Df (3)R, (g, B) + R (35, )

Utilizando la desigualdad triangular:

IR g oo <[ DF ()R, (s ) + | Ry (3,0

Utilizando la propiedad matricial: HAXH <M Hx

, donde A esuna

matrizy M un nimero cualquiera, tenemos:

Ryg (X 1) < MR, (xo 1) + R (3. )

para HhH >0:

, dividiendo todo

< w <M HRg (x°’h)H + HRf (yojk)H ; por otro

lado:
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Ry o) _ Ry (3.0 [K]
7 W n

Ry o] _ Ry (0,0 [Dxy)+ R, (x5, )
u k| u

Aplicando la desigualdad triangular y matricial antes expuesta:

Ry ook _|Ry o) | D[R (o)
Z CE I

R, o) _[Ry ook A (R, G
z 4 LI

Ry 0sk)| R ook | (R, (ool
W W "

] , remplazando:

MRMW”<M&%@+&%@PMRNM]

I | Ik |
Como:
“ Him HRg (ZO’ h)H =0, por ser g(x) diferenciable en X, y:
h|—0

R (0K
m
T

Entonces:

=0, porser f(x) diferenciable en X, .

Lo Ry o)
o

Esto demuestra que f o g es diferenciable en X, , Yy el teorema de la regla de la

cadena queda demostrado.
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4.2 EXTREMOS DE FUNCIONES ESCALARES.

Sea f(x):UcR"—>R; x,eU, B,(x,,p) una vecindad de X, en
R"; p>0, si f(x)< f(x,) Vxe B,(x,,p) entonces se dice que en X, hay

un valor maximo local de f'(x) quees f(x,).

Si; por el contrario, f(x)2 f(x,) Vxe S, (x,,p) entonces se dice que en

X, hay un valor minimo local de f(x) que es f(x,); si f(x) es tal que en

ciertas direcciones es un maximo local y en otras direcciones es un minimo local,
entonces se lo llama punto de silla.

A los extremos de una funcion escalar se los llama también valores 6ptimos de
la funcidn escalar o extremos relativos de la funcion escalar.

Teorema 4-1 (condicion necesaria de 6ptimo)

Sea f(x):UcCR"—R, Xg €U .Sien x, f(x) tiene un extremo local,
entonces: Vf(x,)=0

Se llama condicion necesaria de 6ptimo porque:

Sien x, hay un
extremo local

} = [Vf(x,)=0]
En x, exista un
[V/(x,)=0] }é { }
extremo local

= Demostracion:

Supongamos que Vf(x,)#0.

La derivada direccional de f'(X) en X, en la direccion del gradiente:

/(203 Vf (x0)) = (Vf (x,) ® Vf (xg) = [Vf (x0)* >0
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f(x0;Vf(x0)) = bf(} f(xo+ th(hxo)) - f(x0) -0

Por lo tanto:

%ling f(xo+hVf(x0))— f(x0) >0, que implica:

f(xo+ hVf(x0)) > f(x0) = en X, no hay un maximo.

Como esto no es cierto, y en X, si hay un maximo, encontramos un absurdo que

demuestra que evidentemente Vf'(x,)=0.

Ejemplo 4-5 Encontrar los extremos relativos de
la funcion f(x,y) = x> + y*

Vi(x,y)=[2x 2y]=[0 0]

Solucion: 2x=0 ;
= (x,»)=(0,0)
2y =0

Como se ve en la figura 4-1 el
paraboloide tiene un valor minimo

en el punto (0,0) que es
f(0,00=0 y ademis es un
extremo absoluto de esta funcion. Figura 4-1
Y

43 LA MATRIZ HESSIANA COMO CALIFICADORA DE LA
NATURALEZA DE EXTREMOS LOCALES.

La matriz Hessiana es una matriz cuadrada y simétrica, como lo vimos en la
seccion 4-1, y puede estar expresada en forma diagonal o no; cuando estd en forma
diagonal es porque tiene valores diferentes de cero s6lo en la diagonal principal y el
resto de valores son cero, cuando esto no se cumple la matriz no es diagonal.

Si la matriz Hessiana es diagonal quiere decir que todas las derivadas parciales
mixtas de la funcion son cero y las dobles no; este razonamiento es muy importante
para poder demostrar la forma como sirve la matriz Hessiana para calificar la
naturaleza de los valores extremos. Ahora, si la matriz Hessiana es diagonal es
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importante el signo que tienen los valores que estan en la diagonal principal; esto nos
lleva hacer la siguiente clasificacion de la matriz Hessiana:

52
S0 0 o
ox, Matriz Hessi
52 atriz Hessiana
y_| 0 S0 o = | diagonal de dimensién
= ox, nxn
' 2
o 0 0 s
| ox,” |
A S |
ax’ Aoy,  oxdx, ox, ox, Matriz Hessiana no
3 f 2 f f 3 f = diagonal de dimension
H=|09xdx, ox,° 0x,x, dx,0x, nxn
oOf S IS o’ f
| Ox,dx, Ox,0x, Ox,0x, ox,” |

Si la matriz Hessiana es diagonal se la clasifica en las siguientes categorias de
acuerdo al signo de los elementos de la diagonal principal:

1.

'f
ox.”

l

positivos) se dice que es “DEFINIDA POSITIVA”.

° f
g

l

negativos) se dice que es “DEFINIDA NEGATIVA”.
2

Si Vi,

> 0, (todos los términos de la diagonal principal son

Si Vi,

<0, (todos los términos de la diagonal principal son

Si Vi, S >0, (todos los términos de la diagonal principal son no
X
negativos) se dice que es “SEMI DEFINIDA POSITIVA”.
. 0 - . o
Si Vi, <0, (todos los términos de la diagonal principal son no

7 =
X .

1

positivos) se dice que es “SEMI DEFINIDA NEGATIVA”.

Términos no negativos y no positivos en la diagonal principal se dice
que es: “NO DEFINIDA NI POSITIVA NI NEGATIVA”.
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Cuando la matriz Hessiana no es diagonal se deben calcular sus autovalores o
valores caracteristicos, que por su naturaleza de ser simétrica son reales, y representan
los términos de la diagonal principal de la matriz diagonalizada. Entonces, para
ubicarla en cualquiera de las categorias anteriores se lo hara en funcion del signo de los
autovalores que serian los términos de la diagonal principal, asi:

Sea /ll. el i-ésimo auto valor de la matriz:

1. Si Vi, /ll. > 0, (todos los autovalores son positivos) se dice que es
“DEFINIDA POSITIVA”.

2. Si Vi, /1,‘ < 0, (todos los autovalores son negativos) se dice que es
“DEFINIDA NEGATIVA”.

3. Si Vi, /7,1. > 0, (todos los autovalores son no negativos) se dice que es
“SEMI DEFINIDA POSITIVA”.

4. Si Vi, /7,1. <0, (todos los autovalores son no positivos) se dice que es

“SEMI DEFINIDA NEGATIVA”.
5. Autovalores no negativos y no positivos se dice que es: “NO
DEFINIDA NI POSITIVA NI NEGATIVA”.

Teorema 4-2 (Criterio para calificar la naturaleza de los valores extremos)

Sea f(x):UCR" = R,detipo C*(U), X, € U .Sien x, f(x) tiene un

extremo local y H [f(xo )] es su matriz Hessiana definida en X, entonces:

1. Si H U(xo )] es definida positiva, entonces en X, hay un valor minimo
de la funciéon f(x,).

2. Si H U(xo )] es definida negativa, entonces en X, hay un valor
méximo de la funcion f(x,).

3. Si H U(xo )] es semi-definida positiva, entonces en X, “puede existir”
un valor minimo de la funcién f(x,).

4. Si H U(xo )] es semi-definida negativa, entonces en X, “puede existir”
un valor maximo de la funcion f(x,).

5. Si H U(xo )] es no definida, entonces en X hay un punto de silla de la
funcion f(x,).
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= Demostracion:

Como en X, hay un extremo local de la funcion, del feorema 4-1 tenemos que

Vf(x,)=0.

Una aproximacion cuadratica de la funcion escalar en una vecindad de X, est4

dada por:

FX) = f(X)+ V(X)X =X )+ 3 H[F (X)X - X Jo (X =X )+ R, (X, X,)
Que por haber en X, un extremo local la aproximacién queda:

S(X) = f(X)+ 5 HF (X)X - X ] (X - X))+ R, (X, X)

O lo que es lo mismo:

f(X) = f(X) =3 Hf (X)X - X,]o (X = X))+ R, (X, X,)

Si H[f(x,)] es definida positiva; L H[f(X,)][X = X,]® (X = X,)>0

Y por supuesto %H[f(XO)][X—XO]O(X—XO)+RZ(X,XO) >0, por

ser R,(X,X,) uninfinitésimo; entonces:

f(X)— f(X,)>0 yesoprueba que en f(x,) hay un minimo local.
De igual forma:
Si HU(XO )] es definida negativa; L H[f (X)X - X,]e (X - X)) <0

Y por supuesto %H[f(XO)][X—XO]O(X—XO)+RZ(X,XO) <0, por

ser R,(X,X,) un infinitésimo; entonces:

f(X)—f(X,)<0 yesopruebaqueen f(x,) hay un maximo local.

Para el caso de que la matriz Hessiana sea semi-definida positiva o negativa el
razonamiento es asi:
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LH[f(X )X =X, Je (X =X )20

%HU(XO)][X_XO]'(X_XO)S 0
Esto no garantiza que:

TH[f (X)X - X, ] (X - X))+ R, (X, X)20
TH[ (X)X - X, ]e (X - X )+ R, (X, X,)<0

Por cuanto en este caso la presencia del infinitésimo si afecta el signo de este
término y esto no permite aseverar que se pueda tratar de un minimo o maximo,
respectivamente, sino solo afirmar que “puede tratarse” de estos extremos.

Con el razonamiento anterior es obvio que si H [f(xo )] es no definida

entonces:

J(X)=-f(Xy)<0 o f(X)—-f(X,)=0 yporsupuesto se trata de un

punto de silla.

En el caso del ejemplo 4-5 1a matriz Hessiana es:

2 0

H[f(x,»)]= 0 5

Definida positiva lo que indica que en el punto (0,0) hay un valor minimo de la
funcién y es un extremo absoluto por cuanto la matriz Hessiana ni siquiera depende del
valor (0,0) para ser definida positiva sino que lo es en todo el dominio de la funcién.

Con los teoremas 1 y 2 podemos hacer un resumen del procedimiento tradicional
para encontrar y calificar los valores extremos de una funcion escalar, este
procedimiento lo presentamos en la figura 4-2:

Hay que tomar en cuenta en los ejercicios que si la matriz Hessiana es semi-
definida, debemos probar en todas las direcciones posibles antes de concluir que se
trata de un valor maximo o minimo; en el caso de semi-definida es mas facil negar que
se trata de un valor extremo que afirmar que es un valor extremo; por cuanto en el
primer caso se trata de probar un cuantificador de existencia mientras que en el
segundo caso se trata de probar un cuantificador universal y por lo tanto siempre
quedara la duda de lo afirmado.
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Calcular:
Vi(x)
H[f ()]

!

VF(x)=0

Encontrar los posibles
extremos
(valores criticos)

Ejemplo 4-6

Solucion:

PROCEDIMIENTO TRADICIONAL
PARA OPTIMIZAR FUNCIONES

ESCALARES

161

I X DIAGONAL
[f( 0 )] e (Calificar los
valores criticos)
NO DIAGONAL

(Calcular autovalores)

Figura 4-2

Encontrar

fxy) =

T~

Con los

autovalores
(Calificar los valores
criticos)

los extremos

xz_yz

Vi(x,p) = (2x,-2y)
Vi(x,»)=(0,0) = (x,y)=(0,0)

HIf ()= B

un punto de

silla Y

relativos  de

la

funcion

0
2} , no definida, por lo tanto en (0,0) hay
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Autovalores de una matriz

Dada la matriz cuadrada A: se desea resolver las ecuaciones AV = AV donde A
son los auto valores o valores propios de la matriz A y V son los auto vectores o
vectores propios de la matriz A correspondientes a A .

La solucion se da si existe al menos un numero real 4 y un vector v # 0 que
resuelva la ecuacion. Esto es:

[A - Al ]V =0 ; (vector cero) 4-4

La ecuacion 4-4 representa un sistema homogéneo de n ecuaciones con n
incognitas que se resuelve de acuerdo a la regla de Cramer.

Regla de CRAMER

Si en un sistema homogéneo el determinante del sistema es diferente de 0 = que
el sistema tiene solucion, Unica y es la solucion cero.

Si en un sistema homogéneo el determinante del sistema es igual a 0 = que el
sistema tiene infinitas soluciones diferentes de la solucion nula.

De la regla de CRAMER para que este sistema homogéneo de la ecuacion 4-4

[73e 1)

tenga “n” soluciones diferentes de cero, tiene que cumplirse que:
det[A—AI]=0 4-5

La condicion 4-5 da una ecuacion en A de grado “n” de cuya solucion se
obtendra “n” raices entre reales e imaginarias. Estas raices son los autovalores de A.

Ejemplo 4-7 Encontrar los autovalores de la matriz: A=

S W
N B~ O

3
7
4

N &~ O
|
N
o o -
o - o
=)

7
Solucion: A-A=|3
0
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Ejemplo 4-8

Solucion:

(7-(7-2)> =16)-3(3(7- 1)) =0
(7-A)49-144+ 2> -16)-9(7-1)=0
(7-)(B33-142+ 2)-9(7- 1)
(7-)(24-142+ 22)=0

(7= A)A-12)(A—-2)=0

0

A =1
A, =12
A =2

Regresando a lo nuestro, esta matriz es definida positiva

Encontrar los valores extremos del campo escalar

f(x,y)=x2+y2—2x+4y+5

Vi=[2x-2 2y+4]=[0 0]
2x—-2=0 = x=1

2y+4=0 = y=-2
Valor critico: (1,-2)

2 0
HU()C, y)] = 0 2 ; definida positiva

163

*. en (1,-2) hay un minimo de la funcién que es: f(1,-2) =0 V¥
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Ejemplo 4-9

Solucion:

Encontrar los valores extremos del campo escalar

fO,y)=x"=2xy+y* +x" +)°

Vi y)=[2x—2y+3x> —2x+2y+3y°|=[0 0]
2x—2y+3x> =0

:> —2x+2y+3y* =0
3(x*+y*)=0
= (0,0) Valor critico

2+6x -2
Hlf(x,y)|=
[/ (e »)] {_2 2+6y}
2 =2
H [f(0,0)] = 5 ; como no es diagonal, calculamos los
autovalores: v
A
2-4 =2 +
det =0 +
-2 2-1 +
N
2-2)*-4=0
441+ -4=0 ___ ... E'j++++++:’5+++++++ > X
AMA-4)=0 Pt
1=0 :
A, =4, .
Figura 4-3

Semi definida positiva -

Como es semi definida no podemos aseverar que se trate de un
minimo; procedemos a comprobar esto en distintas direcciones.

En la direccién: y =0 eje "X"; f(x,0)=x> +x°
Como se ve en la figura 4-3, en una pequefia vecindad de (0,0) si se

trata de un minimo.
Como se aprecia en la misma figura lo mismo pasa para la

direccion del eje “Y” x = 0; pero no para el caso de la direccion
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Ejemplo 4-10

Solucion:

Y =X, donde se aprecia que no cumple, esto nos hace concluir
que la funcidn no tiene extremos.

x=0 ¢e "Y"; f(0,y)=y" +y

y=x ; f(x,x)=2x° N4

Encontrar los valores extremos del campo escalar:
fGuy)=x"=x"y+y’ =x’

Vf=l3x2—2xy—2x —x2+2yJ=[0 0]

3x7 —2xy—2x=0
=
—x*+2y=0
2 2
y:x—:>3x2—2x x —2x=0
2 2

3x?=x’=2x=0
x(3x—=x*=2)=0
x=0 3x-x*-2=0
x=2; x=1

Existen tres puntos criticos: (0,0); (L3); (2,2)

Hf = 6x—-2y—-2 —2x Hf‘ =20
| —2x 2 ©0 1o 2

No definida, = (0,0) es un punto de silla

e _[30-2 -2,
f@’-i){—z 2}’ et[—z 2—/1}

G-)2-A)-4=0
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Ejemplo 4-11

Solucion:

6—-51+A —4=0

A =51+2=0
+ _
A= L/;Siéi; A, =4.56; A, =0.43; definida (+)

En (L) hay un minimo.

[ -4l A 4L
Wloa=|_y 2 *_4 222)7°
(6-)(2-2)-16=0
12-84+ 4 -16=0

A —81-4=0
+
A= 8_624+16; A, =847, A, =—0.47;no definida

En (2,2) hay un punto de silla.

=> La funci6n tiene un minimo en (1,7) y dos puntos de silla

en los puntos (0,0); (2,2). V¥

Encontrar los extremos de:  f(x, y) =x"* + y* —2x* +4xy—2y°
4’ —4x+4 0

v/ = )c3 X+4y|_
4y +4x—-4y 0

¥ —-x+y=0; > y=x-x

P’ +x-y=0

(x=x)Y +x—-x+x>=0

yA=-x*) +x—x+x’=0
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2 (1=-3x>+3x*=x")+x’ =0

¥ =3x"+3x —x" +x’ =0

x' =3x"+3x>-2x’ =0
(x=-3x"+3x*-2)=0; = x=0; y=0
(x*=3x*+3x*-1)-1=0

(x*> =1)° =1=0; diferencia de cubos

(x> =1-D(x* =2x* +1+x> =1+1)=0

(x> =2)(x*=x*+1)=0

4 2 . . . .
(x* —x°+1)=0; no sirve porque son valores imaginarios

= x*=2 xzi\/a

Puntos Criticos (0,0); (+/2 ,-2) 5 (-+/2,v2)

12x> -4 4
H(x){ 4 12)° —4}

-4 4
H(0,0)={ ) _4}

hay que calcular valores caracteristicos

—4-1 4

0 16+8A+ 4 -16=0
4  —4-1

A =0 A, =-8

La matriz Hessiana es semidefinida negativa; lo que no garantiza
que haya un maximo en este punto.

Analicemos en un entorno de (0 ,0); la figura 4-4 ilustra
graficamente este andlisis sobre las rectas ¥ = X ; y sobre la recta

y=—X:
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Figura 4-4

y=x = f(x,x)=2x";siempre positivos

y=—x = f(x,—x)=2x"—8x"; negativo dentro de una
pequeia vecindad de (0,0).

Esto indica que en (0,0) no existe un maximo.

HE2-12)= [240 240}

20-4 4
4 20-4

= 2 _
| . (20-2)-16=0
A =24 A, =16

Definido positivo, hay un minimo

20 4
H(—\/E, \/5) ={ 40 20} ; lo mismo, por lo tanto:

Hay minimos en (\/5,—\/5); (—\/5,\/5)
fN2,~2)=(+2,42)=-8 V¥
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Ejemplo 4-12

Solucion:

Encontrar los extremos de la funcion:
S y)=(x=yH)2x—y*)=2x"+y* 3%

| 4x=3y* | |0
V= Lﬁ - 6xy} - {0}

4 -6y
H= 5

-6y 12y° —6x
Vi=0
4x—3y2=O |:> x:%y
4y’ —6xy=0; 4y’ -6(;»*)y=0
4y*-2y°=0 = x=0; y=0

2

4
H(0,0)= L) g} Semidefinida Positiva

Quiere decir que posiblemente se trata de un minimo.

169

Veamos que pasa si analizamos la funcion sobre la recta y = ax,

la figura 4-5 representa graficamente este perfil para un cierto

valor de a:

©,0)

Figura 4-5
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f(x,ax)=2x" +a*x* -3a’x’
f'=4x+4a*x’ —9a’x’
]A”': 4+12a*x* —18a’x

}'(0) =0; f"(0)=4>0 = Indica que la funcion tiene un
minimo sobre cualquier perfil de la forma y = ax .

Sin embargo de esto no es suficiente para asegurar que se trata de
un minimo. La figura 4-6 representa un analisis grafico en una
pequefia vecindad de (0,0) entre las regiones planas limitadas por

las pardbolas x = y2 y X Z%yz:

Y
f=0
f=0
L A .
+ + 4+ +tr > X
T XX
B
2x—y*=0
x—-y"=0
Figura 4-6

Vemos que escribiendo la funcion en la forma original.
f(x,y)=(x—y*)2x—y?), nos permite analizar los signos de la
funcién en cada una de las subregiones como lo indica la figura.

En esta discucion se ve que (0,0) no es un minimo de la funcién a
pesar de que en los perfiles rectos de la forma y = ax si lo era.

Esta funcion no tiene extremos. A4

Es muy importante notar, como lo dijimos anteriormente y como lo intentan
explicar los ejemplos anteriores, que cuando la matriz Hessiana es semidefinida
positiva o negativa es bastante dificil demostrar que se trate de minimos o maximos
respectivamente; es mas facil negar esta afirmacion si el ejercicio lo permite.
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4.4 EXTREMOS CONDICIONADOS.

Es importante que comprendamos lo que se conoce como un problema de
extremos condicionados; que lo identificamos como un problema de calcular los
valores maximos o minimos sujetos a un conjunto de restricciones.

Es muy comtn hablar de problemas condicionados; por ejemplo, en el campo de
los negocios, una empresa que produce algunos articulos necesita saber cuales deben
ser los niveles de produccion de cada uno de los articulos que produce, para maximizar
sus utilidades, sujeto a restricciones de capital disponible, materia prima por
disponibilidad de proveedores, capacidad de produccion instalada, caracteristicas de
mercado y muchas otras restricciones mas que son muy comunes en el mundo de los
negocios, este ejemplo y muchos mas que son frecuentes en este campo son problemas
de extremos condicionados.

Un problema condicionado lo podemos formular asi:

Optimizar: z = f(X) Funcién objetivo
g,(X)=b
X)=b
Sujeto a: £ (X) 2 Conjunto de restricciones
g, (X)=b,

Donde z=f(X):R" >R,y g, (X)=b, para i=12,...,k son

superficies de nivel en R".
La figura 4-7 representa un

problema condicionado:

NS

N

. 2 2
Elminimode z=x"+y",
sujeto a la restriccion:

N\
NN

N\

7

N

7

7

NN

7

\\

ax+by+cz+d =0 (plano )

El punto P; es el minimo
Etreme absoluto de la funcion y el punto P,
Condicionado  representa el minimo condicionado al
plano 7, como puede apreciar en

este grafico resolver este problema
condicionado, geométricamente, es

Extremo Absoluto

Figura 4-7
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encontrar el minimo de la funcidn sobre el corte o interseccion de la superficie con el
plano

El conjunto de restricciones no necesariamente son igualdades, pueden también
ser desigualdades de la forma:

g, (X)<h, g,(X)=b,

X)<bh X)=b
gz( ) ? o de la forma gz( ) ? o combinando las desigualdades
g, (X)<b, g, (X)2b,

con las igualdades.

Existen algunos métodos para resolver este tipo de problemas condicionados, de
los cuales los mas comunes y que estudiaremos en este libro son el de Los
Multiplicadores de Lagrange, para el caso de que so6lo existan restricciones de
igualdad y el de las condiciones de Kuhn Tucker para el caso de que existan
desigualdades en el conjunto de restricciones, analizaremos cada uno de estos métodos
por separado.

METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Consideremos el problema:

Optimizar z = f(X)

g,(X)=b,

X)=b

Sujeto a: £:(X) ?
g, (X)=b,

Podemos construir una funciéon que asocie la funciéon objetivo del problema
original y el conjunto de restricciones de la siguiente manera:

L(x, %, Q@nﬂvﬂz’ """"" ﬂ%):f(X)_%(gl(X)_bJ_ﬂz(gz(X)_bz)_ ----- _ﬂk(gk(X)_bk)
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Esta nueva funcion no altera el valor de la funcién objetivo original porque se

k

esta restando el valor: Z A(g,(X)—b,), que es cero por contener todas las
i=1

restricciones igualadas a cero.

A la funcion L(x, %y, Xy, Ay Ay ey 4) : R — R, se la conoce como
funcién de Lagrange y los coeficientes /7,[ se los conoce como Multiplicadores de
Lagrange, el optimo de L(x, X,y X, Ay Ayyveee. ,A4,) es el optimo del problema
condicionado.

Aplicando la condicion necesaria de Optimo a la funcion de Lagrange
obtenemos:

VL =0, esto implica:

oL _df _ 1%_ zaﬁ_ ......... —ﬂkaﬁzo; i=12,...n
dx, Ox, ox, ox, ox;

oL

g (X)=b,=0; j=12....k

oA, o /

El método consiste en encontrar los valores de x y de A que satisfagan las
condiciones:

oL
—=0; i=12,....n
ox,
I o o1k
oA,

Esto lleva a resolver un sistema de #+ k ecuaciones con 7+ k incognitas,
donde por supuesto daremos prioridad al calculo de las X, que es lo que generalmente

interesa en el problema original.

Ejemplo 4-13 Encontrar los extremos de la funcion:
f(x,p,2)=3x"+4y" + 2%,
sujetoa: x* +y> +z° —=1=0
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Solucion:

Es un problema de extremos condicionados con una sola
restriccion que también se lo puede resolver haciendo una
substitucion directa de la restriccion y trabajando sobre el corte de
la siguiente forma:

f(x,y)=3x2+4)/2+1—)c2—y2 0
f(x,y)=2)c2+3y2 +1,

4x=0
VF(x,y) = (4x,6y) = (0,0) = 6v =0’ la solucion es:

(0,0,1), calculemos la matriz Hessiana para probar si es maximo o
minimo:

2.0 . y o
H [f(x, y)] = 0 6 ; definida positiva, lo que indica que el
punto antes mencionado es un minimo.

Ahora procedamos por el método de Los Multiplicadores de
Lagrange, la funcion de Lagrange es de la forma:

L(x,y,2,A)=3x> +4y> + 27 = Ax* +y* +z° =)
VL=0

6x—2xA=0
8y—2yA=0
2z-2z4=0

x2+y2+22=1

Existen 6 puntos diferentes de la forma (X, y, z, /1) que satisfacen
este sistema:

(£1,0,0,¥3);(0,£1,0,+4);(0,0,x1,+1) ,

probemos estos valores:
£(£1,0,0)=3

£(0,£1,0) =4
£(0,0F1) =1
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Como podemos observar en el ejemplo anterior 4-13, por substitucion directa

Aqui se ve que (0,0,£1) son minimos del problema condicionado

y (0,£1,0) son valores méximos del problema condicionado.

perdimos los extremos (0,0,—1) que también es un minimo y los extremos (0,%1,0)

que son maximos locales; lo cual indica el cuidado que se debe tener cundo se aplica
substitucion directa que es aplicable siempre que se tenga una sola restriccion de
igualdad; pues, si se tiene mas de una restricciones de igualdad este método ya se
dificulta por cuento se tendria que trabajar sobre el conjunto solucion de todas las

restricciones.

Ejemplo 4-14

Solucion:

Encontrar los extremos de la funcion: f (x , ) ) = Xy

sujetoa: X~ + > =1= y =41 - x*
Por sustitucion directa:
fry)=xll-2* =(x* =x*) = f(x)
f'(x)z%(xz—x4)_%(2x—4x3)=0
_ 3 _ 2
_ 2x—4x =l 2x =O:>x=i£:>y=i£
2+/x? —x* 1-x2 2 2

Los extremos son:

(F8). CFD. (D). )

202 202
f(g ,%) = f(—% ,—%) =, maximos condicionados

f(g ,—%) = f(—% ,%) = —1, minimos condicionados

Por Lagrange:

L(x,y,/l)z Xy —/1()(2 + y? —1)
VL = b—2x/1 x—2Ay x2+y2—1]

y=2xA4=0
x—2yA) =0 da como solucién:
xP+yt=1
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Ejemplo 4-15

Solucion:

_@)’ (g,_

o5

)

Que da la misma solucion obtenida por substitucion directa. Y

Encontrar la distancia mas corta entre la elipse
2x* +3y* =12 ylarecta x+y =6.

x+y=6

./
)

Figura 4-8

Como podemos apreciar en la figura 4-8, considerando que la
distancia de un punto a una recta en el plano es:

d:‘ax+by+c‘

“Ja* +b?

condicionado de la forma:

, se lo puede plantear como un problema

h+y—@
2

Sujetoa: ~ 2x° +3y° =12

Minimizar : f(x,y) =

L(x,y,A) :ﬁ‘x+y—6‘ —-A(2x* +3y% -12)

VL=[2-2x4 2-6y1 2x*+3y?-12]
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G m2xA=0 1.96 13 1=+0.09
x=-196 y=-1. = +0.

2 _6yl=0 =

ey X=+196 y=+13 A=-009

X y =

f(=1.96,-1.3) =6.54
f(1.96.1.3)=1.93

—> la minima distancia entre la elipse y la recta es 1.93.

Ejemplo 4-16 Cuadl es el volumen del mas grande paralelepipedo que puede ser
. oxt oyt 2
inscrito en el elipsoide —+~—+ — =1
9 16 36
Solucion:

Figura 4-9

Como se puede ver en la figura 4-9, en el sistema cartesiano las
dimensiones del paralelepipedo son: 2xX 2y X2z, el problema
condicionado es de la forma:

Maximizar:  8xyz
2 2 2

Sujeto a: —+ Y +

|
9 16 36
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xZ yZ ZZ
L(x,y,z,A)=8xyz—A(—+"—+——1
(x,,2,4) = 8xy. (9 16 36 )
8yz—3xA 0
8xz— g yA 0
VL = 8xy — 5 zA4 :0
2 2 2
L+L+i_ 0
L9 16 36 |

Esto lleva a resolver el sistema:

8yz—2xA=0
8xz—4yA=0
8xy — ﬁ 24 =0 »hay dos conjuntos de soluciones:
2 2 2
X V4
Y

9 16 36

8yz=0 x=0 y
SiA=0;8xz=0=>{x=0 y
8xy=0 x=3 y

0 z
4 z
0 z

Il
S O

Todos estos valores dan volumen cero; valores minimos
condicionados; para este caso no nos interesa.

SiA#0; A2x* -1y =Aty*-Lz°)=0
I:> x=+3 y=4J3 z=2.3

El volumen maximo es: 64\/§ wid® ¥

Ejemplo 4-17 Una caja rectangular abierta en la parte superior tiene un volumen
de 32 cm’, cada lado debe tener las dimensiones tales que la
superficie total sea maxima. Encontrar las dimensiones.
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Solucion: Sean X, y, Z las
dimensiones de la caja:

z
y

X
S, y,2)=2xz+2yz+xy Figura 4-10

Sujeto a: xyz =32
L(x,y,z,A) =2xz +2yz + xy — A(xyz —32)

2z+y—yzAd 0
2z+x—xzA 0

VL = =
2x+2y—xyA 0
0

xyz—32
Tenemos que resolver el sistema:

2z+y—yzA=0 2xz+xy—xyzA =0

2z4x—xzA=0 | 2yz+xy—xyzA=0

2x+2y—xpA=0" |2xz+2yz—xyzA=0
xyz =32 xyz =32

2xz—-2yz=0 z(x—y)=0
xy=2xz=0; {x(y—-2z)=0

xyz:32 xyz:32
N()(E)=32 = y’ =64; y=4

ﬂﬂ'::> x=4; y=4; z=2;sonlasdimensiones

Area_ =48 e’ Y
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INTERPRETACION DEL MULTIPLICADOR DE LAGRANGE A

En la mayoria de las aplicaciones del método de los multiplicadores de Lagrange
no es necesario calcular el valor numérico del multiplicador A ; sin embargo ahora
analizaremos la importancia de la interpretacion del multiplicador A .

Sea M el valor 6ptimo de f(.X), sujeta a la restriccion g(X) =k .

Entonces M = f(X) para alguna terna (X, X,,......,X, )€ R" que satisfaga

las n+1 ecuaciones que resultan de aplicar la condicion necesaria de Optimo a la
funcion de Lagrange:

fa=4g,

I =
, ademas las coordenadas de la terna (X, X, ,.....,X, )€ R",

I =4,

gX)=k

dependen de k ya que los diferentes niveles de la restriccion llevaran por lo general
diferentes combinaciones 6ptimas de X, ; por lo tanto:

M = f(X); donde X, dependende k => aplicando la regla de la cadena:

dM oM dx, M dx, oM dx, -
= + ———— o lo que es lo mismo:
dk — 9x, dk = ox, dk dx, dk

M dx, dx, dx
oo Ly 2 + 1. —" M = f(X),o:
a T a T T g Porave M= S0 0
M dx dx dx
——=Ag' L+ Ag' —E+..... +Ag' —*

de = En e T r

dM dx dx d

——=AUg' —l+g T4 +g' ~);o0:

dk (g X dk gxz dk gx” dk) 0
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am

— = ﬂi aplicando la regla de la cadena,

dk

Como g(X)=k = j';gc =1 y por supuesto:

Esto quiere decir que A representa el cambio del valor optimo de
f(X) debido a un incremento unitario de k , que es el margen de la restriccién. Visto

de otra forma; la variacion del valor 6ptimo de la funcion con respecto al valor
marginal de la restriccion.

Ejemplo 4-18 Un fabricante tiene asignado $60.000,00 para invertir en el
desarrollo y la promocion de un nuevo producto. Se ha calculado
que si gasta X miles de dolares en desarrollo y y miles de dolares

3
en promocion, se venderan aproximadamente f(x,y)=20x2y
unidades del nuevo producto.

a.- ;Cuanto dinero debe gastar el fabricante en desarrollo y cuanto
en promocion para maximizar las ventas?

b.- Supongase que le aumentan la asignacidon para invertir en
desarrollo y promocion a $60.200,00. Calcular de qué manera
afectara al nivel maximo de ventas los $200 adicionales.

Solucion: a.- El problema condicionado sera:

Maximizar  f(x,y) = 20x%y
Sujeto a: x+y=060

L(x,y,A) = ZOx%y —Ax+y—60)
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30x7y—1| [0
VL = ZOX% — A |=|0|, esto lleva a resolver el sistema:
x+y—-60 0
30x y—A=0
20x% —A=0 ,lasoluciénes: x =36 y=24
x+y=060

Esto es; para maximizar las ventas, el fabricante debe invertir
$36.000,00 en desarrollo y $24.000,00 en promocion y vendera
aproximadamente 103.680 unidades del nuevo producto.

b.- Como: E = A, aplicando diferenciales tenemos:

AM = CZZA/( = AAk , calculemos A

A=20x" =20(36)° =4.320, Ak = 0.2 (miles de dolares)
AM = (4.320)(0.2) = 864

Lo que quiere decir que las ventas maximas del nuevo producto se
incrementaran aproximadamente en 864 unidades, si el presupuesto

se aumenta de $60.000,00 a $60.200,00 N4

Hablando de maximizacion de utilidad sujeto a una restriccion presupuestaria, el
multiplicador de Lagrange es el cambio aproximado en la utilidad maxima, resultante
de un incremento unitario en el presupuesto y los entendidos en esta materia lo conocen
como utilidad marginal del dinero.

CONDICIONES DE KUHN - TUCKER

Este procedimiento es utilizado cuando el problema condicionado tiene
restricciones de desigualdad y esta basado también en el método de Lagrange.

Consideremos el problema:
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Maximizar: z=f(X)
Sujeto a: g, (X)<0; i=12,..... ,m

Las restricciones de desigualdad pueden transformarse en igualdades
aumentandoles una variable no negativa que se la llama variable de holgura, para

entonces el problema queda de la forma:
Maximizar: z=f(X)
Sujeto a: gi(X)+Si2 =0; i=12,..... ,m

Este es un problema al que le aplicamos el método de multiplicadores de
Lagrange y la funcion de Lagrange sera de la forma:

L(X,)3 X5 0000 X, 81585500585 Ay Anses A, ) = F(X) = A(g(X)+S?) 46

Donde: X =(x,,X,,....,x,) € R"
S=(s,8,8,) € R"
A=A,4,,...,4,) € R"

2(X) = (g,(X), g, (X),n g, (X)) € R”

Dado que: g;(X) <0, una condicion necesaria para la optimizacion es que A

sea no negativa para casos de maximizacion y que sea no positiva para casos de
minimizacion; esto se justifica de la siguiente manera:

Como vimos anteriormente A representa la tasa de variacion de f(X) con

respecto a g(X),

of
A=
og

conforme el lado derecho de la restriccion g(X) < 0 aumenta sobre cero, el <espacio
solucion se hace menos restringido y, por lo tanto, f(X) no puede disminuir, esto

significa que 4 > 0. De forma similar para la minimizacién, conforme aumenta un
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recurso, /(X)) no puede aumentar, lo que implica que A < 0. Si las restricciones son

igualdades, es decir, g(X) =0 entonces A es no restringida en signo.

Las restricciones de A son parte de las condiciones de Kuhn-Tucker, las
condiciones restantes las definiremos de la funcién de Lagrange, sacando las derivadas
parciales en la ecuacién 4-6 con respectoa X , S y A tenemos:

oL

— =VFf(X)-AVe(X)=0

3 f(X) g(X)
ai:_zﬂigi:o; i=123,....m
A}

oL 2

o1 (g(X)+S57)

Del segundo conjunto de estas ecuaciones podemos obtener los siguientes
resultados:

. 2 . .
1. Si ll. no es cero, entonces S; =0, lo que significa que el recurso

correspondiente es escaso; por lo tanto, se consume por completo
(restriccion de igualdad)

a2 L. .
2. Si S7 =0, entonces 4, =0, lol que significa que el iésimo recurso

no es escaso y, en consecuencia, no afecta el valor de f'( X))

Del segundo y tercer conjunto de estas ecuaciones se infiere que:
Ag,(X)=0; i=123...m

Esta nueva condicion repite el argumento anterior , por cuanto ﬂi > 0, implica

g,(X)=00 S’ =0.De igual manera,si g,(X)<0,S’ >0y A =0.

Las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker para que X y A sean un punto
critico del problema de maximizacion se resumen de la siguiente forma:
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A=0
VF(X)—AVg(X) =0

Ag,(X)=0, i=123,..,m
g(X)<0

Se puede demostrar como ejercicio que estas condiciones también se cumplen
para el caso de minimizacion con la excepcion de que A debe ser no positiva. Tanto en
la maximizacion como en la minimizacion, los multiplicadores de Lagrange que
corresponden a las restricciones de igualdad no deben estar restringidos en signo.

Las condiciones de Kuhn-Tucker son necesarias y suficientes si la funcion
objetivo y el espacio solucion satisfacen ciertas condiciones con respecto a la
convexidad y a la concavidad, que son las siguientes:

Maximizacion: funcion obj. |:> Coéncava, espacio solucion |:> Conjunto convexo
Minimizacién: funcion obj. |:> Convexa; espacio solucion |:>Conjunto convexo

Tomar en cuenta que en la practica es mas facil demostrar que una funcién es
convexa o concava que demostrar que un conjunto es convexo.

Entonces un problema condicionado general, queda definido de la forma:

Maximizar o minimizar z = f (X))

gz(X)SOa i:1,2,3,..‘,r
Sujeta a: g,(X)=0, i=r+L..,p
gz(X):()a l=p+1,,m

L(X,S,ﬂ,) :f(X)_Zr:ﬂ'i[gi(X)"'Siz]_ Zp:ﬂ’i[gi(X)_Siz]_ iﬂ’igi(X)

i=r+l i=p+l

Donde A, es el multiplicador asociado con la restriccion i.
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Ejemplo 4-19

Solucion:

Considerar el siguiente problema condicionado de minimizacion:
o _ 2 2 2
Minimizar: f(x,y,z)=x"+y" +z

g, (x,»,2)=2x+y-5<0
g, (x,y,z)=x+z-2 <0
Sujeta a: g;(x,y,z)=1—x <0
g (x,y,z)=2-y <0
gs(x,y,z)=-z <0

Como es un caso de minimizacion, 4 <0 y las condiciones de
Kuhn-Tucker se resumen de la siguiente forma:

(A, Ay, A5, 44, 45) <0
2 1 0]
1 0 1
(2x,2y,22)— (A4, 4,, A4, 4,A4) -1 0 0(=0
0 -1 0
0 0 —1]
Ag =hg, =...=Asg;=0
g(X)<0

Estas condiciones generan las siguientes ecuaciones:

A Ay Ay Ay A <0
2x =24 -4, +4,=0

2y-A+4,=0
2z=4,+A,=0
A Q2x+y—5)=0
A(x+2-2)=0

A,(1-x)=0
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4,2-y)=0
Az=0
2x+y<5
x+z<2
x21,y22,2z20

La solucion de este conjunto de ecuaciones es:
x=1,y=2,2z=0,4=4,=4=0,1,=-2, 4, =4

Ya que tanto f(x,y,z) como el conjunto g(x,y,z) <0 son
convexos, L(x,y,z,4,,S,) debe ser convexa y el pinto critico

encontrado es un minimo restringido global.

EJERCICIOS

1.-

Dada la funcién f(X,y)= ey

a)  Encontrar una féormula de Taylor de segundo orden para aproximar
esta funcion en una vecindad del punto (0,0).
b)  Estime el error de aproximacion en (0.01, -0.03).

Dada la funcion f(x,y) = e*" cosy
a)  Encontrar una formula de Taylor de segundo orden para aproximar

esta funcion en una vecindad del punto (7,0).
b)  Estime el error de aproximacion en (1.2, 0.2).

Calcular aproximadamente el valor de:

0.98
15.03+3/0.97

Utilice una aproximacion de Taylor para estimar el valor de:

0.03
e

2(0.98) +2.02
Estimar el error de aproximacion con tres cifras significativas.
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5.-

10.

11.

Calcular aproximadamente el valor de:

2.03%%

V= o497

Si g es la capacitancia total de tres capacitores conectados en serie, tal que:
n=3 1

Si las medidas de los capacitores son gq;=25uF; q,=40UF; q;=50uF; con
errores del 0.5% en cada caso, estime el error maximo en el valor de g.

Si el radio de un cilindro aumenta en un 1% y la altura en un 2%, determine
el porcentaje en el cual cambia el volumen y el area total de la superficie
externa.

Determinar y clasificar los puntos criticos de las siguientes funciones:

o flny)=xy-—x-xp’+y
b) z= (0.5 —x’ +y2)el_xz_y2
o fley)=x'—x’y+y*-x’
o flny)=l—y*Jox-»?)

e) f(xayaz)=;x3_x+2—y2+2y—22+22

) flyz)ze

@) z=senx+seny+sen(x+ y); enlaregion 0<x<Zo<y<?
2 2

X z 1
D fwx,yz)=wr 4L Zp o
wox y z
La suma de tres nimeros es 50. Determinar el valor de cada uno de ellos
para que el producto sea maximo.

Sean tres nimeros positivos X, y, z determine el maximo producto de estos
tres niimeros, si se sabe que su suma es constante.

Utilice este resultado para determinar si es verdadera la siguiente
proposicion:
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12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.
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3 XyzZLg-i-Z

Hallar el volumen maximo de un sélido rectangular que tiene la propiedad

2
de que la suma de las area de las seis caras es 6a

Un paquete en forma rectangular se puede enviar por correo, si la suma de
su longitud y el perimetro de una seccion transversal perpendicular a la
longitud es igual a 34cm. Encuentre las dimensiones del paquete de maximo
volumen que puede ser enviado por correo.

Demostrar que un triangulo es equilatero si el producto de los senos de sus
angulos es maximo.

Determinar el volumen del paralelepipedo rectangular mas grande que
PR

puede inscribirse en el elipsoide —+ b—z +— =1
a c

xy’z% =1 6

Encuentre los puntos mas cercanos al origen de la superficie

X+ —xy—z2+1=0

(Cual es la distancia minima entre (- { y el origen?

X'+t =1

Determine el area del paralelogramo de maxima area que se puede inscribir
en una elipse de ejes 2 y 3.

2=16-2 -y

Hallar la distancia mas cercana al origen y la curva (:
x+y=4

Hallar la distancia minima entre 9x” +16y° =144 y 5x+8y = 40

Sea T(x,,2)=100+x"+)" la temperatura en cada punto de la esfera
x>+ y>+z> =50 . Héllese la temperatura maxima en la curva de

interseccion de la esfera y el plano x—z =0

Cual es la maxima area que debe tener un rectangulo si la longitud de su
diagonal debe ser 2.
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23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

Obtenga los puntos sobre la curva de interseccion del elipsoide
x*+4y>+9z> =36 y el plano x—4y—z=0 que estan més cerca del
origen y calcular la distancia minima.

Encontrar las dimensiones del paralelepipedo de volumen maximo que
2 2

puede ser inscrito en el sélido limitado por el paraboloide Lz + Lz =z y
a

el plano z=c.

Hallar los puntos de la superficie z* - Xy =1 mas proximos al origen.

Halle que dimensiones debe tener una caja rectangular de maximo volumen
tal que la suma de su largo, ancho y altura debe ser c.
La suma de tres nimeros x, y, z es 100, hallelos de tal modo que el producto

x¢ ybzc ; donde a, b y ¢ son constantes, sea maximo.

Hallar el mayor volumen que puede tener una caja rectangular donde el area
total de su superficie debe ser igual a “A”.

Encontrar las dimensiones de la caja de maximo volumen que se puede
construir al recortar cuatro cuadrados en las esquinas de una plancha cuya
area es igual a “A”.



