CAPITULO 5

“La geemetria es una ciencia del cenccimiente
del ser, pere no de le que esta sujete a la

generacién ¢ a la muexte. La geemetria es una
ciencia de lo que siempre es”

Platin.
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5.1 INTERPRETACION DE UNA CURVA COMO UNA FUNCION
VECTORIAL DE VARIABLE ESCALAR.

Cuando estudiamos las ecuaciones paramétricas de una curva plana en el curso
de célculo elemental para funciones de variable real, vimos que una forma de

parametrizar una funcién de variable real y = f(x) es de la forma:

x=g(t) . : :
; esto es, expresar tanto la variable independiente X como la
y=f(g@)

variable dependiente y en funcion de un tercer pardmetro 7.

De igual forma, en el capitulo 2, estudiamos la forma paramétrica de expresar
una recta en R’. Sin temor a equivocarnos podemos expresar una curva cualquiera en

x =x(1)
R’ en forma paramétrica de la forma: § y = y(¢) , este razonamiento lo

z = f(x(0), y(1))

podemos generalizar a la representacion paramétrica de una curva en R", de la forma:

x, =x,(t)

X, =x,(1)

, estas parametrizaciones son funciones
[ J

x, =x,(1)

2= £, (1), %, )y x, (1))

vectoriales; de R — R> para una curva plana, de R — R’ para una curva en el

. . g . n . . .
espacio tridimensional y de R — R" para una curva en el espacio n — dimensional;
estas parametrizaciones de trayectorias son funciones vectoriales de la forma:

o(t) = (x,(2), X5 (£)yeeene.. x, (1))

Esta funcion, lo que hacen es transformar un numero real del dominio en un
vector del espacio n — dimensional en el rango o imagen de la funcion; asi:

te(a,b)c R — (x,(£),x,(t)eeeec. x,(1))eUCR", a estas se las

conoce como  trayectorias  en R" y son funciones  vectoriales

o():(a,p)c R— R".



Entonces, 0(¢): (a,b) © R — R’ es una trayectoria en R> como lo indica la
figura 5-1.

Z
A O-(b)
o(t)
( ) o(a) %
a b
Figura 5-1

Definicion:

Una trayectoria en R" es una funcién vectorial de la forma:
o(t):te (a,b) € R — (x,(t),%,(t)seorx, (1)) € R

Donde X, (#),Xx,(f),........ ,X,(¢) son sus componentes. Esta trayectoria es de
tipo C' (diferenciable, hasta sus derivadas continuas) en su dominio (a, b) si cada
una de sus componentes son también de tipo C' en (a, b); (a),o(b) son los
extremos de la trayectoria y su imagen es una curva en R"

Entonces para una trayectoria en R*: o(¢) = (x(2), y(2),z(2)); x(t), y(t)
y z(t) son las componentes de la trayectoria y esta es diferenciable en (a, b) si y s6lo
si cada una de sus componentes son diferenciables en (a, b).

Ejemplo 5-1 Analizar el grifico de la funcion: o (t) = (¢ — sent,1 —cost),
que es una curva plana conocida como la cicloide, formada por la
trayectoria que describe un punto de un circulo rodante de radio 1.



Solucion:

Ejemplo 5-2

Solucion:

El circulo esta en el plano “X,Y” y rueda sobre el eje “X”, de tal
forma que su centro se mueve hacia la derecha sobre la recta

¥ =1 con rapidez constante de 1 radidn por unidad de tiempo. El
punto del circulo rodante tiene un movimiento mas complicado y
es la imagen de O(%), la curva que va describiendo se conoce
como la cicloide, la misma que se representa en la figura 5-2

y
gt = —-sentl-cost)
@S- :
. ir i
Figura 5-2 v

Representar una circunferencia de radio r como una trayectoria en
2 .
R” y discutir su grafico.

El circulo de radio r es una trayectoria en R y esta dada por la
funcién  vectorial:  O(¢) = (rcost,rsent) que es la

parametrizacion de la circunferencia de radio r, usando
coordenadas polares, su grafico se aprecia en la figura 5-3.

Ay

o(t)

v
A

Figura 5-3 N4



Ejemplo 5-3 Analizar el grafico de la funcion: o(t) = (acost,asent,bt),

que es una curva en R, conocida con el nombre de hélice circular
recta.

Solucion: Esta curva representa una espiral circular donde a es el radio de la
espira y b es el espaciamiento entre espiras, su grafico se lo puede
apreciar en la figura 5-4.

o(t)

AN

(a,0,0)
Figura 5-4 |

5.2 DEFINICIONES DE VELOCIDAD, RAPIDEZ, ACELERACION Y
LONGITUD DE CURVA.

N4

Si consideramos una particula de masa desplazandose por una trayectoria O (¢),

la forma vectorial de la trayectoria representa el desplazamiento de la particula en
funcion del tiempo t, si la trayectoria es diferenciable, su diferencial como lo vimos en
el capitulo 3 seccion 3-5, tiene una singular importancia en el estudio del
desplazamiento de dicha particula.

Definicion:

Sea o(t):te (a,b) c R — (x,(1),x,(t),....... x,(¢))€ R", una trayectoria
de tipo C' en (a, b) el diferencial de O(f) es la matriz columna
EX0)

x,'(1)
D[O' (t)] = ° , que expresada como vector representa la velocidad de una

1
X, (1) ]
particula que se desplaza por la trayectoria en el tiempo t y es tangente a la misma
en cualquier punto.




Si la trayectoria esta en R’ es de la forma o(t) = (x(¢), y(¢),z(t)), su

velocidad es el vector ¢'(¢) = x"'(¢)i + y'(¢)j + z'(¢)k , que expresado como

matriz columna es el diferencial de la funciéon vectorial, y es tangente a la
trayectoria en cualquier punto.

Definicion:

Sea o(t):te (a,b) c R — (x,(1),x,(t),....... x,(t))€ R", una trayectoria

de tipo C "en (a, b) la norma del vector velocidad es la rapidez; representada por:

S0 =lo'0)

Para una trayectoria en R® la rapidez sera:

S =(x () + (' () +(2()’

Definicion:

Sea 0(t):te (a,b) R — (x(t), y(t),z(t))€ R*, una trayectoria de tipo
C' en R’, Ia recta tangente a la curva en O(f,), en forma vectorial y en

funcion del parametro A esta dada por:

I(A)=0(t,)+A0' (1))

La recta tangente a la curva O(f) en R’ en forma paramétrica y en cualquier

punto sera:

x(A) = x(t,) + Ax'(ty)

YD) = (L) + A'(t,)
Z(/D = Z(to)"‘ ﬂz'(to)



Ejemplo 5-4

Solucion:

Ejemplo 5-5

Solucion:

Calcular el vector velocidad y

o(t) = (cost,sent,t) enR’

—sent

la rapidez de la hélice

v=0'(t)=| cost |; v'=(—sent)i+(cost)j+k

1

S(6) =W =/(=sent)* +(cost)* +1=-/2

Considere una particula que

S€  mueve

N4

sobre la hélice

o(t) = (cost,sent,t) en R ; inicia su movimiento en el punto

0(0). En el tiempo t = 7 la particula deja la trayectoria y vuela

hacia  fuera por Ila
tangente, encontrar la
posicion de la particula en
el tiempo t = 2%m
suponiendo que ninguna
fuerza externa actua sobre
ella después de abandonar
la trayectoria.

o(t) = (cost,sent,t)
o'(t) = (—sent,cost,l)

o(0) =(1,0,0)
o(n)=(-10,7 =)
o'(t)=(0,—-L1)

O

I(A)
V

o (0) = (1,0,0)

Figura 5-5

Como se aprecia en la figura 5-5 el recorrido total lo realiza la
particula por dos trayectorias; la primera es sobre la hélice o (¢),

durante un tiempo f = 7 y la segunda sobre la recta tangente a la

hélice en el punto () y durante un tiempo ¢ = 7 , también, por

cuanto el tiempo total del recorrido es 27 ; por lo tanto al cabo del

tiempo ¢ = 27T la particula estara sobre la recta tangente y para
esto es necesario encontrar la ecuacion de la recta tangente a la

hélice en el punto O(7):



l(ﬂ) = (_1709 72:) + 2(07_171)
Luego la posicién final de la particula sera en el punto /()

()= (-=1,-—7m,27); por lo tanto en el tiempo =27 la
particula se encuentra en el punto (—1,—7,27) N4

Como la rapidez, representa el tamafio del vector velocidad en un punto dado, es
razonable pensar que la longitud del recorrido de una particula desde ¢ = a, hasta

t = b sea el limite de la longitud total de la poligonal que se formaria por los vectores
entre cada dos puntos, hasta cubrir el total del recorrido, cuando se toman infinitos

vectores desde ¢ =a hasta ¢ = b . Esta observacion se la resume en la siguiente
definicion.

Definicion:

Sea o(t):te (a,b) = R — (x(t), y(t),z(t)) € R’, una trayectoria de tipo

C'enR? ,1a longitud de curva desde ¢ = @ hasta t = b, esta dada por:

I(0) = j:’Ha'(z)Hdt

Otra forma de expresar la longitud de curva sera:

o) =[x (0) + (' (1) + (=) ds

Si la curva esta en R% la longitud de curva sera:

o) =[x (@) + (' (1)’ ar

Definicion:

Sea o(t):te (a,b) c R — (x,(1),x,(t),....... x,(t))€ R", una trayectoria

de tipo C ? en (a, b) la_aceleracién de una particula de masa que se desplaza por
la trayectoria esta dada por: a = ¢''(¢) = (x''(¢), y"'(¢),2"'(¢))




Entonces resumiendo las definiciones que hemos estudiado hasta este punto
para una curva en R* son:

Definiciones:

olt) = (x(2), y(2), z()) “Vector posicién del punto”
v=0'(t) =(x'(2),y'(2),2'(1)) “Vector velocidad del punto”
a=0"(t)=(x"(t),y"(2),z"(2)) “Vector aceleracion del punto”

s =lo' (@) = @OF +['@O)F +[2()f  “Rapider (escatar)”

l(o)= I:\/[X' (l)]2 + [y'(t)]2 + [Z'(t)]2 dt ”Longitud de arco”

Ejemplo 5-6

Solucion:

Ejemplo 5-7

Solucion:

Encontrar la longitud de una circunferencia de radio r:

o0(0)=(rcos8,rsenb)

2n
L:ﬂ(—r Sen® )? +(r Cos6)? dO
0

L:%rz Sen’® +r° Cos’0 dO
0

L:mﬂ?de :rmﬁe = omr Y
0 0

Encontrar la longitud de curva de la hipocicloide:
o(t) =(cos’ t,sen’t),de t=0at =27

Como podemos ver en la figura 5-6, la hipocicloide no es una
curva diferenciable en [0,27[]; por lo tanto, para encontrar su
longitud total lo podemos hacer calculando la longitud de una de
sus ramas; del punto (1,0) al punto (0,1) y por ser simétrica
esta longitud la multiplicamos por 4, asi:



]
—_—

4 Imagen de o(1) = (cos’ t,sen’t)

—_—
[E—

Figura 5-6

L=4[ /(=3 cos® tsent)? + (3sen’tcost)dt

L= 12_[07 \/cos4 t sen’t + sen*tcos’t dt

(S1E}

7 2
L =12_[O2 sent cost dt =12{S6121 t}

L=6 N4

Ejemplo 5-8 Encontrar la longitud de trayectoria O(¢) = (| )t =3 |,0) de
[-11].

Solucion: Este recorrido se lo puede apreciar en la figura 5-7 y por tratarse de

una curva con la presencia de valor absoluto tampoco es
diferenciable de [— 1,1] y la podemos tomar por fragmentos de la
siguiente manera:

O-l (t) = (_ta_t + % 70) de [_ 1’0]
o,() = (t,~t+1,0) de [0,}
o, () =(t,t—-1,0) de [L,]]



Figura 5-7
L=L+L,+L,

L= [ ixides [ tde+ [T

L=3+248_20 y
Ejemplo 5-9 Dada la hélice o(f)= (COS 2t, Sen2t,\/§t) en [0,471'],
calcular:

a.- La velocidaden t =27 .

b.- La aceleracionen ¢t = 27 .
c.-Larapidezen t =27 .

d.- la longitud de curvadesde t =0 a t =471 .

Solucion: a- 0'(t) = (—2sen2t,2cos 2t,-/5 )
v(27) = 6'(2m) = (0,2,-/5)

b.- 0'"'(¢t) = (—4cos 2t,—4sen2t,0)
a2r)=0"(27x)=(-4,0,0)

c- S(t)=~/4sen*2t +4cos> 2t +5 =3
S(27) = 3; constante, independiente de t.

47
d- L= jo 3dt =127 %



5.3 VECTORES UNITARIOS ELEMENTALES CURVATURA Y
COMPONENTES DE LA ACELARACION PARA UNA CURVA EN R’

Ahora aplicaremos los conceptos basicos estudiados en la seccidén anterior al
movimiento de una particula sobre la trayectoria y a la interpretacion geométrica de la
misma. Cuando una particula se desplaza sobre una trayectoria C, su velocidad puede
cambiar lenta o rdpidamente dependiendo de si la curva se dobla en forma gradual o
brusca, respectivamente. Para medir la rapidez con que se encorva, o cambia de forma
una curva, se usa el concepto de curvatura, que en otras palabras seria la mediad de la
rapidez con que la curva se tuerce o se dobla en un punto dado.

Comencemos con los conceptos basicos que son; los de Vector Tangente
Unitario y Vector Normal Unitario.

Definicion:

Sea o(t):te (a,b) c R — (x,(1),x,(t),....... x,(t))€ R", una trayectoria

. 2 . .
de tipo C° en (a, b), se conoce como vector tangente unitario, denotado por

T().a T(t)= 28

denotado por N(t),a: N(t) =

; de igual forma se conoce como vector normal unitario,

T'(0)
o

Como se puede apreciar en la 7
figura 5-8 T'(¢) y N(t) son vectores P

ortogonales y el primero es tangente a la
curva y el segundo normal a la misma;

ademas es facil demostrar que 7°(¢) y c N
N(t) son ortogonales. o (1)
Ejemplo 5-10 Demostrar que los

vectores tangente y

normal  unitarios Figura 5-8

son perpendiculares X

en cualquier punto
de la curva.

Q)

v
=~



Solucion:

Ejemplo 5-11

Solucion:

HT (t)H =1; por ser un vector unitario

T(¢t)®T(t)=1; propiedad del producto interno, seccion 1-5
D[T(l‘) . T(t)] = D[l] ; aplicando la regla de la cadena
T'(t)eT(t)+T(t)eT'(t)=0

2T(t)eT'(t)=0 = lo que demuestraque 7°(¢) y T'(¢) son
ortogonales. A\ 4

Dada la hélice 0(¢) = (4cost,4sent,3t) para t >0, encontrar
los vectores 7'(¢) y N(t) en cualquier punto.

o'(t) = (—4sent,4cost,3)
(—4sent,4cost,3)
5

_ 4 4 3
T(t)— (—gsent,gcost,g

T'(t) = (—%cost,—% sent,0)

(=% cost,—1 sent,0)

N(t) = = (—cost,—sent,0) ¥

4

5

A continuacion; primero definamos curvatura para una curva plana, para luego
hacerlo para una curva en R°.

Como lo dijimos anteriormente, Y

una curva plana puede parametrizarce de

muchas maneras; supongamos que la P (s)

paramatrizamos en funcion de la longitud
de arco §, como lo vemos en la figura 5-
9 cualquier punto de la curva plana C C
estara dado por:
donde s, en este caso, es la longitud de
curva de los puntos A a P, derivando con

r(s) = (x(s), ¥(s)), T r(s)

respecto a S se obtiene el vector tangente > X

X
(o Ay
r'(s) i’ J

dy Figura 5-9

ds

Y sunorma €s:



2 2 2
r'(S)H = ax + & = ds =1; por cuanto, como se vio en el
ds ds ds

curso de calculo elemental para funciones de variable real, el diferencial de longitud de

arco es: ds =-/(dx)* +(dy)* = [dxj +(dyj dt .

dt dt

En base a lo anterior #'(S) es un vector unitario tangente a la curva C en el

punto P, como se aprecia en
la figura 5-9, a este vector lo

denotamos por 7(s). En la
figura 5-10 observamos que
6 es el angulo que forma
T'(s) con el vector unitario
i, la rapidez de variacion de
6@ con respecto a § esta

, dé
medida por — y en el
ds

mismo grafico podemos

apreciar que esta rapidez de »>X
variacion es pequeia en los
puntos Q y V, donde la Figura 5-10

curva se dobla levemente;

mientras que en los puntos R

y W esta rapidez de

variacion es grande y aqui la

curva se dobla en forma abrupta. Estas observaciones se concretan en la siguiente
definicion.

Definicion:

Sea C una curva plana regular, dada por: 7(s) = (x(s), ¥(s)), donde el parametrq

s es la longitud de curva y sea @ el angulo que forma el vector tangente unitarig
T(s) con el vector unitario 7, la curvatura k de la curva C en el punto P(x, y) ests
dada por:

do
ds

k=




Ejemplo 5-12 Demostrar que la curvatura de una recta es cero en todos sus
puntos.

Solucion: Como se aprecia en la
figura 5-11, en todos los

puntos de la recta [ el
dngulo @ es constante;

lo tanto — =0
or lo tanto
p / y

S
por lo tanto £ =0 en >
todos sus puntos.
Figura 5-11
A\ 4
Ejemplo 5-13 Demostrar que la curvatura en todos los puntos de una

circunferencia de radio R es — .

Solucion: En la figura 5-12
hemos graficado una %
circunferencia de

radio R y con centro
en el origen; P es un
punto de la
circunferencia en el
primer cuadrante &
es el angulo AOP
medido en radianes y
s es la longitud de
arco AP, por lo tanto:

v

A(k,0) X

Figura 5-12

en la figura 5-12 podemos ver:

T s T .
O=a+—=—+ E ; derivando con respecto a s:



ﬁ:i+0 = k=
R

ds

Como mensaje del ejemplo 5-13 podemos definir radio de curvatura, denotado
por P, como el radio de una circunferencia imaginaria a la que perteneceria el arco de
curva C; con esto es facil interpretar que el radio de curvatura de un recta es infinito y
el de cualquier otra curva regular que no sea recta es un valor finito definido por:

P = — ;elinverso de la curvatura. 5-1
Si la curva plana esta como y = f(x):
tan@ = y' de donde, & =tan™' ' 5-2
Derivando @ con respecto a X y aplicando la regla de la cadena se tiene:
dé

d6 dé ds o 7.
= = =0 5-3
dx ds dx ds dy

dx

Como la curvatura es el valor absoluto de la variacién de @ con respecto a S,

de la ecuacién 5-3:

de
dx
ds
s
dH 1 " 12
— = y por otro lado ds =+/14+()")" ; entonces:

dx _1+(y')2y

k=

; De la ecuacion 5-2;

"
k=
I+ )

La ecuacion 5-4 serviria para calcular la curvatura de una curva plana cuando se
tiene a la curva de la forma normal de expresar una funcion de variable real

y=f(x).

5-4



Si la curva esta dada en forma paramétrica 0 (¢) = (x(¢), y(¢)) tenemos:

tan @ = Y . @=tan™ L(t) , derivando esta tltima:
x'(1) x'()

do _ 1 X" ()= x"()y'(0)
dt 1+('(0)/x'(1)) (x'(1))*

ds 2 NS )
E = \/(x (1))" +()'(¢))” , entonces:

, ademas:

_|d8yar| _|x @y ) -x"0)y'(0)
ds/dt] (o) + (@) |

5-5

a0
ds

La ecuacion 5-5 sirve para calcular la curvatura de una curva plana cuando esta
esta dada en forma paramétrica.

Sea C una curva regular en el espacio tridimensional, el analisis de la curvatura
no puede hacerse en forma analoga al que acabamos de hacer para una curva plana por

cuanto el angulo @ no es unico; por lo tanto el analisis lo vamos hacer desde otro
enfoque que es similar al usado para curvas en dos dimensiones.

En dos dimensiones, el vector tangente unitario 1’ (S) se lo puede, también,
escribir:

T(s)=cosbi+sen6, donde @ es el mismo éangulo del que hablamos

anteriormente, derivando esta Gltima con respecto a § tenemos:

T'(s)= —sen&ﬁi + cos Hﬁj = ﬁ(—sen&' +c0s §) , sunorma sera:
ds ds s

ezk.

T'(s)| =~ |- senbi +cos §| = dS

ﬁ
ds

Este es el enfoque que usaremos para analizar la curvatura en tres dimensiones,
escribiremos el vector tangente unitario 7'(s) sin hacer referencia al angulo & y luego
definiremos k como:

k=

T'(s)| 5-6



Dada la curva en R’ de la forma 7(s) = (x(s), y(s),z(s)), como lo vimos

anteriormente:
2 2 2
- (&) (&) +(3) = (5] -
ds ds ds ds

Lo que quiere decir que 7°(s) =7'(s).

Si la curva esta dada en funcion del parametro ¢, de la forma:
o(t) = (x(¢),y(t),z(t)), el vector tangente unitario también lo podemos escribir de
la forma:

I(s)=

y por tanto: O (f) = T(S)HG' (t)H 5-7

o'
o)

En la 5-7 como O'(t) es la velocidad v(¢) y HO‘ '(t)H es la rapidez conocida

como la razén de cambio de la longitud de curva con respecto al tiempo, tenemos:

S . ., .
v(t) = Z T'(s), derivando esta expresion con respecto al tiempo, tenemos:
t

d’s ds d(T(s)) d’s ds ds
H=v(t)=""T(s)+ 2L S E ) D) 2
a() =v') dt? () dt dt dt* (s) dt () dt

a(t)—v(t)——T() ( jT(s) 5-8

Como se demostré en el ejemplo 5-10, las vectores 7°(s) y 7'(s) son
perpendiculares; entonces el normal unitario en funcidn del parametro s esta dado por:

1
S
N(s)= ( , remplazando 5-6 en esta tltima tenemos:
S

N(s)= T/ES) ,0lo que es lo mismo: 7' (s) = kN(s) 5-9



Remplazando 5-9 en 5-8, tenemos:

d*s (ds

a(t)=Vv'(t) = WT(S) +k dtj N(s) 5-10

Como la aceleracion se puede escribir de la forma:

a(t)=a,T(s)+a,N(s)

Z 7 donde a, es la componente
A s

=g N tangencial de la aceleracion y a,
/T(s) la componente normal de la

aceleracion; podemos deducir de la
ecuacion 5-10, que:

v _ds o
T odr d?
2
Figura 5-13
et a, =k’ = k(f;j 5-12
t

La figura 5-13 permite
apreciar cada una de estas componentes de la aceleracion.

5.4 FORMULAS PRACTICAS PARA CALCULAR LAS COMPONENTES
TANGENCIAL, NORMAL DE LA ACELERACION Y CURVATURA.

Dada una curva en R® como una funcién vectorial de la forma
o(t)=(x(¢),y(t),z(t)), la componente tangencial de la aceleracion es la

proyeccion escalar de la aceleracion en la direccion del vector tangente unitario; por lo
tanto:

a, =a(t)e T()=0"(r)e Z_:Eg , de aqui:

_a'(0ea"()
e

5-13




De igual forma que calculamos la a(?) en funcion de 7'(s) y N(s) en la
ecuacion 5-10, también podemos expresar V(¢) en funcién de 7(s) de la siguiente

forma:

ds
v(t)=vT(s)= jT(S) , ahora hagamos el producto vectorial V(¢)X a(?):
t

v(t)xa(t) = (Z}Z T(S)j X [c:;s T(s)+ k[;{jj N(S)J , 0 lo que es lo mismo:

v(t)xa(t) = (‘2)[?}@@) xT(s))+ k(j:j (T(s)%x N(s)), como:

3
T(s)xT(s)=0 = v(t)xa(t)= k(f;j (T (s)X N(s), sacando la
norma en esta tltima igualdad vectorial, y sabiendo que: HT (s) XN (S)H =1, tenemos:
3
v(t)xa(t) = k(dsj 5-14
dt

Viendo la ecuacion 5-12, podemos decir que la componente normal de la

ds
aceleracion deducida de la ecuacion 5-14, y sabiendo que ; es la rapidez,es:
t

aN — M 5_15
o' (1)

De la 5-14 también podemos deducir una expresion practica para la curvatura:

_ lo'(t)x " (1)

; 5-16
')




Ejemplo 5-14

Solucion:

Dada la trayectoria:
o(t) = (1 +cost —sent,sent + cost), encontrar:

a.- La velocidad y la rapidez.
b.- La aceleracion tangencial, la aceleracion normal, la curvatura y
el radio de curvatura

a.- 0O(t)=(1+ Cost — Sent)i+ (Sent + Cost) j

V= D[G(t)] = 0'(t) = (—Sent — Cost)i + (Cost — Sent) j

rapidez = HVH = J(—Cost — Sent)” + (Cost — Sent)’

HVH —Jcos? t + 2 costsent + sen’t + cos® t — 2 costsent + sen’t

b=+

b.- a =0"(t) = (—cost + sent)i + (—sent —cost) j

_ (—sent —cost)(—cost + sent) + (cost — sent)(—sent — cost)

ar ﬁ
a, =0

i j k
o'(t)xo"(t)=|—sent —cost cost—sent 0

—cost +sent —sent—cost 0
o'(t)yxo'"(t)=2k

ay=—==2

2
d=-Ja;’ +a,’ =2

HaH =-/sen’t—2costsent +cos’ t+sen’t +2sent cost +cos’ ¢




Ejemplo 5-15 Dada la trayectoria:
o(t)=(t,t*,t’), encontrar:

a.- La velocidad y la rapidez, para t = 1.
b.- La aceleracion tangencial, la aceleracion normal, la curvatura y

el radio de curvatura, para f =1.

Solucion: a- o(t)=ti+t’j+tk
v=Dlo()]|=0'(t) =i +24 +3t%k

v =i+2j+3k

rapidez = =-[(1)* +(20)* + (3)* =1+ 41> +9¢*

M_ =J1+4+9=-/14
b.- a=0"(t)=2j+6tk

41 +18¢°

N1+4¢7 +9¢t
22 11414

ar =—F—

1=1 \/ﬁ 7



i j ok
o'()xo"(t)=1 2t 3t

0 2 6f
o' ()X 0" (t) = 617 — 6] + 2k

36t +361% + 4

J1+4* +9¢*

38
AN = 7

Para f =1:

‘aH «/aT +aN 196 40
la|=/4+36 = m

_ 16 1 38

5.5 FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE VECTORIAL.
En el capitulo 2 seccion 2-6, cuando hablamos de las funciones de varias

variables, mencionamos a las funciones vectoriales de variable vectorial como aquellas
que transforma un vector del dominio R" en otro vector del rango R™; esto es:

Podemos citar algunos ejemplos practicos de este tipo de funciones como:



Imaginémonos un gas comprimido en una camara; y en el, una funcion vectorial
que relaciona un punto cualquiera del interior de la camara con la velocidad del gas de
una particula del mismo situada en dicho punto del interior de la cdmara; esta funcion
vectorial relaciona:

Como se puede ver es una funcion vectorial de R’ a R®
5.6 ROTACIONAL Y DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL.

Definicion:

Dado un campo vectorial F:U Cc R® > R, F = (FI,FZ,F ) diferenciable,

0 0 d
definido en el conjunto abierto U en R’, V el operador
o’ ay z

producto vectorial (VXF ) se lo llama rotacional del campo y se lo simboliza
rot F'.

i j ok
rot F=(VxF)=2 2 2
FF K
e (2505, (2636, (06, a0,
ay ox dy
Observaciones

e Elrotor del campo es un vector

e Es aplicable para verificar si un campo vectorial es gradiente o no.

e  Es aplicable para verificar si un campo vectorial es de fuerzas rotacionales o
no.

Ejemplo 5-16 Encontrar el rotacional del campo

F(x,y,z):(x2+y)i+xyzj+(22+x)k



Solucion:

i J k
d d d
tF=| — — —
T e v
x+ y Xxyz z° + X
= aay(z2 +x)—aaz(xyz)ji+(aaz (x2 +y)—aax(22 +x
22 )

=(0-xy)i+(0-1)j+(yz-1)k
rot F=—xyi—j+(yz—1)k

Teorema 5-1

Sea f:U < R® = R ; una funcién de clase C? definida el conjunto abierto U de
R’. Sugradiente V/:U C R’ - R, Vf = (%,%’;,%). Entonces el rotacional

del gradiente es cero.

=> Demostracion:

ik
rotVf =2 & &
/A
ox dy oz
2 2 2 2 2 2
:af_afi+8f_8fj+8f_afk
dzdy dyoz 0xdz dzox dydx dxdy
=(0,0,0)
srotVi=0

Definicion:



Dado un campo vectorial F:U € R* = R®, F =(F,,F,,F,) diferenciable,

0 d 0
definido en el conjunto abierto U en R®, Vel operador | —,—,— |; al
ox dy oz

producto vectorial (V o F ) se lo llama divergencia del campo y se lo simboliza

divF .

| 2 9 9 OF OF, OF
divF=(VeF)=| —,—,— |*(F,F, F)=—"1+_-2+"_2
v = )(axayazj(123) oy oz

Observaciones
e Ladivergencia del campo es un escalar
e Ladivergencia solo se aplica para funciones vectoriales

Ejemplo 5-17 Encontrar la divergencia del campo
F(x, y,z) = (e”yz,x2 +y2+ Zz,xyz)

Solucion:

0 0 9

d. F: N 2A 0~
W (ax oy oz

)' (exyz,x2 +y? +zz,xyz)

= aax (exyz )+ aay (x2 +y*+z2° )+ 882 (xy2)

=yze"" +2y+xy

xyz

divF =yze” +2y+xy V¥

Teorema 5-2

Sea F:U C R = R*; un campo de clase C* definida el conjunto abierto U de
R’. Entonces la divergencia del rotacional del campo es cero.

=> Demostracion:



th:(aﬂ_aﬂHaﬂ_aﬂj j{an_aFljk

dy Oz Jdz dx ox dy
div(erF):i %_% +a(a}71_a}73j+a %_%
ox\dy 0z ) dylodz ox ) dz\ ox Oy
_0’F,_0’F, N ’F, d’F N I’F, 9K _ 0
dyox 0dzox dzdy Odxdy Oxdz 0yoz
~div(rot F)=0
5.7 CAMPOS VECTORIALES GRADIENTES.
Una funciéon vectorial en R,

F(x, v, Z) = (f1 (x,y, Z), fz(x, v, Z),f3 (x, v, Z)) puede ser una funcion gradiente;
lo que quiere decir que puede tratarse del gradiente de una cierta funcion escalar (f) en
cuyo caso la funcion “f” se la llama funcién potencial del campo.

Las funciones gradientes constituyen campos conservativos (en los cuales el
trabajo es independiente de la trayectoria), las funciones que no son gradientes
constituyen campos disipativos o no conservativos (en los cuales el trabajo no es
independiente de la trayectoria).

Averiguamos si un campo vectorial F es o no gradiente con su rotor, si es igual a
cero es un campo gradiente, si distinto a cero no es gradiente. Cuando un campo es
gradiente podemos encontrar su funcion potencial.

Campo Vectorial Funcién
Campo
Vectorial
F
Campo Vectorial No ti
rot F #0 : o tene
- No gradiente Funcién Potencial
Ejemplo 5-18 Investigar si el campo vectorial F (x, V,z ) = yi—Xj es 0 no un

campo gradiente



i J k
Solucion: rot F =< % H=0i+0j+(-1-Dk=-2k#0
y =x 0
i j k
rot F =(VxF)=2 s 2
FF K
oOF, OF. OF, OF, OF, OF,
rotF=| 2 ——2i+| - 1—-—2|j+| =2-——L1 |k
(ay azJ (az axjf (ax ayj
.. F no es un campo gradienter
Ejemplo 5-19 Averiguar si el campo vectorial

2 2
Flx,y,z)=Rxye™”, z'+x"7, 3yz° es o no
Y 3% Nz

conservativo, y en caso de serlo determinar su funcion potencial.

Solucion:
I

rotF= 2

d

dz

Sl .

2xye"2y 2 4xe”” 3yz?
=(322-322)+(0-0);
+ (2xex2y + 2x3yex2y —2xe*” — 2x3yex2y )k

=0
.. F es un campo gradiente

T 20  flon)= e R oh(r)
x X
g =2 +x%"  flx,p,z)= .[ (23 +x%e" )ay =Zy+e” +k(x,z)
y
A R e S
Z z

f(x,y,z)zexzy +z3y+kv



