MOISES VILLENA Geometriav Analiticav esv R®

2 Geometria Analitica en R

2.1 RECTAS EN R®
2.2 PLANOS
2.3 POSICIONES RELATIVAS

2.4 SUPERFICIES
2.4.1 SUPERFICIES CILINDRICAS
2.4.2 SUPERFICIES DE REVOLUCION
2.4.3 CUADRICAS

2.5 COORDENADAS CILINDRICA.
2.6 COORDENADAS ESFERICAS.

Objetivos.
Se persigue que el estudiante:
e Encuentre ecuaciones de Rectas y Planos.
e Grafique Rectasy Planos.
e Encuentre distancias.
e Grafique Superficies Cilindricas, de Revolucion
y Cuddricas.
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2.1 RECTASEN R’

2.1.1 DEFINICION

Sea P, un punto de R® y sea S un vector de R®. Una
Recta | se define como el conjunto de puntos P de R® que

contiene a P, y tal que los vectores V = P,P son paralelos
as.
Es decir:

' ={P(X, y,2)IP, el y S/IV dondeV = P,P }

N
Al Vector S se lo llama VECTOR DIRECTRIZ de la recta.

2.1.2 ECUACION
Sea P,(,,Y,,2,) y sea el vector S =(a,b,c).

v

X

El vector S es paralelo al vector V =P,P=(X-X,,y-Y,,Z2—2,),
entonces:

V =kS

Reemplazando resulta:
(X_ XY = Yo 2 — Zo): k(a,b,c)

Por igualdad de vectores, se plantea lo siguiente:
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(x—x,)=ka
(y = ¥,)=kb
(z—z,)=kc

Entonces tenemos:

Ecuacién de la recta definida
X=X =y_y0 =Z_Z por un punto Py(Xq,Y0.20) Y

un vector paralelo §=(a,b,c)

En ocasiones anteriores ya se ha mencionado que dos puntos definen
una recta, observe la figura:

PZ(XZ’yZ’ZZ)

0
—_
x
=<
N

<.
wny

v

Pl(xllyl’zl)

Ahora tenemos que, P, = Pl(xl, Y. Zl) y el vector directriz seria:

N

N
S:P1P2: X, = XY, =Y. 2, =2, |,
a b c

Entonces, se tiene:
X_X1 _ y_yl _ Z_Zl

= Ecuacion de la recta definida
X, =X Y,=Y, Z,—-1 por dos puntos

También se la llama EcuaciON CANONICA O ECUACION SIMETRICA.
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Si consideramos:

Tenemos:

De lo anterior:

= 0 —t
a b c
X=X, +at , .
Ecuaciones Parametricas
y=y, +Dbt
Z=12,+cCt
(x,y,2)=(x, +at, y, +bt, z, +ct)

(%.2)= (%, Yo,2) + t(a.b,c)

— —

V o S

Se puede expresar de la siguiente manera:

J_\/ +tQ Ecuacién Vectorial
— cuaclion vectoria
V=V, +tS

tjemplo-

Hallar las Ecuaciones paramétricas de la recta que contiene al punto P(l,—l—l) y

N
es paralela al vector S =(1,0,2).

SOLUCION:
De a cuerdo a lo definido:

X=Xy +at =1+t
y=yp+bt=-1
Z=Zp+Ct=1+2t

E!’era’,owy PrgEu%toy. 2.1

1.

Halle ecuaciones paramétricas de la recta que contiene los puntos (2,1,3) y (1, 2,-1).
Grafiquela

x=1+t
Resp. I:qy=2-t
z=-1-4t

Halle ecuaciones paramétricas de la recta que contiene los puntos (2, 1,0) vy (2,1, 5).
Grafiquela. ¢Qué conclusion puede emitir? ¢ Cual seria la ecuacién del eje z?

Halle ecuaciones paramétricas de la recta que contiene los puntos (2, 0,2) vy (2,5, 2).
Grafiquela. ¢Qué conclusion puede emitir? ¢ Cual seria la ecuacién del eje y?

Escriba ecuaciones paramétricas de rectas paralelas al eje x.
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Halle ecuaciones paramétricas de la recta que contiene los puntos (2, 3,5) vy (2,2, 0).
Grafiquela. ¢ Qué conclusion puede emitir?

Halle ecuaciones paramétricas de la recta que contiene los puntos (0, 2,2) vy (2,2, 0).
Grafiquela. ¢ Qué conclusion puede emitir?

Halle ecuaciones paramétricas de la recta que contiene los puntos (2, 0,2) vy 0,2, 2).
Grafiquela. ;Qué conclusién puede emitir?

Halle ecuaciones paramétricas de la recta que contiene el punto (-1, -6, 2) y es paralela al
vector (4, 1, -3). Grafiquela
X=-1+4t
Resp. | :qy=—6+t
z2=2-3t
Halle ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el origen y es perpendicular a la recta
iy 1 1 1
Cuya ecuacion es: Z(x —10) =3 y = 2 z.
X=t
Resp. l:qy=2t
z=-5t

2.2 PLANOS

2.2.1 DEFINICION

Sea P, un punto de R® y sea n un vector de R®. Un Plano
7 se define como el conjunto de puntos P de R® tales que

N es perpendicular al vector V que se define entre P, y P.
Es decir:

ﬂz{P(x, y,z)/neV =0dondeV =P,P y P, ¢ RS}

—

2.2.2 ECUACION
Sean n=(a,b,c)y P,(x,,Y,,Zz,). Observe la figura:
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(XO’yl'Zl)

\4

Entonces

50\720
(a,b,c)o(x—xo,y— yO,Z—ZO)ZO

Por tanto, tenemos:

Ecuaciébn de un plano

a(X — X, ) + b(y — y0)+ C(Z -7, ) =0 definida por UN PUNTO Y UN
VECTOR PERPENDICULAR.

Si se simplifica, tenemos:

a(X_Xo)+b(y_ y0)+C(Z - Zo):O
ax + by +cz + (- ax, — by, —cz,)=0

Considerando |d = —ax, — by, —Cz,|, tenemos:

ax + by +cz+d=0 ECUACION GENERAL de un plano.

18
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tjemplo-

Hallar la ecuacion del plano que contiene a los puntos P;(1,2,3), P,(-101) y
P (2,-1,0)

SOLUCION:

Con los tres puntos dados se forman dos vectores (no importa el orden) para de ahi
obtener un vector perpendicular al plano buscado.

En este caso:
- -
V, =PRP,=(2-1-1-2,0-3)=(1-3-3)
- -
V, =PP, =(-1-10-21-3)=(-2,-2,-2)

Entonces
- -S> - I J k
n=V;xV, =1 -3 —3[=(6-6)i—(-2-6)j+(-2-6)k
-2 -2 -2

N
n

k

=0i+8]
a b
Podemos tomar P, (Xq, Yo, Zo)= P1(1,2,3) (puede ser cualquier otro punto del plano)

-8
—
c

Finalmente, empleando la ecuacién:
a(x—xo)+b(y—yo)+c(z—29)=0
Resulta:
0(x-1)+8(y—-2)-8(z-3)=0
8y-16-8z+24=0
y—-z+1=0

Demostrar que la ecuacion del plano que tiene interseccion A, B, C,
. . X y z
respectivamente con los ejes X, y, z es —+=—+—=1

A B C
SOLUCION:
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Si el plano tiene interseccién A, B, C con los ejes coordenados entonces tenemos tres
puntos que pertenecen al plano y se puede determinar su ecuacion como en el ejemplo
anterior. Observe la figura:

Az
P,(0,B,0)
41
/
/
N N /
V,=PPf/
/
/
// -7 > Yy
/ e P,(0,0,C)
/ ’,/// = -
_ V,=PP,
P,(A,0,0)
X
— —
En este caso tomamos: V; = (- A,B,0) y V,=(-A0,C)
Entonces:
i k
- o> -
n=V,xV,=|-A B 0[=(BC)i—(-AC)j+(ABk
-A 0 C

Si tomamos Py (Xy, Yo.Zo )= P1(A,0,0) y reemplazando en la ecuacion
a(x—xo)+b(y —yp)+c(z—29)=0
Resulta:
BC(x - A)+ AC(y —0)+ AB(z-0)=0
BCx—- ABC+ ACy+ ABz=0
BCx + ACy + ABz = ABC
Dividiendo para ABC
BCx ACy ABz ABC

+ + =
ABC ABC ABC ABC

X, ¥, 24

2.2.3 CONDICIONES ESPECIALES.

Si el plano es PARALELO AL PLANO XY, entonces solo tendréa interseccion

R
con el eje z, su vector normal sera de la forma n=(0,0,k). Su ecuacién sera
de laforma Z=C . ;POR QUE?. ¢ Cudl es la ecuacion del plano Xy ?

PREGUNTA: ¢COmo serén las ecuaciones de los planos: paralelo al plano zy,
paralelo al plano zX, paralelo al eje z, paralelo al eje X, paralelo al eje y?.
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E!’era’,owy PrgE uestos.2.2

1.

Dibuje los planos cuyas ecuaciones son:

a) 4x+2y+6z=12 d) x+2y=4 g) X+y+z=0
b) 3x+6y+2z=6 e) 2X+y—-2=6
c) y+z=5 f) x-3z=3

Encuentre la ecuacion del plano que contienen al punto (-5,7,-2) y que es paralelo al plano
ot

Resp. y=7
Encuentre la ecuacion del plano que contienen al punto (-5,7,-2) y que es perpendicular al
eje "x"

Resp. X =-5

Encuentre la ecuacion del plano que contienen al punto (-5,7,-2) y que es paralelo tanto al
eje "x" como al de "y"
Resp. z2=-2

Encuentre la ecuacion del plano que contienen al punto (-5,7,-2) y que es paralelo al plano
X—-4y+z=7
Resp. 3x—-4y+z=-45

Hallar la ecuacién del plano paralelo al plano Xx+3y —2z+14 =0 vy tal que la suma de

sus intersecciones con los ejes coordenados sea igual a 5.
Resp. Xx+3y—2z=6

Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al plano 3x+8y—-5z+16=0 y que

intercepta a los ejes coordenados en los puntos A, By C, de tal manera que A+ B+ C = 31.
Resp. 3x+8y -5z =120

2. 3. POSICIONES RELATIVAS

2.3.1 ENTRE UN PUNTO P, Y UNA RECTA |
2.3.1.1 EL PUNTO PERTENECE A LA RECTA: P, €l

Po(xonOvzo)

Si un punto pertenece a una recta entonces las coordenadas del punto

satisfacen la ecuacion de la recta, es decir

XO_XlzyO_yl_ZO_Zl

a b C
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2.3.1.2 EL PUNTO NO PERTENECE A LA RECTA: P, ¢|

|:X—X1:y—y1:Z—21
a b c

Si un punto no pertenece a una recta entonces las coordenadas del
punto no satisfacen la ecuacion de la recta, es decir:
Xo =% ” Yo~ Wi 0 Xo =% ” Zy— 1 0 Yo— W ” Z,— 1
a b a C b C

2.3.1.2.1 Distancia del punto a la recta

Si escogemos un punto P cualquiera de la recta y definimos un vector

V entre este punto P y el punto P, .

La distancia entre el punto P, y larecta |, sera la altura del paralegramo

sustentado por los vectores V y S. Observe la figura anterior.

Entonces:
Vs

-

Area = Silsend

22
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d

h

Observe que |Send =—:| entonces h =

Y
o

h=d(P,1)=

send

-

S|h

Reemplazando resulta

Finalmente:

px§

s

2.3.1.2.2 Ecuacion del plano que contiene al punto y a la
recta.

N
Un vector normal al plano sera el resultante del producto cruz de V con

wml

Como punto del plano tenemos para escoger entre P, y cualquier punto
de la recta.

tjemplo:

Sea Py(1,2,3) y sea 1 X=1 y;rZ:z—zl

ecuacion del plano que contienea P, ya l .

. Hallar la distancia de P, a | yla

SOLUCION:
Tomamos como punto de larectaa P(1,—2,1), entonces:
- —>
V =PP, =(1-1,2-(-2),3-1)=(0,4,2)

5
De la ecuacién de la recta, tenemos como informacion S = (2,3,-2) , entonces:

k
2|=(-14,4,-8)

i
VxS =|0
2 -2

W B e

23
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- >
'\/XS

147 + 4+ (o =TS

S =22 +32 (-2 =17
Por lo tanto:
'\/XS J276 9
d(R,1)= =N oo =
2 W17 17

S

- o o
Por otro lado, un vector normal al plano seria: n =V xS =(-14,4,-8)

Escogiendo el punto Py, tenemos:
a(x—x,)+b(y-y,)+c(z—-2)=0
-14(x-1)+4(y-2)-8(z-3)=0
-14x+14+4y-8-8z+24=0

Por tanto, la ecuacion del plano seria:
7T 1X—2y+4z2-15=0

2.3.2 POSICIONES RELATIVAS ENTRE UN PUNTO P,
Y UN PLANO 7

2.3.2.1 EL PUNTO PERTENECE AL PLANO: P, erx.

'Po(xwyoizo)

7 ax+by+cz+d=0

En este caso las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuacién del
plano, es decir: ax, + by, +cz, +d =0.

2.3.2.2 EL PUNTO NO PERTENECE AL PLANO: P, ¢ .

7. ax+by+cz+d =0
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En este caso las coordenadas del punto NO satisfacen la ecuacion del
plano, es decir: ax, + by, +cz,+d =0.

2.3.2.3 Distancia del punto al plano.

Si tomamos un punto P cualquiera del plano y formamos el vector

—>

V =PP, =(x, - X, Yy, — ¥, Z, — Z). Observe la figura anterior.

—>

La distancia del punto al plano sera la proyeccion escalar de V sobre

—>

N , es decir;

4}*}

: (Xo — XY, =Y. %, — Z)’ (a,b,c)|
‘ H H ‘ va? +b? +¢? ‘

_|ax, —ax + by, —by +cz, —cz|
Jai+b*+c? ‘
_|ax, +by, +cz, —ax—by —cz|

‘ vai+b® +c? ‘
d=-ax—-by-cz

Observe que:

Por lo tanto:

|ax + by, +cz, +d|
‘ Jas+p’+ ¢ ‘

E{%la
Sea Py(1,2,3) y 7:2x+y -3z +1=0. Hallar la distancia entre P, y 7.
SOLUCION:

Aplicando la formula anterior

d(po,,[)=|axo +by, +czq +d|=|2(1)+1(2)_3(3)+1|= 4

| Va? +b? +c? | ‘\/22+12+(—3)2‘ Vi4

25
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2.3.3 POSICIONES RELATIVAS ENTRE DOS
RECTAS I Y 1.

2.3.3.1 RECTAS COINCIDENTES

_ y_y1, Z_21,

Dos rectas son coincidentes si y solo si:

1. Sus vectores directrices son paralelos: S, //'S, ;vy,

2. Todos los puntos que pertenecen a una recta también pertenecen a
la otra recta; para esto, bastara que un punto de una recta satisfaga
la ecuacion de la otra recta.

Ej lo-

Sean I1:x—10=y+1=z—2 I2:x+2=y+19=z—8.
3 -1 6 9 -3

Observe que:

1. Sj =(23-1) y Sé = (6,9,—3) son paralelos, debido a que:

2 3 -1

6 9 -3
2. El punto (10,-1,2) de I, satisface la ecuacion de la recta I,, debido a que al

reemplazar las coordenadas de este punto en la ecuacion de I, , tenemos:
10+2 -1+19 2-8
6 9 -3

Por tanto I; y I, son coincidentes.
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2.3.3.2 RECTAS PARALELAS: | /1,

Dos rectas son paralelas si y solo si:

1. Sus vectores directrices son paralelos: S, //'S, ;vy,

2. Ningun punto de una recta pertenece a la otra recta; para esto,
bastara que un punto de una recta NO satisfaga la ecuacion de la

otra recta.
Ej lo-
Sean |, : L y I, ;5=y__1=2_+1_
3 -1 6 9 -3

a) Demuestre que son |; y I, son rectas paralelas.

b) Determine la distancia entre 1, y I, .

c) Encuentre la ecuacion del plano que contiene al; y 1, .
SOLUCION:

a) Observe que:

1. Sj =(23-1) y Sé = (6,9,—3) son paralelos, debido a que
2 3 -1
6 9 -3
2. El punto (1,-1,2) de I, NO satisface la ecuacion de la recta I, debido a que al
reemplazar las coordenadas de este punto en la ecuacion de I, , tenemos:
1 -1-1
6 9
Por tanto I, y I, son paralelas.

b) Ladistancia entre las dos rectas paralelas es igual a la distancia entre un punto de
una recta a la otra recta.

P(01-1)

27
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VxS,
0l13.1,) = 8 Py, 1) =1
S2
i j k
- -
VxS, =1 -2 3=(-77,7)
2 3 -

S,|=+/62 +9% +(-3)? =3J14
743
Por tanto: [d(l;,1,)=d(Py,l, )=——
(1 2) (0 2) 3@

d) Las dos rectas paralelas definen un plano que contiene a ambas.

Un vector normal al plano seria:
- > -

n=Vx$S, =(-7,7,7)

Escogiendo el punto Py, tenemos:
a(x—xo )+b(y-yo)+c(z-2)=0
~7(x=1)+7(y+1)+7(z-2)=0
-X+1+y+1+z-2=0

Por tanto, la ecuacion del plano seria:
ZTi-X+y+2=0

28
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2.3.3.2 RECTAS INTERSECANTES.

Po(xmyo’zo)

Dos rectas son intersecantes si y solo si:

Sus vectores directrices NO son paralelos; y,

Sélo un punto de una recta pertenece a la otra recta; para esto,
debera existir sélo un punto cuyas coordenadas satisfaga a las
ecuaciones de ambas rectas.

tjemplo-
— -2 _
Sean I Ly EZeL y I x_y-2 z-1
-1 3 3 -3 1
) Demuestre que son 1, y |, son rectas intersecantes.
) Determine la medida del &ngulo que forman las rectas.
) Determine, de existir, la distanciaentre I, y I, .
d) Encuentre, de existir, la ecuacion del plano que contienea I, y 1,.

SOLUCION:

1.
2.

QD

o T

a) Observe que:

— —
1. §;=(2-13) y S, =(3-31) NO son paralelos, debido a que
2 -1
— ¢ —_—
3 -3
2. Deberé existir un punto Py (X, Yo, 2o ) que satisfaga las ecuaciones de ambas
rectas, es decir:

Xo—1 Yo Zp+1 Xo Yo—2 zp-1

2 -1 3 V3T 3 1
Encontremos el punto, para lo cual:

Xo=1+2t Xg =3k

Yo =t y Yo =2-3K

Zp =-1+3t zp =1+k
Igualando las dos primeras ecuaciones:

1+2t =3k
{—t =2-3k

Resolviendo el sistema simultaneo, tenemos:

29
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t=1 y k=1
Entonces:

Xo=1+2(1)=3
Yo =—(1)=-1
2o =—1+3(1)=2
Note que igual resultado se obtiene en la segunda condicion:
xo =301)=3
Yo =2-3(1)=-1
2o =1+(1)=2
Por tanto, las rectas se intersecan en sélo un punto.

b) El &ngulo de corte esté determinado por el dngulo que forman los vectores directrices;

es decir:
- -
6 = arccos S_i.s_f — arccos (2-13)+(3-31)
S1[1S2 V22 4 (1) +3% 32 + (-3) +1°
= arccosi
Jiaie
6 = arccos 12

V266

c) d(l;,1,)=0 por ser rectas intersecantes.

d) Un vector normal al plano que definen las rectas intersecantes seria el resultante del
producto cruz entre los vectores directrices de las rectas.

—

n: IXSZ

- - o : ) k
Entonces n=S;xS, =2 -1 3/=(87,9)
3 -3 1

Reemplazando, tenemos:
a(x—xg)+b(y—yo)+c(z-2,)=0
8(x—3)+7(y+1)+9(z-2)=0
8x-24+7y+7+92-18=0

Por tanto, la ecuacion del plano seria:

7:8X+7y+9z2-35=0
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2.3.3.2 RECTAS OBLICUAS O ALABEADAS.
Dos rectas son Oblicuas o Alabeadas si y solo si:

1. Sus vectores directrices NO son paralelos; y,
2. Ningun punto de una recta pertenece a la otra recta.

En este caso no existira algun plano que contenga a ambas rectas.

E!’eLnelo

Sean |, : x=1_y _z+1 y 1, :i_y;2=2_+1.
2 -1 3 3 1 2

Demuestre que son |, y I, son rectas Oblicuas.

SOLUCION:
Observe que:

— —

1. S;=(2,-13) y S, =(312) NO son paralelos, debido a que:
2 -1
p— ¢ —_—
3 1

2. Ahora nos queda demostrar que NO son intersersecantes. Es decir no debe
existir punto de interseccion. Por contradiccion, supongamos que:

Xg =1+2t Xg = 3K
Yo =t y Yo =2+k
zp =-1+3t z, =-1+2k
Tomando las dos primeras ecuaciones:
1+2t =3k
{—t =2+k
Resulta:
A v =%
Reemplazando resulta;
0=1+2-1)--3 0=3-9)--1
vo=-(-3)-1 v {vo-2+(-9-1
R =

Por tanto, como los z, son distintos en las rectas, se concluye que son OBLICUAS.
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2.3.3.2.1 Distancia entre Rectas oblicuas.

N
Definamos un vector V , entre un punto cualquiera de una recta
con otro punto cualquiera de la otra recta, Observe la figura:

La menor distancia d entre las rectas |, y |,, estad dada por la

N
proyeccion escalar del vector V sobre la direccion perpendicular a

— -
ambas rectas, que estaria dada por el vector S, xS, ; es decir:

——> — —
Vel S xS,
d(l, 1,)=
tjemplo-
. . . x-1 vy z+1
Hallar la distancia entre las rectas Oblicuas |, 0 & y
X y-2 z+1
I2 :_=_=_ .
3 1
SOLUCION:

En este caso, un punto de la recta |, seria P, =(1,0,~1) y un punto de la otra recta I,

seria P, (0,2,-1) , entonces V= ﬁ =(1-2,0).

—

. . —
Los vectores directrices serfan: S, =(2,-13) y S, =(312), entonces:
i j ok
- -
$;xS, =2 -1 3/=(-555)
1 2
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Por tanto,
Ve S, xS,
d(l | )_ .( 2 zj _ (l,—Z,O)O(—5,5,5)|
v SxS, ‘ (-5)° +5° +5°

2.3.4 POSICIONES RELATIVAS ENTRE DOS
PLANOS.

2.3.4.1 PLANOS COINCIDENTES.
Dos planos son coincidentes si y sélo si:
1. Sus vectores normales son paralelos; vy,

2. Todos los puntos que pertenecen a un plano también pertenecen al
otro plano.

saX+by+cz+d, =0

7, a,Xx+b,y+c,z+d, =0

En este caso se cumple que:

a b1 C, d1

a, bz C, dz
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E{%la
Losplanos |73 :2Xx—-3y+2+1=0 y 7z, :4X—6y+22+2=0
son coincidentes debido a que:

2 3 1 1

4 -6 2 2

2.3.4.2 PLANOS PARALELOQOS: 7, /I,

Dos planos son Paralelos si y s6lo si:
1. Sus vectores normales son paralelos; vy,
2. Todos los puntos que pertenecen a un plano NO pertenecen al otro
plano.
3.

7, aXx+by+c,z+d, =0

En este caso se cumple que:

& b1 C,

a, bz C,

E!’eLnelo
Sean 7y :2Xx-3y+z+1=0 Yy 7, :4X—-6y+22+3=0
a) Demuestre que z; Yy 7, son planos paralelos.

b) Encuentre la distancia entre los planos.
SOLUCION:
-3 1
a) Eneste caso 2 = Y = > # 3 por tanto los planos son paralelos.
b) La distancia entre dos planos paralelos es igual a la distancia entre un punto de
un plano con el otro plano.

En este caso tomemos de 7, el punto P,(0,0,~1), entonces:

|ax0+by0+czo+d| |4(0) 6(0) +2(— 1)+3|

‘ va? +b? +c? ‘ ‘ V4% +(-6)% +22 ‘

d(PoJTz
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2.3.4.3 PLANOS INTERSECANTES

Dos planos son intersecantes si y sélo si sus vectores normales NO
son paralelos.

7 tayX + by +¢c,z+d; =0

Ty iasX +byy +Cyz+d, =0

En este caso se cumple que:

Sean 7y :2X-3y+2+1=0y 7, :X+y+2+2=0
a) Demuestre que 7; y 7, son planos intersecantes.

) Encuentre la distancia entre los planos.
) Determine la ecuacion de la recta de interseccion.
) Halle la medida del &ngulo formado por los planos intersecantes.

o0

SOLUCION:
a) Eneste caso %7& _TS , por tanto son planos intersecantes.

b) d(z;,7,)=0 por ser planos intersecantes.
c) Primer Método: hallando el conjunto solucién del sistema simultaneo:

X+y+z=-2
2x-3y+z=-1

L1 11-2) puag (101 1]-2)_ [xey+ 2=-2
2 -3 11-1 0 -5 -1! 3 —5y-z=13
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z=-3-by = X+y-3-5y=-2 = x=1+4y
Haciendo ,entonces:
x=1+4t
l:qy=t
z=-3-5t

Segundo Método: Un vector directriz de la recta buscada estaria dado por el vector
resultante del producto cruz entre los vectores normales de los planos, es decir:

i j k
- > -
S=nxn,=1 1 1=(41-5)
2 -3 1
Para obtener las coordenadas de un punto P, que pertenezca ambos planos, bastaria

con considerar un valor para una variable en las ecuaciones de los planos y resolver el
sistema simultaneo que resultante.

Por ejemplo, considerando , tenemos:
O+y+z=-2 y+z=-2
=
200)-3y+z=-1""|-3y+z=-1
dy=-1=y= —%
—(—%)-ﬁ-z =-1=z7=-3,
Entonces Py(0,~%,—2),
Finalmente, la ecuacion de la recta serfa:

x=4t
l:qy=—2+t
__3
Z——z—st

d) La medida del angulo que forman los planos esta dado por el angulo que forman
sus vectores normales, es decir:

- >

0 = arccos 12 —arccosw—arccos 0 _~z
i g V3V14 V314 2
1 2
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2.3.5 POSICIONES RELATIVAS ENTRE UNA
RECTA Y UN PLANO.

2.3.5.1 RECTA PERTENECIENTE A UN PLANO.

Una recta pertenece a un plano si y sélo si todos los puntos de la recta
pertenecen también al plano.

7.aXx+by+cz+d=0

En este caso se cumple que:

1. Los vectores directrices de la recta y los vectores normales del
plano son ORTOGONALES.

2. Un punto cualquiera de la recta satisface la ecuacion del plano.

tjemplo-

x=1-t
Sean 7z:X+y+z+1=0y l:{y=2+2t
z=-4-t

Demuestre la recta | pertenece al plano 7 .

SOLUCION:

- -
1. Veamos si es que los vectores n = (LL1,1) y S =(~1,2,~1) son ortogonales.
Realizando el producto punto se obtiene:
- -
neS =(111)e(-12,-1)=0
Entonces son Si ortogonales.

2. Veamos si es que el punto de la recta Py(1,2,—4) satisface la ecuacion del
planox+y+z+1=0:

Reemplazando se obtiene:
1+2-4+1=0
Entonces Si satisface.

Por tanto la recta pertenece al plano.
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2.3.5.1 RECTA PARALELA A UN PLANO.

Una recta es paralela a un plano si y sélo si todos los puntos de la recta
NO pertenecen al plano.

X=X, +at
l:qy=y,+bt
Z=17,+Ct

S

wl

miax+hby+cz+d=0

En este caso se cumple que:

1. Los vectores directrices de la recta y los vectores normales
del plano son ORTOGONALES.

2. Un punto cualquiera de la recta No satisface la ecuacion del
plano.

E{%l&
x=1-t
Sean 7:iXx+y+z+1=0y l:{y=2+2t
z=-1-t
a) Demuestre larecta | es paralelaal plano 7.

b) Halle la distancia entre la recta y el plano
SOLUCION:

- —
a) 1. Veamos si es que los vectores n =(1,11) y S =(~1,2,—1) son ortogonales.
Realizando el producto punto se obtiene:

- -
neS =(111)e(-12-1)=0
Entonces son Si ortogonales.

2. Veamos si es que el punto de la recta P,(1,2,—1) satisface la ecuacion del
planox+y+z+1=0:

Reemplazando se obtiene:
1+2-1+1#0
Entonces NO satisface.
Por tanto la recta es paralela al plano.

¢) La DISTANCIA entre una recta paralela a un plano es igual a la distancia entre un punto
cualquiera de las recta y el plano
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x=1-t
l:qy=2+2t

T X+Yy+2+1=0

Tomando el punto Py (1,2,~1), entonces

d(p,, )|am4iwo+ao+d| |D+(a+( D+ﬂ 3
‘ Va?+b?+c? ‘ ‘ V12412412 ‘ 3

2.3.5.1 RECTA Y PLANO INTERSECANTE.

Una recta y un plano son intersecantes si y solo si un punto de la recta
pertenece al plano.

X=X, +at

r:ax+by+cz+d=0

En este caso se cumple que los vectores directrices de la recta y los
vectores normales del plano NO son ORTOGONALES.
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Ejemplo-

x=1-t
Sean 7z:X+y+z+1=0 y l:iy=2+t
z=-4-t
a) Demuestre que larecta | intersecaal 7 en s6lo un punto.
b) Encuentre las coordenadas del punto de interseccién
c) Determine la distancia entre la rectay el plano
d) Determine la medida del &ngulo que forman la rectay el plano.
e) Halle la ecuacidn de la recta que es la proyeccion de la recta | sobre el plano
.
SOLUCION:

- -
a)Eneste caso n =(LL1)y S =(~11-1), entonces:

- -
neS =(111)e(-11,-1)=-10
Por tanto, como no son ortogonales, la recta y el plano son intersecantes.

b) Las coordenadas del punto de interseccion se obtienen hallando el conjunto solucién
del sistema simultaneo que se forma con las ecuaciones de la recta y del plano.
En este caso, tenemos:
X+y+z+1=0

x=1-t
y=2+t
z=-4-t

Hallamos primero el valor de t, reemplazando la segunda, tercera y cuarta ecuacion
en la primera ecuacion:

1-t+2+t-4-t+1=0=1t=0
Entonces P(1,2,-4)

c) d(l,z)=0 Por intersecantes.

d) El angulo & que forma la recta y el plano intersecantes esta definido por el angulo
que forma un vector directriz de la recta y un vector normal del plano. Observe la

figura:
X=X, +at
l:<y=y,+bt
z=12,+Ct

r.ax+by+cz+d=0
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f=Z—-¢p donde ¢ =arccos——

En este caso:

(L11)e(-11-1)

J_J_ | = arccos

@ = arccos = arccm

1
243

d) Un vector directriz S' de la recta proyeccion L , esta dado por:
- -> - -
S'=| nxS |xn ¢Porqué?
Entonces:
. J
xS=[1 1 1=(-202)
1
i

- -> 2>\ - ) k
S’:(nxS]xn:—z 0 2:(_2,4,_2)
111

Y tomando el punto de interseccién P(1,2,—4) la ecuacién de la recta serfa

Xx=1-2t
Liqy=2+4t
1=-4-2t

E!’eroéoéoy PrgE uestos 2.3

1. Calcule la distancia entre el punto de coordenadas (10,3,-2) y la recta de
ecuacion: x =4t—-2,y=3,z=-t+1.

Resp. d =0

x-1_y-2_ z+1 y X=2 y+1 z+3 s

2. Determine si las rectas | : I, :

-2 -3 1 -3 2
interceptan en un punto.
3. Hallar la distancia entre las  rectas: I :X—_1 = y+2 = z y
1 -1 2
1 1 2 3V3
. x+1l_y-1_z+ Resp. d = i
-2 1 3
4, Hallar la distancia entre las rectas: I : x-1 = y-3 = z-1 y
5 4 3
l,: x1_y-4_2-3 Resp. d =0

10 9 8

5. Determine las coordenadas del punto que esta en la base de la perpendicular trazada desde

z+1

3
:y:—

X J—
P(-1,-1,4) alarecta 3

Resp. P(z— E
77

~N N
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Geometriav Analiticav esv R®

Calcule la distancia del plano 2X+ 2y —z =6 al punto (2, 2, -4).

32

Resp. d =—

5

-1_y+1_z-2 _{2x—3y+z=0

N X
Hallar la distancia entre las rectas: |, : 2!
1 -1 X+y—-z=21

Resp. d = 140

@l

Hallar las ecuaciones de la recta que contiene el punto (3,6,4), intercepta al eje z y es
paralela al plano x—3y+5z2—-6=0

X =3t
Resp. |:4qy =6t
z=3t+1
X=-1+3t
Hallar la ecuacion del plano que contiene a larecta | 19y =1+2t y es perpendicular al
z2=2+4t

plano 2x+y—-3z+4=0

Resp. 2x—-5y+11z =-4
1 y+1 z+1
-3 1

” ) X—
Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta |: >

perpendicular al plano 3x+y—z=0
Resp. 10x+17y+z =29

Encuentre el punto que la recta: Xx=2-t , y=1+3t , z=4t , intercepta al plano
2X—-y+21=2

Resp. P(L4,4)
La recta "I' tiene parametrizacion: X =3t+1 , y=-2t+4 , z=t-3. Halle una

ecuacion del plano que contiene a | y al punto (5,0,2).
Resp. 6x+11y+4z =38

Hallar la ecuacion de la recta que es la proyeccion de la recta X=2 - er 2 _z _10
sobre el plano X +3y+z=2
X =3+5t
Resp. |:qy =4t
z=-1-17t

Encuentre la ecuacion del plano que pasa por el punto (1,1,1) y que interseca al plano xy en
la misma recta que el plano 3X+2y -z =6

Resp. 3x+2y+z=6
X =3+t X=-t
Dadaslasrectas: } =qy=1-t |, =qy=2+3t
7=2+2t z=3t

a) Demostrar que no se intersecan
b) Encontrar dos planos paralelos que contengan a cada una de ellas por separado.
Resp. b) 9x+5y—-2z=28 y 9x+5y-2z=10

Hallar las ecuaciones de la recta que contiene al punto (3,6,4) , intercepta al eje z y es
paralela al plano x—3y+5z2=0
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Xx=t
Resp. I:{y=2t
z=t+1
X—2y+2z=4
Demostrar que las rectas: |, y
X+4y+8z+8=0

X+8y+12z-12=0
Son paralelas y hallar la ecuacién del plano que las contiene.

{x+y+52+5:0
2

Hallar la distancia entre los planos; 4y —3z-6=0 y 8y-6z-27=0

Resp. d = Q
10

Encontrar la menor distancia entre el punto (3,2,1) y el plano determinado por (1,1,0), (3,-1,1),
(-1,0,2).

Resp. d =2
Encuentre la ecuacion del plano que contiene al punto (-4,1,6) y tiene la misma traza en el
plano XZ, que el plano X +4y -5z =8.

X z
Resp. —+%—§=1
13 5

Hallar la ecuacion del plano que es perpendicular a los planos x—y+z=0 vy
2X+Yy—4z—-5=0,yque pasa por el punto (4,0,-2).
Resp. X+2y+z=2

Hallar la ecuacion del plano que contiene a las rectas: |, : X+3 = % = ZT_l
|X+2y-22=5
2 '{Sx—Zy—z:O
Resp. 2y—3x=9
Xx=-1+3t
Hallar la ecuacion del plano que contiene alarecta |:<y =142t yes perpendicular al
2=2+4
plano 2x+y—-3z+4=0.
Resp. —10x+17y—-z =25
Sealarecta | :XT_l = y_+31 :% yelplano 7 :2X+4y—3z =2 hallar el punto

de interseccion de la recta con el plano, asi como la ecuacién que determina la proyeccion de

la recta sobre el plano.
Resp. P i,i,—i
11 11 11

Encontrar la ecuacion del plano que es perpendicular al plano YZ y contiene al punto (2,1,1)
ademas que haga un angulo de arcos(2/3) rad. Con el plano 2x—y+2z—-3=0.

Resp. 3z—4y=-1

El triangulo que tiene por vértice (1,1,1), (0,0,0), (2,1,0) se lo proyecta sobre el plano Z=-2.
Calcular el area de proyeccion.

1
Resp. Area = 3
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2.4 SUPERFICIES

2.4.1 SUPERFICIES CILINDRICAS.

Sea C una curva de un plano 7 y sea | una recta no
paralela a 7 . Se define Superficie Cilindrica al conjunto de

puntos que perteneces a rectas paralelas a | y que
intersecan a C.

A C se la denomina Curva Generatriz (o Directriz) y a | se la
denomina Recta Generatriz.

Las superficies Cilindricas que trataremos aqui seran aquellas que
tienen la Curva Generatriz perteneciente a los planos coordenados y Rectas

Generatrices Paralelas a los ejes coordenados. Es decir, si tienen una de la
forma siguiente:

f(X, y): 0 Curva Generatriz perteneciente al plano XY,
Rectas Generatrices paralelas al eje z.

f(x,2) =0 Curva Generatriz perteneciente al plano XZ,
Rectas Generatrices paralelas al eje y.

f (y, Z)= 0 Curva Generatriz perteneciente al plano YZ,
Rectas Generatrices paralelas al eje x.

E{%l& 1
Graficar y—x% =0
SOLUCION.

Se dibuja primero la curva y = x? en el plano xy y luego se trazan rectas paralelas al
eje z siguiendo esta curva.
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E!’ﬂlo 2
Graficar z—Iny =0
SOLUCION.

Se dibuja primero lacurva z=1Iny en el plano zy y luego se trazan rectas paralelas al
eje x siguiendo esta curva.

E!’e_melo 3
Graficar z—seny =0
SOLUCION.

Se dibuja primero la curva z = seny en el plano zy y luego se trazan rectas paralelas al
eje x siguiendo esta curva.
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E{%la 4
Graficar 2% +x% =4
SOLUCION.

Se dibuja primero la curva z2+x2 =4 en el plano zx y luego se trazan rectas
paralelas al eje y siguiendo esta curva.

E!’eroécéoy PrgE uestos 2.4

1. Bosqueje la superficie cilindrica cuya ecuacion se indica.

Q) 4z°-y?=4 d x2=y?3 flz—e¥=0
b) z=seny e) y=|g 9 y2+22=9
C) y2+z=4

2.4.2 SUPERFICIES DE REVOLUCION

Las Superficies de Revolucion que trataremos aqui son aquellas que se
generan al girar 360° una curva perteneciente a uno de los planos coordenados
alrededor de uno de los ejes coordenados.

Por ejemplo suponga que se tiene la curva z = f(y) (contenida en el

plano ZY) y la hacemos girar 360° alrededor del eje y, entonces se forma una
superficie de revolucién, observe la figura:
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0.2 /()

Curva _ (
Generatriz =~ 7 ()

\ . (x’y>z r

La ecuacion de la superficie de revolucion se la deduce de la siguiente

manera

La seccion transversal es circular, por tanto:

r=+(0-0) +(y—y) +(f(y)-0) = f(y)

Como también se observa que:

r=y(x-0) +(y-y) +(z-0) =x +2*

Entonces, igualando resulta:

X +2° =[f(y)

2 2

A, [X* 42

ECUACION DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION
CON CURVA GENERATRIZ X = f(y) (EN EL PLANO

Xy) O TAMBIEN z= f(y)(EN EL PLANO 1zy),
GIRADA ALREDEDOR DEL EJE“ Yy ",

se le llama Binomio de Circularidad.

En cambio, si la curva generatriz anterior la hacemos girar alrededor del
eje z, obtendriamos otra superficie de revolucion, observe la figura:
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Aqui en cambio:

A\ 4

r=y(0-0)"+(f(2)-0f

Y también

+(z-2z) =1(2)

r=y(x=0) +(y—0y +(z—z) =/x* +y?

Entonces, igualando resulta:

El Binomio de Circularidad seria

ECUACION DE UNA SUPERFICIE DE
REVOLUCION CON CURVA GENERATRIZ
x= f(z) (EN EL PLANO Xz ) O TAMBIEN
y=f(z) (EN EL PLANO zy), GIRADA
ALREDEDOR DEL EJE “Z”.

X? + y?.

La curva anterior no puede ser girada alrededor del eje “X”. ¢POR

QUE?

La ecuacion de una superficie de revolucion con curva generatriz
y=f(x) (en el plano Xy) o z= f(x) (en el plano ZX) girada alrededor del

eje “X”, seria:

y’ +2° = [f(X)] iDEDUZCALA!
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E{ﬂla 1

Encontrar la ecuacion de la superficie de revolucion que se generar al girar [f'="X
alrededor del eje Y .

SOLUCION.

Primero grafiquemos la curva generatriz en el plano XYy y formemos la superficie de
revolucion.

X
Como el eje de rotacion es el eje y , el binomio de circularidad seré: x? +z2.

Por tanto, la ecuacién de esta superficie sera de la forma: x2 +z2 = [f (y)]z, donde
f (y) es la ecuacion de la curva generatriz; que en este caso seria: f(y)=y
Por tanto, la ecuacion de la superficie serfa: x* +2% = y?

tjemplo-2

Identificar y graficar la superficie que tiene por ecuacion 9x% =22 +9y =0
SOLUCION.
Primero identifiquemos el binomio de circularidad y la ecuacién de la curva generatriz
9x%2-z2+9y2 =0
9(x2 +y? ): 22

7 2
el
y 3

Por tanto de acuerdo a la forma de la Ultima ecuacién se concluye que se trata de una

3
alrededor del eje z (la variable que no aparece en el binomio de circularidad).

- ., . z . Z .
superficie de revolucién con curva generatriz [X=—| 0 también y=§ , girada
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E!’eroéoéoy PVEE uestos 2.5

1. Halle una ecuacién de la superficie de revolucion que se genera al girar la curva plana dada,
alrededor del eje dado. Grafique.

a) X? +4z% =16, alrededor del eje X .

b) y =sen X, alrededor del eje x.
c) X’ =4y, alrededor deleje Y .
d) Xy =1, alrededor del eje X.

e) z? = 6x, alrededor deleje X .

f) z=¢€", alrededor deleje X.

2. Encuentre el eje y la curva generatriz de cada una de dichas superficies de revolucion.
Realice el grafico correspondiente.

a) x2+22—2y:0
b) x* +2% =|y|
y2 422 =2

x2 +4y? +42% =36

c

)
d)
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2.4.3 SUPERFICIES CUADRICAS.

Las Superficies Cuadricas o simplemente Cuadricas con eje central
paralelo a los ejes coordenados, tienen por ecuacion:

Ax*+ By’ +Cz* +Dx+Ey+Fz+G =0

Si la llevamos a la forma candnica, completando cuadrado, tendremos
los siguientes lugares geométricos.

2.4.3.1 ESFERA.
La ecuacion canodnica de la esfera es de la forma:

(x=h) +(y=k)'+(z=1) =r* _ >0
Donde, su centro es C(h, K, |) y suradio es I

tjemplo-

La ecuacion  (x—=38)° +(y—2)* +(z—1)° =9, tiene como lugar geométrico una
esfera de centro C(3,2,1) y radio r =3

A

s
s

\ 4

Analice el lugar geométrico, si I’ <0 ysir’=0
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2.4.3.2 ELIPSOIDE
La ecuacion canonica de un elipsoide es de la forma:
2 2 2
X—h —k z—1
(x-=h) (=K}, @-1) _,

a’ b? c’
Donde, su centro es C(h, k, |)

tjemplo-

La ecuacion - representa un elipsoide con centro el origen.

Su traza (interseccion) con el plano Xy, se obtiene haciendo z =0,

2 2
X iy .
Entonces, resulta 7 +—y9 =1, la ecuacion de una elipse.

Ademas todas las secciones transversales son elipses. ¢Por qué?

2.4.3.3 HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA
Un hiperboloide de una hoja con eje de simetria paralelo al eje z, tiene

por ecuacion:
(=) (y-K) (=) _,
a’ b? c’

X2 y2 ZZ
Supongaque h=0,k=0,1=0, setiene —+———=1.
a’ b* ¢’
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2 2

Si Z=0(Traza Xy) X—2 + g—z = 1(Elipses)
a

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano XY seran elipses.

¢ Por qué?
2 2

. X Z -
Si ¥y =0(Traza zX) — —— = 1(hipérbolas)
a C

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZXseran
hipérbolas. ¢Por qué?
2 2

Si X=0(Traza Zy);—2 — 2—2 =1 (hipérbolas)
C

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZYseran
hipérbolas. ¢Por qué?

X2 2 ZZ
2 +L2 2
a> b® ¢

v

LA |
a> ¢ b?
Y X4
¢’ b* a’
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2.4.3.4 HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS

Un hiperboloide de dos hojas con eje de simetria paralelo al eje z, tiene

por ecuacion:
(x=h} (y-k} (-1 __,

a’ b* c’
XZ 2 ZZ
Supongaque h=0, k=0, 1 =0, setiene —2+y—2——2=—1.
a~ b® c
XZ y2
Si z=0(Traza Xy) — + F = —1 (No tenemos lugar Geométrico)
a

X2 y2
Si’Z=C, tenemos — +-—=0 (punto)
a® b’
SiZ>C 0 Z<—C tenemos elipses. ¢Por quée?

2 2

. Xz .
Si Yy =0(Traza zX) — —— = —1(hipérbolas)
a

2

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZXseran

hipérbolas. ¢Por qué?
2 2

Si X=0(Traza zy)é _E —1 (hipérbolas)

2

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZYseran
hipérbolas. ¢Por qué?

A\ 4
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2 2 2

] ) - Xz Y
PREGUNTA: ¢ COomo serfan las graficas de: — + ———=-1
a® ¢ b’
Z2 2 XZ
e T
cc b® a

2.4.3.5 DOBLE CONO

Un Doble Cono con eje de simetria paralelo al eje z, tiene por ecuacion:

(=h) | (y=kf _(@=1) _,
a’ b’ c’

2 2 2

X Z
Supongaque h=0, k=0, 1=0, se tiene —2+y—2——2=0.
a b° ¢
2 2

Si Z=0(Traza Xy) X—2 + % = 0 (un punto)
a

Si Z#0 tenemos elipses.
2 2

, X2z

Si Yy =0(Traza zX) — —— = 0(dos rectas)
a C

Si Y # 0 tenemos hipérbolas

2 2

Si X =0(Traza zy)é - 2—2 =0 (dos rectas)
C

Si X # 0 tenemos hipérbolas

v
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. ) e X Yy

PREGUNTA: ¢ COmMo serian las graficas de: — == 0
a®> ¢ b’
Z2 2 X2

FANCR

2.4.3.6 PARABOLOIDE ELIPTICO

Un Paraboloide Eliptico con eje de simetria paralelo al eje z, tiene por
ecuacion:

LSOO A

2 2

X
Supongaque h=0, k=0, | =0, grafiquemos: Z :—2+y—
a

b2
XZ y2
Si Z=0(Traza Xy) 'Y + o7 = 0 (un punto)
Si Z>0, tenemos elipses. (Con a = b tenemos circunferencias, en
cuyo caso se lo denomina Paraboloide Circular).

Si Z <0, no tenemos lugar geométrico.
2

X
Siy= O (Traza ZX) tenemos Z = —, (parabolas)
a

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZXseran

parabolas. ¢Por qué?
2

Si X=0(Traza zy) tenemos Z = % (parébolas)

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZYseran
parabolas. ¢Por qué? z

A

\4
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X
PREGUNTA: ¢ COmMo serian las graficas de: —L=——Ar %
a
X2 y2
Z— I = ; ar F
Z2 2
X = —2 ar %
a
X7
s

2.4.3.7 PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Un Paraboloide Hiperbdlico con eje de simetria paralelo al eje z, tiene
por ecuacion:

LSRR SR

2 2

. y X
Grafiquemos Z =———.

b* a’
y2 X2
Si Z=0(Traza XY) tenemosF === 0 (2 rectas)
a

SiZ>0 o Z<0 tenemos hipérbolas.
2

X
Siy= O (Traza ZX) tenemos Z = —— (parabolas)
a

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZXseran

parabolas. ¢Por qué?
2

Si X=0(Traza zy) tenemos Z = % (parébolas)

Y todas sus secciones transversales paralelas al plano ZYseran
parabolas. ¢ Por qué?
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\4

X2 2

PREGUNTA: ¢ COmo serian las graficas de: === %
2 2
Z— I = —2 ar é

ZZ 2

A="== y_z

a~ b
X7
a® b’

Grafica el lugar geométrico cuya ecuacion es: 4x? —3y? +12z% +12=0
SOLUCION:

Transformemos la ecuacion dada a una de las formas descritas anteriormente:
Despejando las variables:

4x% —3y? +1272 =-12
Dividendo para 12 y simplificando:

4x?  3y? 12z 12

2 12 12w
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De acuerdo a la forma de la dltima ecuacion, se concluye que representa un
PARABOLOIDE DE DOS HOJAS, con el eje y como eje de simetria (el término negativo lo

indica )

\4

Ejerciciosy Propuestos 2.6

Diga el nombre de las superficies cuadricas cuyas ecuaciones se dan a continuacion. Haga la

grafica en cada caso.

a)  4x>+36y2+92°-1=0

b) 4x2—y2+422—4:0

©) 144x% +16y? -9z -144=0
36x2+4y2+92=0

9x? +36y% —422 +36=0

) x®-4y?+42°-4=0

g) 100x2 +225y2 —3622 =0

h) 16x2 — 25y% + 400z =0

i) x?—22+y=0

j) 400x? +25y? +162% — 400 =0
k) x° +4z2 -8y =0

) 225x% —~100y? +1442% =0
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2.5 COORDENADAS CILINDRICA.

Un punto P en Coordenadas Cilindricas esta denotado como (I’,H, Z)

donde I'y & son las Coordenadas Polares.

A z
P(r,6,2)
o
|
l
|
|
i
l / Y
X [ ! e
________ yommmmmm e

Entonces las transformaciones serian:
X =T cosé r=x+y’
y =rsené 0 = arctan(?)
7=1 Z=1

El cilindro que tiene por ecuacion en coordenadas rectangulares x*+y* =9, su
ecuacion en coordenadas cilindricas sera r =3
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E{%l& 2

El plano que tiene por ecuacidn en coordenadas rectangulares y = X, su ecuacion en

., . , T
coordenadas cilindricas sera @ = vl

<v

El Doble Cono Circular que tiene por ecuacion en coordenadas
rectangulares z* = x* + y?, su ecuacion en coordenadas cilindricas serd [z =r

<y

2’ =xX"+y’
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El  Paraboloide Circular que tiene por ecuacidn en coordenadas
rectangulares z = x* + y? , su ecuacion en coordenadas cilindricas sera z = r*

v

2.6 COORDENADAS ESFERICAS.

Un punto de R®, puede ser denotado también como un vector que inicia
en el origen con:
e Magnitud PO,
e Angulo @, que forma su proyeccién I' en el plano XY con
respecto a la direccion positiva del eje X,

y
e Angulo ¢5 con respecto a la direccion positiva del eje Z

0<p<w
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Observe que:

-

p=+x+y +72
y

X = p Seng coséd

16 =arctg - y = p seng cosé
X
Z=pCO0S¢
z
¢ = arccos
\/xz +y*+7°
Ejemplo- 1

La Esfera que tiene por ecuacion en coordenadas rectangulares x* + y* +z* =9, su
ecuacion en coordenadas esféricas serd p =3

z

\,=3

tj lo-2

El Cono que tiene por ecuacion en coordenadas rectangularesz =+/x* +y®, su

.z L . T
ecuacion en coordenadas esféricas sera ¢ = Z

Az
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E!’%lo 3
Identificar y graficar la superficie que tiene por ecuacion |p =3c0s¢ .
SOLUCION:
Utilizando las ecuaciones de trasformacion:
p =3C0S¢

p=3%
o

p’ =3z

XX +y?+22=3z

2 2 3\2 _ 9
eyt a2y =3

De la tltima ecuacion se concluye que es una esfera de centro (0, 0,%) y radio £

p =3C0S¢

A\ 4

E!’eraiowy ErgE uestos 2.7

Halle una ecuacion en coordenadas rectangulares y dibuje las siguientes superficies.

ar=2 f) p=4sec¢ k)rz%
b) r? = 0) r?=5-x ) r=2cos0O
c)O:/ hy r=2senéd m)p2+X:2
d ¢= / i)z=rzsen26 n)r +22=4
) p=5 ) p=4cosd 0) p = 4cscosecHd
p) rz(cos 6 —sen 6) =1
g) p=Cscd
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Miscelaneos

1. Identifique Y GRAFIQUE las siguientes superficies.

a) 22 =x2+4y® —2x+8y+4z K x%+4y? -2 =0
b) 922—2x2—3y—3x+5:0 )] 22y2+22x2=4
c) 5x2—y2—22—2x+22+3y:0 m) x2:y2—z2

d) —3x2+2y2—3x+2y+22=0 n) 5x2—3y2+22=4
e) x?+5y2—2x+10y =272 0) yzzlnz

f) 2x2+3y2—y—2:0 p) x2+y2—22:0
0) —3x2+2y2+2y—3x+z=0 q)zZ:seny+5

h) 3x2+2y2+22—6x—8y+22+17=0 r 2x=|n(22+y2)

i) 9y2—4z2 +18x% =0 s) x2+y—22=0

)] 16x2 —9y2 ~22=146
2. Encuentre la ecuacion general de la esfera que es tangente al plano Xx—8y+4z+4=0y
que tiene el mismo centro que

x? +y?+2%-12x-4y—62+33=0.
Resp. (x—6) +(y—2)% +(z - 3)? =%

3. Hallar la menor distancia que hay entre el plano X + 2y + 2z = 20, y la esfera que tiene por
ecuacion X2 + y2 +2° —-2x-4y—-6z+13=0
Resp. d =2

4. Dibujese la regién limitada por las graficas de las ecuaciones.
a) 2:21/x2+y2,z:2
) z=v4-x*,y=v4-x*, x=0, y=0, z=0

o) x2+y®=1 x+z=2 =0

A x>+y2+z22=4, z:m, z=0
e) z=+44-x?-y?, y=2z, z=0

f) z:m, 7=4-x2-y?

5. Encuentre las coordenadas de los focos de la elipse que resulta de la interseccion de
X2 2

Z:—+y— con z=4.
4 9

(=)}

Resp. (0, 25 ,4) y (0,—2\/3 ,4)

6. Encuentre las coordenadas del foco de la parabola que resulta de la intersecciéon de

2 2
X
z:—+y— con Xx=4.

4
Resp. (4,0,%)
7. Pruebe que la proyeccion en el plano XZ de la curva que es la interseccion de las superficies
y=4- x? Yy y= x% + 22 esuna elipse y encuentre sus diametros mayor y menor.

y

8. Dibuje el triangulo en el plano y = X que esta arriba del plano z :E, debajo del plano

Z =2y, y dentro del cilindro X2 + y2 = 8. Después encuentre el area de este tridngulo.
Resp. A= 32
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9. Encontrar los valores de K para los cuales la interseccion del plano X+Kky =1 vy el

2

hiperboloide eliptico de dos hojas y2 -x?-z%=1es

a) Unaelipse
b)  Una hipérbola

Resp. a) k e (- v2.-1)u1.42) b) ke(-1)
2

2
. " e X 4
10. Demostrar que la interseccion del paraboloide hiperbolico _:)/2 ——5 =— Y el plano
ac ¢

z =bx+ay consiste de dos lineas rectas que se interceptan.

11. Sean P,Q los puntos de interseccion del paraboloide hiperbélico y2 -x?=2z conla

x-2 y-1 z-
= 5 =

V=—i+j+ k

recta

3 g Papng
, hallar la proyeccion del vector PQ sobre el vector

—
Resp. Proy, PQ =(-444)
\
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