MOISES VILLENA Cap. 3 Funciones de Varias Variables

3 Funciones De Varias Variables —

3.1. FUNCION VECTORIAL

3.2. GRAFICA DE UNA FUNCION
ESCALAR

3.3. DOMINIO DE UNA FUNCION
ESCALAR

3.4. CONJUNTO DE NIVEL

3.5. LIMITES DE FUNCIONES DE
VARIAS VARIABLES

3.6. CONTINUIDAD

3.7. DERIVADA DE UNA FUNCION
ESCALAR

3.8. DIFERENCIABILIDAD

3.9. GRADIENTE

3.10. LA DIFERENCIAL

3.11. REGLA DE LA CADENA

3:12. DERIVACION IMPLICITA

OBJETIVOS:

o Conceptualizar funciones Vectoriales, Escalares y Curvas

e Describir conjuntos de niveles.

e Establecer limites, continuidad y derivadas de funciones de dos variables.
e Determinar si una funcion de dos variables es derivable o no.

e Determinar si una funciéon de dos variables es diferenciable o no.

e Obtener derivadas de funciones compuestas.

e Obtener derivadas de funciones implicitas.
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3.1 FUNCION VECTORIAL

3.1.1 DEFINICION

Una funcién del tipo f:UcR"—>R" se la

denomina FUNCION VECTORIAL o CAMPO
VECTORIAL.

E!’%lo.
Sea f:R* — R°talque f(x,y)=(2x—y,x+Yy,3x+5y)
Esquematicamente tenemos:

sim=1, tenemos f :U c R" = R, se la denomina FUNCION ESCALAR,
CAMPO EScALAR, O FUNCION DE VARIAS VARIABLES.

. . 2 .
si f:U cR®*— R, tenemos una FUNCION DE DOS VARIABLES.

E!’%Elo:

Sea f :R? > R tal que f(x,y)=6—-2x—3y

. . 3 .
si f:U c R’ —> R, tenemos una FUNCION DE TRES VARIABLES.

tjemplo-

Seaf:R® >R talque f(x V,2)=x+y*+2°

Si Nn=1, tenemos f:UcR-—>R", la cual se la denomina
TRAYECTORIA 0 CURVA.
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E!’%lo.
Sea f:R— R talque f(t)=(2-3t, 4+t —1+2t)

3
Tenemos una CURVA de R .

Este capitulo lo dedicaremos al estudio de FUNCIONES ESCALARES.

3.2. GRAFICA DE UNA FUNCION ESCALAR

3.2.1 DEFINICION

Sea f:UcR"—>R.Sellama grafica de
f al conjunto de puntos (x,x,,--,x,, f (x))
de R™, donde x=(x,,x,,---,x )eU.

Si tenemos Z = f(X,y) una funcién de dos variables. Su grafica se

define como el conjunto de puntos (X, Y,Z) de R, tales que z = f (X, y). El
lugar geométrico es llamado Superficie, como ya se lo ha anticipado.

Algunas superficies que corresponde a funciones, ya se han graficado en el
capitulo anterior.

E!@Lnelo.
Para f:R? >R tal que [FOGY)=6=2X=3Y, su grafico es el conjunto (x,y,2) de R?
tales que z=6-2x-3y (un plano)

A7

z=6-2x-3y
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Elaborar gréficas de una funcion de dos variables no es tan sencillo, se
requeriria de un computador en la mayoria de las ocasiones. Pero si podemos
saber caracteristicas de sus graficas analizando su regla de correspondencia.

3.3 DOMINIO DE UNA FUNCION ESCALAR

Sea f:UcR"—> R, entonces su DOMINIO es
el conjunto U

. , N n
Es decir, su DOMINIO estd constituido por vectores de R,

X= (Xl, Xy X, ) para los cuales tiene sentido la regla de correspondencia.

Aquia X X,,--+, X se las denominan VARIABLES INDEPENDIENTES.

si f:U < R* > R, sudominio sera un subconjunto del plano.

Establecer el Dominio Natural, igual que para funciones de una variable, es
una necesidad en muchas ocasiones.

tje lo-1
Hallar el Dominio Natural para f(x, y) = x? + y?

SOLUCION.

Observe que la regla de correspondencia no tiene restricciones, por tanto se le puede dar
cualquier valor real a las variables independientes “x "y “ y ”, es decir Domf = R? .

Ademas, se puede decir que el Dominio de una funcion de dos variables sera la PROYECCION QUE
TENGA SU GRAFICA EN EL PLANO Xy . Recuerde que la graficade z = x? + y? es un paraboloide.

Por tanto la proyeccion es todo el plano xy
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MOISES VILLENA Cap. 3 Funciones de Varias Variables

E{%bz
Hallar el Dominio Natural para f (X, y) = 49— x* — y?

SOLUCION.

Observe que la regla de correspondencia tiene sentido cuando 9—x2 —y? >0, para que se
pueda calcular la raiz cuadrada lo interior del radical debe ser un niimero positivo o cero.
Despejando se tiene x% +y2<9.

Es decir: |Domf ={[lex2 +y? sg}, los pares de nimeros que pertenecen a la circunferencia
y

centrada en el origen de radio 3 y a su interior.

Ademas el grafico de z=+/9—x? —y? , es la semiesfera:

A

E{%lnS
Hallar el Dominio Natural para [£(X, y) = ¥Xx 1 +ﬁ

Solucién.
Para que la regla de correspondencia tenga sentido se necesita que x>1Yy y>0

Es decir |Domf ={[’;J/xzu yzo} .
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El gréfico, ahora es un lugar geométrico no conocido. Pero tenemos un indicio de la region en
que habré grafico.

E!’era’,oéoy Pro_p uestos 3.1

Dibtijese laregién R del plano XY que corresponde al Dominio Natural de la funcion dada.

L z=xy 8. f(xy)= sen(XJln( 2 J
y y X+y
2. z=e/Y
9. z=arcsen(x+y)
X+ Yy
Boz=m 10. z=arcsen(x? +y?)
4. 7=,/4-12x*-36y? 1. z= arccos(xj
5. z=In(4-x-y) Y
e 2 2)%
6. z=In(y-x*) 2 f(oy)= In(4 X° -y
o —6y? ~36 arcsen(x + y)
7. w=lIn B —

Obtener trazas de las secciones transversales de la superficie es suficiente,
en muchas ocasiones, para su analisis.

3. 4. CONJUNTO DE NIVEL

3.4.1 DEFINICION
Sea f:UcR"— R.Se llama CONJUNTO

DE NIVEL de f, al conjunto de puntos de R’
tales que f(x,x,,---,x )=k, donde k eR

Si tenemos Z = f(X,Y) una funcién de dos variables. El Conjunto de
Nivel es llamado CURVAS DE NIVEL Y serian las trayectorias en el plano XY tales
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que T (X,y)=Kk.Es decir, serian las curvas que resultan de la interseccion de
la superficie con los planos z =k, proyectadas en el plano XY .

E!’eLnelo 1

Para f:R? >R tal que [FGGY)I=6=2X=3Y su conjunto de nivel seran puntos de R?
tales que 6-2x—-3y =K.

En este caso se llaman CURVAS DE NIVEL.

Si k =0, tenemos el Nivel 0, 6—2Xx—3y =0

Si k =1, tenemos el Nivel 1, 6—2X-3y =1

Si k =2, tenemos el Nivel 2, 16—2X—3y =2

etc.

Las curvas de nivel se dibujan en el plano xy , y para este caso serian:

Ay

N
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tj lo-2.

Grafique algunas curvas de nivel para (X, y) =x° + y*

SOLUCION:

Las curvas de nivel, para este caso, es la familia de trayectorias tales que X“+y° =K.
(Circunferencias centradas en el origen)

FS

—

Si tenemos W= f(X,Y,2) una funcién de tres variables. El Conjunto de
Nivel, f(X,y,2)=k, esllamado SUPERFICIES DE NIVEL

tjercicios Probuestos 3.2

Describase las curvas de nivel ;
L f(xy)=6+x-y

2. f(xy)=y?
3. 2:4—x2—y2

4. z7=-x?+y?

f(x,y)=xy’

o
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3.5 LIMITES DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

Haciendo analogia con funciones de una variable, para definir el limite
ahora, primero empecemos generalizando la definiciébn de entorno o vecindad y
otras definiciones que nos permitiran comprender el concepto de limite.

3.5.1 BOLA ABIERTA.

Sea x,eR" y deR muy pequefio. Se llama
Bola Abierta de centro x, y radio &,
denotada por B, (x_05) al conjunto de puntos
de R" tales que la distancia a x, es menor a

0. Es decir:
B, (x_0;5)={§e R”/Hi—x_ouw}

Si n=1, tenemos Bl(Xo;5)={X€R/|X—XO|<5}; un intervalo

(como en funciones de una variable)

Si N =2, tenemos:
B, (% %):8) = {(x¥) e R/ (%, ¥) = (3. Yo )] < &}

I 0< (x—xo)z—(y—yo)2<6

(X, )

L 203

3.5.2 PUNTO INTERIOR

Sea UcR" y x,eR", se dice que x, es un
punto interior de U, si y solo si 30>0 tal
Bn(xo;a) esta contenida en U .
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3.5.3 CONJUNTO ABIERTO

U < R" es un conjunto abierto, si todos sus
puntos son interioresa U .

3.5.4 PUNTO EXTERIOR.

Sea U c Ry x, €R’, se dice que x es un punto
Exterior de U, si y soOlo si 30>0 tal que
Bn(xo;é) esta totalmente fuera de U .

3.5.5 PUNTO DE FRONTERA

Se dice que x, es un punto de frontera de U | si
no es ni interior ni exterior.

3.5.6 CONJUNTO CERRADO.

UcR" es un conjunto cerrado si su
complemento es abierto

3.5.7 CONJUNTO SEMIABIERTO.

U cR" es un conjunto semiabierto si no es
abierto y tampoco cerrado.

3.5.8 DEFINICION DE LIMITE

Cap. 3 Funciones de Varias Variables

Sea f:UcR"—>R, donde U es un conjunto
abierto, sea x, un punto interior o de frontera de
U, entonces:

(n’mf(i):l.jzv,§>o,aa>0/[ieBn(x_o;a),hio}:‘f(i)—L‘<§

X—>Xo
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Si N =2 tenemos:
(( lim f(x,y):LJEV§>O,38>O/O<\/(X—XO)Z+(y—yo)2<8:>|f(x,y)—L|<§
Xy

)-(%0.¥0)

Es decir, que si tomamos a (X, y) cercano a (X,, Y, ) entonces f(X,y)
estara proximoa L.

Demostrar empleando la definicion que = lim  — y =0
(x¥)=>(00) X" +y

Solucién:

Debemos asegurar que
4
X yy4 —0

x4+

¥E>0,30>0/0<4/(x-0)" +(y-0)" <o = <¢

Recuerde que ||y = \/7 =|entonces |y| </x* +y°

x'y x'y
4 O y4

Por otro lado |y| = entonces |y|>

Ahora note que:

x'y
x'+y?

<ly|syx*+y* <o

x'y
x+y!

Se concluye finalmente que: <0

4

. . . . X
Es decir tomando ¢ =0, suficiente para concluir que: ~ lim — y =0
(y)=(00) x* +y

Lo anterior va a ser complicado hacerlo en la mayoria de las situaciones,
por tanto no vamos a insistir en demostraciones formales. Pero si se trata de
estimar si una funcién tiene limite y cual podria ser este, podemos hacer uso
del acercamiento por trayectorias.
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Ejemplo-1

Calcular = lim
(0 y)>(00) x? 4 y?

Solucion:
Aproximarse a (0,0), significa estar con (, y) en una bola de R?

Si el limite existe, significa que si nos acercamos en todas las direcciones f debera tender al
mismo valor.

1. Aproximémonos a través del eje x, es decir de larecta y =0

2
. X .
Entonces, tenemos  lim ———=1im1=1.
(x,0)5(00) x2 + 02 x>0

2. Aproximémonos a través del eje y , es decir de larecta x =0

2
Entonces, tenemos  lim =1im0=0.
(0.9)(00)0% + y2 x50

Se observa que los dos resultados anteriores son diferentes.

2

Por tanto, se concluye que:  lim

> > no existe.
(xy)=(0.0) X +y

(3 !’ev_nplv 2
2
. X
Calcular = lim y
(xy)>(0.0) x* +y?2
Solucion:
Determinando la convergencia de f , para diversas direcciones:
2

. x“0
1. Ee x (y=0) lim——_ =lim0=0
e x (y=0) Im = oz~ 1m
2
2. Be y(x20): tim—Y _Imo=0
y—>004+y2 y—0

3. Rectas que pasan por el origen (y = mx) :

xz(mx)2

im— g My
x>0 x* + m2x? X—>0x2(x2+m2) x—>0(x2+m2)

lim
x>0 x4 4 (mx)

=0
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4. Parabolas que tengan vértice el origen (y = ax?)

. xz(axz) . ax* . ax* . a a
lim = lim = lim = lim = #0
x—0 x4+(ax2)2 x>0 x4 a2x* x>0 x4(1+a2) x>01+a? 1+a?

2

. X
Portanto, lim y

NO EXISTE.
(xy)>(00) x* +y

2

El acercamiento por trayectoria no nos garantiza la existencia del limite,
s6lo nos hace pensar que si el limite existe, ese debe ser su valor. Entonces
¢,como lo garantizamos?. Si la expresion lo permite podemos usar coordenadas
polares.

Ejemplo-

Calcular = lim Xy
(xy)>(00) x2 4 y?

Solucién:

Determinando la convergencia de f , para diversas direcciones:

, . x%0 ]
1. Eex (y=0) lim———=1im0=0
x=0 x2 +02 x>0
2
2. Ee y(x=0): Iim 20 Y =limo=0
y=00° +y y—0

3. Rectas que pasan por el origen (y = mx) :

2 3 3
fim % (mx) mx mx mx

— = |lim——————=lim = lim =0
x=0 x2 4 (mx)? x>0 x%+m?x? x>0 x2[1+m?) x>0 {1+ m?)
4. Parabolas que tengan vértice el origen (y = ax?)

2 2
li X’ (ax’) i ax* i ax* i ax? o
0 g2 2 Xkt 0k (1raixl) olralk
X +(ax?) + X (1+a°x*) +

Probemos con otra trayectoria
5. x=ay?
a Z)Zy 2,5 2,5 2,3
lim (yz —tim—2 Y —iim—2 Y jim 2
Py ey ey ey Ry ea) ()

Parecer ser que el limite es cero, pero todavia no esta garantizado. ¢ Por qué?

Demostrarlo, no es una tarea sencilla. Usemos coordenadas polares:

2
. X2y . (rcos@) (rseno)
lim =lim
(y)>(00) X* 4 y* 150 r
. r¥sen@cos’ @
=lim————
r—0 r

= lim(rsengcos’ 6)
r—0
En la parte Gltima se observa que senécos’® @ es acotado por tanto
lim(rsendcos’ 0) =0
r—0

Lo anterior quiere decir que en situaciones especiales (¢ cuales?), podemos
utilizar coordenadas polares para demostrar o hallar limites.
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E{%ln 1
2 2
Calcular| lim M

(xy)}>(00) x2 4+y?
Solucion:
Empleando coordenadas polares

2,2 ( 2)
. sen\x“ + - senlr
lim J—y):llm =1

(xy)>(00)  x%+y? >0

E!’ﬂlo 2
2,,5
Calcular  lim %
(xy)-(00) 2X" + 3y
Solucién:

Empleando coordenadas polares

x2y° . r’ cos® 6 r’sen®d

im =li
(y)>(00) 2x* +3y™® -0 2r* cos® #+3r'°sen™d

. r’ cos® @ sen°@
rlﬂg 4 4 6 anl0
r*|2cos” @+3r’sen"@

r®cos® 0 sen®d
-0 2cos* @+ 3résen'®9
No se puede concluir.

Analicemos algunas trayectorias:
OZ y5
x=0| lim ———=0
(xx)>(0,0) 2 (04 ) +3y"°

_ ) x*0° _
Moz 2o

25 7 4

. XX . X . X
y=X lim . o =lim =lim =0
(xx)-(0.0) 2x* 43X x>0 x4(2+3x6) x>0 2+ 3X

2,10 12 8
. XX , X .
y=x2 lim =1lim =i =0

m
(10} >(00) 2% +3x% 00 x* (243X0) 0 24 3x°

. 5 7
Ahora, probemos con una trayectoria nueva | X = yé (se la deduce observando la expresion

original)
2
e E A

lim =1 =
(v%,y]»(o,o) 2 ( y% )4 + 3y10 x—0 2y10 + 3y10 5

Por tanto se concluye que el limite NO EXISTE.
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3.5.8.1 TEOREMA DE UNICIDAD.

Sea f:UcR"—>R, donde U es un conjunto

abierto, sea x, un punto interior o de frontera
de U, entonces:
Si lim f(x): Ly lim f(x): M entonces L=M

X—>X0 X—>Xo

3.5.8.2 TEOREMA PRINCIPAL.

Silim f (?) =Ly lim g(?) = M entonces:

L. lim| #(x)+ 000 |=lim f(x)+ fimg( =L+
2. tim| 1(x)-069 |=Jim f(x)-limg( = L-M
3. Jim| (x)a00] = im #(x)lim o = LM

o 12 L

Por tanto en situaciones elementales, la sustitucion basta.

tjemplo-
. 2 _
(nyl)|_n>1(ll2)(x +2y— 3)— 8

E!’erowwy Pro_pu%to 3.3

1. Calcular los siguientes limites:
2

] 2x-y

a) |: e lim

) |XI_(TZ1(X+3V2) ) (xy—>(0.0)) 2x? +y
y—l

2

b) i sen( x D1 -
gty i
y—2 y=

xzsen[l]

) Jim——K/ g lim senfx+y)
im— (xy)}>00) y
y—0

d) ;.87 -1
lim=,

y—0
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2. Calculese el limite de f(x, y) cuando (X, y) - (a, b) hallando los limites: limg(x) vy

lim h(y) , donde f(xy)=g(x)h(y)

. (X+senx)(l—-cosy . cosXxseny

3) Jjpq Lrem)ocosy) 9 lim——>
x—0 x—0
y—0 y—0

b) gin 2X(Y 1) d) i XY
MGy i e
y—2 y—0

3.6. CONTINUIDAD

Sean f:UcR"—>R, sea x, un punto U.
Decimos que f es continua en x, siy sélo si:

fim £ (x)= ()

tjemplo-

Xy
(%, y)=(0,0
Analizar la continuidad de f (X, y) =4 X° +Yy° SO,

En el punto (0,0).
SOLUCION:

Para que la funcion sea continua se debe cumplir que ( I)irr(10 ) f (x, y) =0
X,¥)=>(0,

. L . X
Determinemos el limite.  lim > y 5
(x9)>(00) X* + y

Acercandonos por trayectorias.

0
y=0;lim—7=0
x=0; Iim%=0
y—>0y
o fim_* 1
Y oo x2px? 2
Xy

Entonces lim 5
(xy)=>(0.0) X* 4y

> No existe. Por tanto, f NO ES CONTINUA EN (0,0) .
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3.6.1 CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

Sea f:UcR"—>R. Se dice que f es

continua en todo U si y so6lo si es continua en
cada punto de U .

3.6.1.1 Teorema

Si f y g son continuas en x_0 entonces
también son continuas: f+g, f-g, fg,

5(a()=0).

E!’era’,owy Ero_p uestos 3.4
Analice la continuidad en (0, 0) de las siguientes funciones:
sen xy
. (xy)=(0,0
\ f(xly)_{ (y)# 00)

Xy
1, (xy)=(00)

<<

Xy! L 010
1, (xy)=(00)
1_M) X2+y2¢0
O txy)={ ey’
-8 , x2+y2:0
2 2
Hi_y’ X2+y2¢o
4 f(x,y)= ‘1—x2—y2‘
1 x2+y2:0
3 3
X" +y
X,y)= (0,0
&) f(xy)=1x2+y (y)=(00)
0, (xy)=(00)
Xy (x
. (xy)#=(0,0)
f f(x,y){IXI+|yl
0. (xy)=(00)
Xy
+x-Yy , (xy)=(0,0
g)f(x,y)[wyz (%9)#(00)
0 . (x¥)=(0.0)
1-x>—4y? | x2+4y*<1
h) f(x,y)={ ooy
0 , X 4+4y°>1
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3.7. DERIVADA DE UNA FUNCION ESCALAR.

Para funciones de una variable, la derivada se la definio como el cambio
instantaneo que experimenta la funcion cuando cambia su variable
independiente X. Aqui habia que considerar una sola direccion, para funcién
de varias variables deberia ser el cambio instantaneo que tiene la funcién en
todas las direcciones en la vecindad de un punto.

3.7.1 DERIVADA DIRECCIONAL. Derivada de un campo
escalar con respecto a un vector.

Sea f:UcR"—>R, donde U es un conjunto
abierto, x, un punto de U . Sea v un vector de
R".

La derivada de f en x, con respecto a \7,

N

denotada por f’(io;v) o también D f(x,), se

define como:

7 — - -
f Xo;v | = lim
7—)0

Cuando este limite existe

—

\'

f(ioﬁ ~ (%)

v ‘

\'

d - -

Ahora bien, si decimos que =h entonces V=hu donde U un

VECTOR UNITARIO de R", entonces:

La derivada direccional de f en X, con

f(iﬁhﬁj—f(}o)
h

respecto u es:

f,()_(o;U)= lim
h—0
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E!’%lo 1

— — —>
Sea f “x” x e R". Calcular f'(xo,v}
SOLUCION:

o f[iomﬁj—f(}o)
f’[XO;V):IhiLT(]) " =
%2
;0+hu —H;on
=lim*——rFF——

h—0

) Iim[xo + hﬁj.[io + hUj—(io).(io)

h—0 h

—_ —_ - - 2—> - = —_
_IimXO.X0+2hU.X0+h Ue U— Xo ® Xo
_hA>O h

- - 24> -
. 2huexo+h“ueu
=lim————

h—0

) - - - -
=lim| 2ue xo + hueu

h—0

-
=2Ue Xo

si f :U < R* = R (una funcién de dos variables), entonces:
N f((xo’yo)+haj_f(xo’yo)
f’((xo,yo);uj = lim
h—0 h
E{ﬂbz

Sea f(x,y)=x>+y?. Hallar D, f(l 2) donde u _(*/_ */2—]
SOLUCION:
Empleando la definicion:
f [(1 2)+h[£ \/—D_ f(12)
D:f (12)= lim -
(l+h§ 2+h£] f(12)
=lim
h—0 ) h
[1+h£] +[2+h£] }—[12+22}
2 2
=l :

M 2 2
1+h«/§+h?+4+2h\/5+h?}—[5]

=lim=
h—0 h
2
_ ”m5+3hx/§+h -5
h—0
2
—iim 32 +h
h—-0 h
= |im(3ﬁ+h)
h—0
=32
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E!’%lo 3

Xy .
Sea f(x,y)= X2+yz'(xyy)¢(0,0)

0 ;(xy)=(0,0)

Hallar D, f (0,0) donde Jz(cose, send)

SOLUCION:
Aplicando la definicion:

f((0,)+h(cos@,send)) - f(0,0)
h
lim f (hcosd,hsend)— f (0,0)

h—0 h

{(hcosegz(hsenﬁ)}_o

D,f(0,0)= LIIT(}

=lim
h—0 h
. cosdsend
=lim———
h—0 h

En la Gltima expresion:

1 Si 9:0,%,;;,3% entonces D, f (0,0) =0

2. Sif= 0,%,7[,3% entonces D, f (0,0) no existe.

E;%lo- 4

XY (%, y)#(0,0)

Sea f(x,y)={x*+y*’
0 (xy)=(00)

Hallar D, f (0,0) donde J=(cos 6,send)

Solucién:
Aplicando la definicion:

f(h h _f
D. f(0,0) = lim (hcosd, hsend) - f (0,0)
u h—0 h
(hcosd)’ (hsens) |
_lim (hcosd)" +(hseng)’

h—0 h

h* cos? Bsend
_h*(h’cos* 0+sen’0)
=lim

h—0 h

B cos’ fsend
h-0 h? cos* @+ sen’d
En la (ltima expresion:
1. Si@#=0,7(send=0)entonces D, f(0,0)=0

2
2. Si =0,z (send =0) entonces D, f (0,0) = cos 0
u send

(existe).
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Mas adelante daremos una técnica para hallar derivadas direccionales sin
emplear la definicion.

E!’era’,a:oy Pro_p uestos 3.5

1. Determine la derivada direccional de f en el origen en la direccion del vector unitario (a, b) .

X2 —y? .
2 f(xy) = a2 si(x,y)#(0,0)

0 si(x,y)=(0,0)
x3y2 —xy3
b) f(x,y)={ x*+y

si(x,y)=(0,0)

0 si(x,y)=(0,0)
i
C)f(x,y): XyX2+y2 S'(X:y)i(O,O)
0 si(x,y)=(0,0)
Y ix- % V) =
d) f(xy)={C+y* y . (xy)=(0,0)
0 . (xy)=(0,0)

y3xy . (xy)#=(0,0)

0 . (xy)=(0.0)

Un caso especial de las derivadas direccionales es cuando consideramos
direccion con respecto a eje X y con respecto al eje Y.

3.7.2 Derivada Parcial.

Sea f:UcR"—>R, donde U es un conjunto
abierto, x, un punto de U, heR. Sea

e =(0,0,--1,--,0) un vector canénico unitario
de R". -
La derivada parcial de f en x. con respecto a

e. (0 con respecto a su i—eésima variable),

denotada por ﬂ(io), se define como:
of 1\
&(Xo): lim

OX,
f(;o +hgi)_ f(;o)
| h

Cuando este limite existe
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si f:U < R®* = R (una funcién de dos variables), entonces los vectores

canénicos unitarios serian: €, =1=(1,0) y e, = J=(0,1). Las derivadas
parciales serian:

of T (X,, Y, )+h(L,0))- f(X,,Y
2 )iy (P 30) 0O~ 3
)(1 h—0 h
Denotada simplemente como: 8_ o también fx, es decir:
X
o i f(%+hYy)=T(X%:Yo)
OX  h-0 h

Y la otra derivada parcial seria:

of o (%, Y,)+h(0,1))— T(X,,Y
8_(X0,y0):“m (( 0 0) ( )) ( 0 0)
)(2 h—0 h
Denotada simplemente como: — o también fy, es decir:

of _ i £ 0% Yo +h) = (%, ¥o)

h—0 h

oy
Ejemplo-1

of of
Sea f(x,y)=x%y®, obtener — y — .
(x,y)=xy R iy

SOLUCION:

h—0 h
24,3 3 2,3 _ y2\,3
:“mxy + 2xhy® + h7y® — x°y

h—0 h

2xhy® + h?y?
h

=lim
h—0

= IhiLTg(ny3+hy3)
of

—=2xy’
OX y
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h—0 h

—lim x2y® +3x%y?h + 3x2yh? + x?h® — x?y®
h—0 h
- 3x%y*h+3x2yh? + x*h®

- Ihlﬂg h

T 2,2 2 212
_Ihlgg(Sxy +3x°yh + x°h’)

g:3x2y2
oy

Note que v se obtiene como una derivada para funcion de una variable,
X
en este caso X, y considerando a la otra variable Yy como constante.
. : of ] . :
Analogamente, si se desea obtener 5 deberiamos derivar considerando

so6lo a Y como variable.

E!’ev_nplaz
Sea f(x,y)=senyx?+y?> , obtener ;ﬂ y %
X

SOLUCION:

%=coswlx2 +ys _%(Xz + yS)_%(Zx)}
Zf—y:cosw/x2 +y3 %(XZ + y3)%(3y2)}

En otros tipos de funciones habra que aplicar la definicion.

Ejemplo-3

Xy .
(%, y)=(0,0
Sea f(x,y)={X*+y? (ey)=( ) Hallar f, (0,0) y f, (0,0)

0 ;(xy)=(00)

SOLUCION:
Aplicando la definicion:

a) fX(O'O):LiLT; f(hlo)hf(O,O)“m[h2+02
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E!’eroéoéoy Ero_p uestos 3.6

1. Encontrar ﬁi Si:
oX oy

2 2

a) f(x,y)=xy d) f(x,y)=xe* "

b) f(x,y)= (x2 + yz)loge(x2 + yz) e) f(x,y)=xcosx cosy
sen(xy)

0 f(x,y)= cos(yexy)sen X nf(xy)= j g(t)dt

y2

2. Hallar f, (0,0) y f, (0,0), para:

Xyz Si(X,y)#
a) f(X,Y){xz+y2 (x,y)=(0,0)

0 si(x,y)=(0,0)

Cy? — xy?
b)f(x,y){ Ky (x,y)#(0,0)
0 . (xy)=(0.0)
2 2 1
) f(x,y){(x -y )Sen(szryzj » (xy)#(0,0)
0 . (xy)=(0,0)
sen(xz—yz)
Dy xay V=00
0 i(xy)=(00)
Xy y . |
&) f(xy)=1x+yl (x,y)#(0,0)
0 (xy)=(0,0)
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3.7.2.1 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS
DERIVADAS PARCIALES

Se ha definido la derivada tratando de que se entienda como la variacién de
la funcion con respecto a una direccion. Entonces la derivada parcial P sera
X

la pendiente de la recta tangente paralela al plano ZX, observe la figura:

A

Un vector director S de esta recta sera de la forma: S = (1,0,%)

En cambio, la derivada parcial % sera la pendiente de la recta tangente

paralela al plano ZY, observe la figura:

A

z

m=

“\Xo, Yo, f(XonO))

(meo) (Xor Yo £h

X

Un vector director S de esta recta sera de la forma: S = (0,1, i}
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E!’ﬂlo 1

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva de interseccion de la superficie que
tiene por ecuacion 'z = x2 + y* con el plano 'y =1 en el punto (2,1,5).

SOLUCION:

Realizando un gréfico, tenemos:

z
1=x+Yy’
(215
y=1 l
|
| y >
| 0z
| = —
' dx
dr @y

! A
|
:
|
|

=4

(=3
=3

X=Xy +at
La ecuacion de toda recta es de laforma :qy =y, +bt.

z=17y+ct
El punto esta dado: (Xg, Yo, o) =(2.15).

N 2 f
Los vectores directrices son paralelos al plano zx y por tanto son de la forma: S = [1, Oa—j .

¢Por qué?

. . oz P .
La pendiente de la recta serda m = d—(2,1) ; que definira la direccidn de los vectores directores.
X

oz _
OX
oz
Evaluando tenemos: x =2X= 2(2) =4
X

Ahora bien, si|z = x? + y?|entonces 2x

Por tanto S =(1,0,4)

X=Xy+at=2+t
Finalmente la ecuacion de la recta buscada sera: | :4y =y, +bt =1+ 0t

Z=17p+Ct=5+4t
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3.7.3 DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Seanf:UcR*—>R tal que z=f(x,y).

. , of  of
Suponga que las derivadas parciales . y 5
X

existan. Entonces las Derivadas parciales de
Segundo Orden se definen como:

of of
o° f 8(afj:"m8)((X0+h7YO)_aX(Xo’yo)

o ox\ox) oo h &
of of

i zg(gjznmax(xo,yﬁh)—@((xo,yo):f

oyox  oy\ox) hoo h W
of of

2 (%N yo) = (%, o)

Of _0[ad | i % - f

oxdy oxlay ) oo h VX
of of

2t o (of 5("0')’o+h)—a(xo'yo)

2 :—(—J—Iim — f

oy oy \ oy h—0 h vy

Cuando estos limites existan.

A f_ya f  selas denominan Derivadas Mixtas o Derivadas Cruzadas.

E!%ZO' 1
Sea f(x, y)=x2eX*Y", obtener todas las derivadas parciales de segundo orden.

Solucion:
Las Derivadas parciales de primer orden son:

£, =2xe* Y £ x% Y (2x) = 2xeX Y 4 2x3X Y’
f, = x2eX Y (2y) = 2x2yeX Y’
Por tanto las derivadas parciales de segundo orden serian:
foo =265 1 2xeX Y (2x)+ 6x% Y + 2x%X Y (2x)
=20 L ax2eXY L ex2eX Y 1 axteY’
fry = 2xe* Y (2y)+ 2x3%X Y’ (2y)
— 4xyeX Y £ axdye Y’
fon = axyeX V" 1+ 2x2yeX Y’ (2x)
= axye* Y 4 ax3yeX Y
f,, = 2x2e Y L 2x2ye Y (2y)

2,2 2.2
— 2X2ex +y +4X2y2ex +y
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Note que las derivadas cruzadas son iguales.

3.7.3.1 TEOREMA DE SCHWARZ

Sea f:U cR*— R, una funcion definida en el
abierto U de R’. Si las derivadas parciales
o f o'f . : :

y existen y son funciones continuas

oxoy =~ Oyox

en U, entonces:

o'f of
OXoy  0yox

Analicemos el siguiente ejemplo, donde se hace necesario emplear las
definiciones de las derivadas parciales.

Ejemplo-2
XCy—xy®
sen £ y)={ iyt V)70
0 (x,y)=(0,0)
Hallar a) fxy(0,0) y b) fyX(O,O)

of of

—(0,0+h)-—(0,0

a) fxy(o,o)zﬂKsznm ! )~ &%)
oy OX X0 h

Necesitamos la derivada parcial de primer orden.

Para la derivada % en cualquier punto diferente de (0,0) tenemos:

ﬂ_i X3y—xy3 B (3X2y—y3)(xz 4 yz)—(ng—Xys)(ZX)
x oxl x+y? ) (X2+y2)2

Xy X7y 33Xy -yt —2xty +2x°y°

B 2, 2\

(x*+y?)
~ x4y+4x2y3 _ ys
(x2+y?)

Para la derivada ? en (0,0) tenemos:
X

f(0+h,0

~—

- £(0,0)

f,(0,0)=lim

h—0

~ =

h*0—h(0®
W7ot O
h

=lim
h—0

.0
=lim—
h—0 h
=0
Entonces:
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X'y +4x7y® —y°

(%) =(0,0)
f(xy)=1 (¥+y)
0 (% y)=(0,0)
Evaluando
fx(olh):w:;rf:_
(02+h2) h
Por tanto:
i, (00)=lm Q=00 _ . ~h-0__,
h—0 h h—-0 h
of of
£ (0+h,0)-2(0,0)
b) fw(o,o):;[“g’,ﬁ)}zmﬁy : o

Para la derivada % en cualquier punto diferente de (0,0) tenemos:

o _ o x¥y—x)_ (X =307)(<+y") - (Fy - 07)(2y)
ay_ay Xz-ﬁ-y2 (X2+y2)2
_ X2+ x%y? —3x%y? —3xy* — 2x°y? + 2xy*
(¢ +y?)

- (x2 + yz)2

Para la derivada % en (0,0) tenemos:

f,(0,0) = lim (00N~ 1(0.0)
0’h-o(h’)

0%*+h?
h

=lim

Entonces:
x° —4x3y? — xy*
L (xy) #(0,0)
fy(x,y)z (x +y)
0 (xy)=(00)
Evaluando:
h® —4h°0° —h0*  h°

fy(h'o): (h2+02)2 —F

Por tanto:
f,(0,0)=lim f,(h,0)-1,00)_. . h-0_,

h—>0 h h—-0 h

Note que las derivadas mixtas no son iguales. ¢,Por qué?
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E!’eroécwy EV’gE uestos 3.7

2f 2§
1. Calcular, si existen , la derivada mixta 0°f(0.0) 2°f(00) para:
oxoy Oyox

2 .2
M six2+y2¢0

) f(xy)=1 x*+y?

0 six2+y2:0
4.2 2 4
M SiX2+y2¢0
b) f(x,y)=1 x3+y°
0 six2+y2:0
x3y2—xy3

0 f(xy)=1 x2 T2 si(x, y)=(0,0)
0 si(x,y)=(0,0)

3.8. DIFERENCIABILIDAD.

Existen funciones que poseen todas sus derivadas direccionales, sin
embargo no pueden ser consideradas diferenciables debido a que no son
continuas (ejemplo 4 de derivada direccional), entonces debera existir un
criterio mas fuerte para la diferenciabilidad.

Recordemos la definicion de diferencial para funcion de una variable,
observe la gréafica:

Note que |Ay =dy+r|, donde a r le vamos a llamar residuo.
Reemplazando tenemos:
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Ay = dy +r
f(x+h)—f(x)="f(x)h+r

Dividiendo para h y tomando limite
fim T o= F00) oy jim T

h—0 h h—0 h
Podemos decir que para que f sea diferenciable se debe dar que:
. r
lim—=0
h—0 h

Haciendo analogia para funciones de dos variables. El punto debe ser
(X0, Yo) y h debe ser un vector, digamos (h;,h, ), entonces Ia expresion
para la diferenciabilidad debe ser de la forma:

f ((XO’ yo)"‘(hl’h ))_ f (Xo’ yo) =Ah +Ah, +r
Y deber& ocurrir que I|m
Ihfo ||h||
Encontremos A .
Suponga que h = (hl,O), entonces:

f((xo’y°)+(rll’o))_ f (%, Yo)=Ah+A0+r

Dividiendo para h, y tomando limite:

fim 0ot ¥o) = P09 Y0) gy i
h—0 h1 h1—>oh1

Tenemos que A = T, (x.,y,)

Analogamente obtengamos A2

Suponga que h=(0,h, ), entonces:
7

f((xo,y0)+(0,h2)) f(X,Y,)=A+Ah+r

Dividiendo para |’12 y tomando limite:

lim F% Yo 1)~ F(%.%0) =A+ lim—

h,—0 h2 h,—0 h2

Tenemos que A, = f, (X, y,)

Ahora si podemos proponer la siguiente definicion para la diferenciabilidad.
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100

Sea f:UcR®—R, una funcién definida en el
abierto U. f es DIFERENCIABLE en (X,,Y,)eU, si
sus derivadas parciales en (x,,Yy,) existen y si

i [fCeehy, +h)= £ Gy = Gov)Th =] £, (xv) |,
im =0
(hy,hy)—(0,0) \/hlz o h22

E{%ln 1
Demuestre que f (X, y)=x*+y* es diferenciable en todo (x.y,)
SOLUCION:

Aplicando la definicion, para que la funcion sea diferenciable el limite
[ Oxehay, +h) = F O] =[F oy Th =], (xv) ],

lim
(hy.1)>(0.0) JhZ+h?

debe ser cero.

Obtengamos primero las derivadas parciales:
fx (Xa’ ya): 2X|(X Yo) = 2XO

fy (xn, Y, )= 2y|(
Reemplazando y simplificando:
I LG A L () AN A CHAILY
(h.hy)—>(0,0) \/hlz + hzz
lim [(XO +hl)2 +(Yo +hz)1_[xoz + yoz]_[zxo]hl —[2y,]h,
(h.hp)—(0,0) [hl2+h22
[xoz +2%, +h?+y 2 +2y, + hzz}— X2 =Yoo — 2%h —2y,h,

lim
(hy.hy)—>(0,0) /hlz 4 hzz

fim et
(hyhy)—(0,0) /hlz + h22
lim /h?+h?
oo Ve TP
Se observa que o hli)m(0 O)Jhlz +h? =0

Portanto f ES DIFERENCIABLE EN TODO PUNTO.

2y,

X0:Yo) -

E!’%loz
Xy |
———:(x,y)=(0,0
sea f(x,v)= X2+y2( y)=( ).
0 (xy)=(0,0)
Determine si f es diferenciable en (0,0)

SOLUCION:
Aplicando la definicion:
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y [f(o+h,04n)—f(0,0)]-[f,(0.0)]h —[ f, (0,0)} h,
(fh!hzl)r—tl(ovo) /hl2 +h22

Las derivadas parciales ya fueron obtenidas anteriormente:
f,(0,0)=0 y f,(0,0)=0

Reemplazando:
- [f(h.n)—Tf(00)]-[f, (0.0)]h —[ f, (o,o)} h,

(hh,)—>(0.0) /hf +h,?
hh,
-0l

lim
(h.hy)—>(0,0) /hf +h,?
. h
lim Lg
(w)»(om(hlz +h z)é
2

Para este dltimo limite, analicemos la trayectoria h, = mh,
2
. m . m . m
lim hmhn, - = lim i - =lim—
O (hZemen2) M0 (Leme)E PR (1em? )
Este limite no existe, por tanto f NO ES DIFERENCIABLE en (0, 0) . Recuerde que ya se demostrd
que la funcién no era continua en (0, 0) , por tanto se esperaba que no sea diferenciable.

Los siguientes teoremas permiten sacar conclusiones rapidas.
3.8.1 TEOREMA

Si f:UcR*—>R, es diferenciable en(x,,y,)eU,
entonces es continua en (X,, Y, ).

En ciertas funciones, bastard con demostrar que son diferenciables para
concluir que es continua.

tjemplo-

(x2+y2)sen 21 = (% y)#(0,0)

sea f(xy)= Xty
0 (xy)=(00)
Determine si f es continua en (0,0), determinando su diferenciabilidad en (0,0)
SOLUCION:
Primero calculemos las derivadas parciales:
- f(0,0+h)-f (0,0
f.(0,0)=lim (01 0= 7(0.0) f,(0.0) = lim(%:0N) = 7(0.0)
h—0 h h—0
(h2+02)sen(#)—0 (02+h2)sen( ! J—O
Ii h? +0? p 0% + h?
=lim y =lim
h—0 h h—0 h
= Iim(h sen(lzjj = Iim(h sen(lzj}
h—0 h h—0 h
£,(0,0)=0 f,(0,0)=0
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Luego, empleando la definicion para la diferenciabilidad:

f(n,n)—f (o,o)—[fx(o,o)]hl—[fy(o,o)J h,

i
(m,hzl)rl](ovo) \/h12 +h)?
1
(ne+h2)sen| 2, |-0-[oJn~[an
h°+h
li 2
(h)00) \/hIZ +h)’

. 1
lim h2+h?sen| ——
oV + T h?+h,’

Calculando el limite empleando coordenadas polares:

Iim{r sen(lzﬂ =0
r-0 r

Como el limite es cero, se concluye que la funcion es diferenciable en el origen, por tanto sera
continua también.

3.8.2 TEOREMA
Sea f:UcR?>—>R. Si las funciones derivadas
parciales son continuas en (x,,Y,) entonces f es

diferenciable en (x,,Y,).

Para ciertas funciones, bastard con determinar la continuidad de sus
derivadas parciales para concluir que es diferenciable.

El reciproco del teorema anterior es falso. Observe el siguiente ejemplo.

tjemplo-
1
x* +y?)sen ;(x,y)=(0,0)
sea f(x,y)= ( ) VX 4y
0 ((xy)=(0,0)
Demuestre que las derivadas parciales de f no son continuas en (0,0), sin embargo si es

diferenciable en ese punto.
SOLUCION:
Primero hallemos la derivada parcial con respecto a x

Si (x,y)#(0,0)

~

o

P 1 _ 1 2 2 1 71 2 2\
@({(x +y )sen\/xzﬂlz}2><sen\/X2+y2 +(x*+y )cos\/m[ 2(x +y?) (2X)}

X

=2xsen ! - c0S !

\/x2+y2 \/x2+y2 \/x2+y2
Si (x,y)=(0,0)
1
(h2+02)sen -0
f,(0,0)=tim - (MO=FOO) . V40" _jimhsent =0
h—0 h h—0 h h—0 h
Entonces
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2x sen X cos— ;(x,y)#(0,0)

\/x +y2 \/x2+y2 \/x2+y2
0 (xy)=(0,0)

Veamos ahora si es continua:
X cos !
\/x +y° \/x2+y2 \/x2+y2

Pasando a coordenadas polares:

" I|m [Zx sen

Iim[Zrcos@ senl— rCOS0(:0 1}
r—0 r r r

. 1 1
Ilm{Zr cosd sen—— cos&cosf}
r—0 r r
No podemos concluir, analicemos para trayectorias:

lim| 2x sen X cos !
x>0 X2+ 02 \/X2+02 X2+ 02

Iim 2X sen1 —fcosl}
x—0 X X X

lim| 2x sen1 —cosl} #0
X X

x—0

Por tanto f, no es continua en (0,0)

e Ahora hallemos la derivada parcial con respectoa v .
Si (x,y)#(0,0)

;{(x +y )sen\/leJriyz}Zysen le+y2 +(X2+yz)COS\/Xzi—yz[fé(szryZ)’%(zy)}

y

=2y sen ! - cos !
\/x2+y2 \/x2+y2 \/x2+y2
Si (x,y)=(0,0)
1
(02+h2)sen —-
f,(0,0)=lim Fo.n)-f (o 0)=Iim V0" +h =Iimhsen£=0
h—0 h h-0 h h—-0 h
Entonces
y 1 :
2ysen cos 3(x,y)#(0,0
= \/x +y? \/x2+y2 \/x2+y2 (xy)=(0.0)
0 (xy)=(0,0)

Veamos ahora si es continua:

I|m 2y sen y cos !
(s JX iy ey ey
Analicemos trayectorias:
1 y 1
lim| 2y sen - cos
y—0 ] \/02 4 yz \/02 N yz \/02 4 y2‘|
lim| 2y senl—ycosl}
=20 y vy vy
lim| 2y senl—cosl} #0
yao_ y y

Portanto f, no es continua en (0,0)

Finalmente demostremos que f es diferenciable en (0, O)
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i f(n.n)—f(0.0)=[f, (00)]h =] f,(0.0)]h,
(hy.h;)—(0,0) Ihl2 + h22
1
I- (hlz+h22)sen[hlZJrhzzJ—O—[O]hl—[o]h2
() 0.0) In? +h?
. > 1
(hphlzl)rﬂ(oﬂ) '+, sen[ hlz + h22 ]

Pasando a polares:

lim rsen(lj =0
r—0 r

Por tanto es DIFERENCIABLE.

E!’eroécéoy ErgE uestos 3.8

1. Demostrar que si f (X, y) es diferenciable en (&,b) entonces es continua en (a,b)
2. Analizar la diferenciabilidad en el origen para:

S (0,0)
) Tey)= 1 y2)2
0 si(x, y)=(0,0)
22 1 .
b f(xy)= (X —y?)sen oz si(y)#(0.0)
0 si(x,y)=(0,0)
x3y2—xy3
0 f(x y)[ iy (x,y)=#(0,0)
0, (xy)=(00)
d) f(x,y):{xz_yzse”(ﬁ) . (xy)=(0,0)
0 . (xy)=(0,0)
9 f(le): sen(XXJr;Y) ’ (x,y)¢(olo)
0 . (xy)=(0,0)

xy L ;X si(x,y)#(0,0)

0 si(x,y)=(0,0)
Xy )2 (0
9 f(xy)= IX+ly] (xy)=(0.0)
0, (xy)=(00)
Xy + X— X #
) (x,y) = | +y° y . (xy)=(0,0)
0 . (xy)=(0,0)

X (xy)#£(0,0)

0 . (xy)=(00)
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ySXZ
i o (xy)#(0,0)

) f(xy)=13x"+2y

0 . (xy)=(0,0)

3.9. GRADIENTE.

Sea f:UcR"—>R una funcidon diferenciable. Se
define el vector gradiente de f en xo, denotado por
vf (;o) o grad f(;o), como el vector de R":

Vf( ) of of of __.af
ox, OX, OX,  OX (o

E!’ﬂlo
Sea f(x,y):(x—1)2+(y—1)2.HaIIareI gradiente de f en (0,0).

Vi (00) [?%}( =eD20-),, =(22)

3.9.1 GRADIENTE Y DERIVADA DIRECCIONAL

En la expresion para el residuo.
F((%0Yo) +(ahy)) = F (%0, ¥o) =[ £ Gy ] +[ £, (v, [y +1

Observe que h= (hl, hz) lo podemos expresar como h= ||h||ﬁ donde G
es un vector unitario.

Suponga que ||h|| =h y quea = (Ul,uz)entonces h= h(ul,uz)

Ahora, dividiendo para h y tomando limite:

lim 1:((X‘”y‘))mu)_f(XO’yo)=[fx(xo,yo)]hl +[ £, (x, y)]—+||m—

h—0 h h—0

. r
si f es diferenciable entonces lim—.
h—0 h

Con lo cual resulta:
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Ihlgg f((XO,yO)+th)— f (Xo’yo) =[fX(XO,yO)]U1+|:fy(XO,yO)]UZ

Finalmente

D. f (X, Yo)=[ Vf (X%, Y,)]eu

E!’%lo-
Sea f(X,y)=X*+y®. Hallar D f (1,2) donde u —[£ £J

SOLUCION:
Empleando lo anterior

D, f (1L2)=[Vf (1,2)]eu
Ahora, el gradiente seria:
v (12)=(f,, fy)(m) =(2x2y),, =(2.4)
Reemplazando y resolviendo

D, f(L2)=[Vf(L2)]eu=(24)e (‘F IJ 32

E!’ev_nplo
Sea f(x,y)= sen(x2 + yz). Hallar la derivada de f en el punto P(1,1) en la direccién

que va desde este punto al punto Q(3,2)
SOLUCION:

Primero obtengamos u y sus derivadas parciales en P (1, 1)

A

f, (L1)= [cos(x2 + yz)]Zx o

f (11)= [cos(x2 +y? )] Zy‘(m) =2c0s2

<

=2c0s2

Empleando la Ultima definicion

D, f (L1)=[Vf (L1)]eu (2cosz,2cosz)-[i, L j:—COSZ

E!’eroéowy ErgE uestos 3.9

1. Halle la derivada direccional de la funcién en el punto P en la direccion de Q .
a) f(xy)=x?+4y? P(31),Q@-1)
b) (x,y)=cos(x+y),P(0,m), Q( 0)
¢ f(xy,z)=In(x+y+z)P@0, 0) Q(4,31)
d) g(x,y,z)=xye*,P(2,4,0),Q(0,0,0)
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2. Dado el campo escalar f :R"™ — R talque f(X)= HXH4 , calcular:
a) f '(X ,v) (Derivada direccional de f en la direccion de v)
b) Sin=2, hallar todos los puntos (x,y) en R2 para los cuales: f '(2i +3j;xi+ yj)= 6

c)Si n=3 ,  hallar todos los puntos (xy) en R3para los  cuales
f'(i+2j+3k; xi+yj+zk)=6

3. Calcule la derivada de la funcién  f (x, y) =xseny en el punto (3,0), en la direccién del vector
tangente a la parabola y = x> en el punto (1,1)

3.9.2 PROPIEDADES DEL GRADIENTE

1. El Gradiente es un vector ortogonal a los conjuntos de nivel.

2. Delaigualdad D. f (;0> = |:Vf (;0 )J o U tenemos
D. f (;o) 0% (;o) HGHCOS@

Si el gradiente y el vector unitario tienen la misma direccion (& =0)
entonces la derivada direccional tendria el maximo valor y seria:

0,1(s), =[x

Si el gradiente y el vector unitario tienen direccién contraria (6 = )
entonces la derivada direccional tendria el minimo valor y seria:

D, f(x) ==|Vf(x)

E!’%lo
Suponga que la distribucion de temperatura dentro de una habitacion esta dada por
T(xy,2)= 5+e*% donde x, y, z se miden a partir del rincon (0,0,0).

a) ¢ En qué direccion aumenta la temperatura con mayor rapidez?
b)¢Cual es el valor maximo?
SOLUCION:

a) La temperatura aumentara con mayor rapidez en direccion de su gradiente, es decir:

v o[ 9T oT ar
o 6y o (0.0.0)

:(ex+4y+z (1),ex+4y+z (4), ><+4y+z (22))

=(1,4,0)
b) El valor maximo seria

D.T(0,0,0),, =[VT(0.0,0)|=1+4?+0? =417

(0,0,0)
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E!’eroéoéoy Ergeu%toy 3.10

X
X2+y?

1. La temperatura en el punto (x, y) de una placa viene dada por: T(x):

Hallese la direccién de mayor crecimiento del calor desde el punto (3, 4).
2. Se describe la superficie de una montafia mediante la  ecuacion

h(x,y)=4000-0.001x* —0.004y?. Supéngase que un alpinista esta en el punto
(500, 300, 3390). ¢En qué direccion debe moverse el alpinista en orden a ascender lo mas
rapido posible?

3. Suponer que la temperatura en el punto P(x\y,z) en el espacio estd dada por
T(x,y,z)=x? +y? +2°
G(t) = (cos t,sent, t) y sea T(t) su temperatura en el punto t.
a. ¢Cual es el valor de T(t=0)?.
b.  ¢Qué direccion debe tomar la particula para avanzar hasta la region de mas baja

temperatura?.

4.  El Capitdn América tiene dificultades cerca del lado soleado de Mercurio. La temperatura del
casco de la nave, cuando él estd en la posicion (x,y,z) estara dada por

sea una particula que viaja por la helice circular

_a-x2-y?-372 - ; i
T(x, Y, z)— e donde X, y, z se miden en metros. Si la nave del Capitan

América se encuentra en el punto (1,1,1).
a.  ¢Enqué direccién debera avanzar para disminuir mas rapido la temperatura?
b.  Desafortunadamente el casco de la nave se cuarteara si se enfria a una tasa mayor de

«/l4ezgrados por segundo. Describir el conjunto de direcciones posible en las que
puede avanzar para bajar la temperatura.

3.9.3 VECTORES NORMALES Y PLANOS TANGENTE

Cuando se interpreté geomeétricamente las derivadas parciales, se definio
que un vector directriz de la recta tangente paralela al plano ZX,en un punto de

la superficie z=f (x, y), esta dado por §1 =(1,0, f, (;)) y un vector directriz de

la recta tangente paralela al plano ZYy esta dado por S? :(0,1, f, (;))

Z,

v
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Si multiplicAramos en cruz estos vectores obtendriamos un vector normal a
la superficie en ese punto

i ] ok
SixSz=|1 0 f,|=(-f(x),~f,(x).1)
0 1 f

y
Por tanto el plano tangente en ese punto tendria por ecuacion

~ (o) [x =% ] =, (x)[y = Vo] +1[2 - 2,] =0

Hallar la ecuacién del plano tangente y la ecuacién de la recta normal a la superficie que

tiene por ecuacion z = f (X, y) _10 enel punto (1,2,5).
Xy

SOLUCION:
a) La ecuacion del plano tangente estaria dada por:

—f (w2)[x-1]-f, (1L2)[y-2]+1[z-5]=0
Las derivadas parciales serian:

f(12)=-| =5
XYl

10 5

f(L2)=-" =-2

( ) XyZ (1’2) 2

Reemplazando
—(—5)[x—1]—(—gj[y—2]+1[z—5]:O
10(x-1)+5(y—-2)+2(z-5)=0

10x-10+5y-10+2z-10=0
10x+5y+2z-30=0

b) La ecuacidn de la recta normal estaria dada por:
x=%—[f,(x.y)]t
y=Yo-[ f, (vt
z=17,+[1]t

Reemplazando:
x=1-[-5]t =1+5t
y=2-[-3]t=2+3t
Z=5+t
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3.10. LA DIFERENCIAL

3.10.1 DEFINICION

Sea f:U c R?*— R una funcion diferenciable en U .
Entonces para cada xeU se tiene:

f(§+ﬁ): f(§)+2—;dx+%dy+r

A la parte idx+ﬂdy
OX oy

Se le denomina diferencial de f, y se la denota
como df .

3.10.2 APROXIMACIONES

Si se dice que Af ~ df , entonces tenemos:

f (X +AX, Yo +AY) = f (X, Yo) = [ (.. yo)]dx+[ fy(xo,yo)]dy
Como dx=Ax y dy =Ay
Tenemos la formula de aproximacion:

f (Xo +AX, Y, +Ay) ~ f (Xo’ y0)+[fX(Xo’yo)]AX+|:fy(xo’yo)]Ay

tjemplo-

Aproximar el valor de (1, 08)3'98

SOLUCION:
Utilicemos la funcién | f (,y) = x” |(¢por qué?
tomemos: X, =1 entonces Ax =0.08

Y, =4 entonces Ay =-0.02
Las derivadas parciales serian:

f(L4)=(yw7) =4

(1)

f,(14)= (xy In X>|(1,4) =0

Empleando la formula de aproximacion:

110



MOISES VILLENA Cap. 3 Funciones de Varias Variables

f (% +A% Y, +Ay) = f (X, Y, )+[f, (xo,ya)]AX-i-I:fy (xa,ya):IAy
f(1.08;3.98) ~ f (14)+[f, (14)]0.08+[ f, (1.4)](-0.02)
(1.08)** ~1* +[4]0.08+[0](-0.02)

(1.08)"" ~1+0.32

(1.08)"" ~1.32

3.10.3 CALCULO DE ERRORES

El error en una funcién se lo puede considerar como la variacion de la
funcién, entonces tenemos que:

Af ~ @ijtﬂAy
OX oy

Se desea calcular el volumen de un cono, para lo cual se mide el radio de su base en
5cm y su alturaen 10 cm, con un posible error de 0.1cm . Aproxime el error al calcular el

volumen.
SOLUCION:

El volumen de un cono circular recto esta dado por:V =1 zr?h

Por tanto, el error en el calculo del volumen esta dado por; AV ~ Z—VAr +ﬂAh

Entonces:
2 1,
AV = —=xrhAr +=zr°Ah
3 3

AV z%ﬂ(S)(lO)(i0.1)+%7r(5)2 (£0.)

AV =~ £13.09

E!’eLnEloz
Determine la variacion que experimenta la densidad de una esfera sélida cuyo radio mide
10 cm. y su masa es de 500 gr. , si el radio se incrementa en 2mm y la masa disminuye

059r.
SOLUCION:
La densidad volumétrica p esta dada por:
_ m
PV

donde meslamasay V es el volumen
En este caso tendriamos:
m_.m _ 3m _ 3 -
Vo dar® dzr® Az

p:

Entonces:
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Ap=Lam+ Par=3 Am+[inler
om or Amr 4rxr

Reemplazando y calculando:

Ap :3(0.2){‘9(500)}(0.5)

4z(10)° 47(10)°
3
Ap =—/(0.0002-7.5
» 47[( )
Ap=-1.79
La densidad disminuye 1.79 g%m3

E!’%lo 3
El radio r y laaltura h de un cilindro circular recto se miden con un posible error del 4%

y 2% respectivamente. Aproxime el error porcentual al calcular el volumen.
SOLUCION:

El volumen de un cilindro circular recto esta dado por:V = zr?h
Se sabe que los errores porcentuales en las mediciones de r y h son del 4%y 2% , por tanto

*Ar =& r|y|xAh=Zh|

Por otro lado AV =~ ﬂAr +ﬂAh
or ch

Reemplazando:
AV = (2zrh)(g5r)+ (7rr2 )(% h)

AV = (%)(ﬂrzh)+(%)(m’2h)
v =) arh)
Por tanto el error porcentual del volumen seria :

ﬂlOO ~10%
\
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1. Calcular aproximadamente
a) 1.02%%

b) [4.052+8.982 - 0.992] 2
¢ (L03) [(0982) (1.053)% I

2. La altura de un cono es h=30cm, el radio de su base R=10cm . ¢Cémo variara el
volumen de dicho cono si H se aumenta 3mmy R se disminuye 1 mm?

3. Calcule el valor aproximado de la funcion f(x, y)=x” en el punto (3.1;1.9)

4. Dos lados de un triangulo miden 150 y 200 mts. Y el angulo que forman es de 60°. Sabiendo
que los errores probables en la medicion es de 0.2 mts. en la medida de los lados y de 1° en
la del angulo. Determine el maximo error probable que se puede cometer al evaluar su area.
Determine también el error en porcentaje.

5. Aproximar el porcentaje en el cual crece el volumen de un cilindro circular recto si el radio
aumenta en un 1%y la altura en un 2%.
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6. Calcule la longitud del segmento de recta x=1.2, Yy =0.95 que se encuentra entre la

superficie z = x2 +5y2 y su plano tangente en el punto (1,1,6) .

3.10.4 DEFINICION GENERAL DE DIFERENCIAL

Sea f:U cR"—>R". Se dice que f=(f,f,-, f,)
es diferenciable en xeU si y s6lo si
z=f (§0)+[Df (;o)][;—;o} +r es una buena

aproximacion de f en una vecindad de xo; es

o f(io +H): f(§0)+[Df (;0):||:;—;0:|+r

Y se cumple que |lim —:
“°HhH

A Df (;o) se le llama MATRIZ DIFERENCIAL O
JACOBIANA y se define como:

o o of
o X2 X,
6f2 6f2 6f2
" % X
Df (Xo) =| ? "
Oy O O
| 0% OXy X, 1%

E{%l&l
Sea f :R* —> R, talque f(X,y)=x*+3y*, entonces:
Df(x,y):[fx ny:[Zx 6y],.,

E!’eLwEloz
Sea f:R®—>R* talque f(x y,z)=(x"+y? xyz xz+yz, x’y’z), entonces:
Y

) )]

a(x +y ) ( +
& 24 a 2X 2y 0
a(x2) o(xvz) a(xz) vz Xz Xy
_ X oy oz _
Df (X' Ys Z) N o(xz+yz) o(xz+yz)  o(xz+yz) N z z X+y
) i ; 3x’y’z 2x%yz X%y’
8(x3y22) 6(x3yzz) 8(x3yzz) y y y 4x3
L X oy oz
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3.11. REGLA DE LA CADENA.

Sea f:.UcR"—>R" y sea g:VcR” >R".
Si g es diferenciable en x y f es
diferenciable en g(io), entonces:

D| f(9(x))]=[Pf ]z, [Pl

E{ﬂl&l
Sea f:R’ >R, talque f(xy)=x"+3y" ysea g:R— R’ tal que g(t)=(e', cost);

entonces:
dg,
of of dt
D[ f =PHtbel=150 &
[ (g(t))] [ ]g(r)[ 9}, [ax ay:|(e‘,cost) dg,
dt
d(é)
(e cos d(COSt)
dt
t
=[2¢ GCOSIJ{ ¢ }
—sent

= 2e® —Bcostsent

En términos sencillos, si tenemos Z = f(x,y) donde X=X(t) y
y= X(t), entonces:

dz_df _azdx, ady

dt dt oxdt oy dt

(x(0),y(®)

E{ﬂloz
Sea f(x,y)=x%+y? donde x=t2y y=2t, hallar %

SOLUCION:
dz oz dx oz dy

dt ox dt oy dt

= (2x)2t)+(2y)2)

Poniendo todo en funcion de”t ”
L - (ax)ar)+ 2y)2)

3—i = (267 )2t) + (2(20)2) = 4t° +8t
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E!%lo 3

El radio superior de un tronco de cono es de 10 cm., el radio inferior 12 cm. Y la altura 18
cm. . ¢ Cudl es la razon de cambio del volumen del tronco de cono con respecto al tiempo
si el radio superior disminuye a razén de 2 cm. por min. , el radio inferior aumenta a razén
de 3 cm. por min. y la altura decrece a raz6n de 4 cm. por min.

SOLUCION:

El volumen de un tronco de cono esta dado por:

V:%h(R2+Rr+r2)

Su razén de cambio estaria dada por:
dv._ov.dh oV dR oV dr

- = 4
dt ohdt OR dt or dt

Los datos del problema serfan:

r=10, R=12, h=18, &= R _5 dn__,
dt dt 't

Reemplazando y calculando:

d—vzz(R2+Rr+r2)@+£h(2R+r)d—R+£h(R+2r)$
&t 3 a3 dt 3 dt

=2 ((12)" + (12)(20) + (10)°)(-4) + (18)(2(12) + 10)(3) + (18) 12+ 2(10))(-2)
= %[(144 +120+100)(~4) +(18)(24 +10)(3) + (18)(12 + 20)(-2)]

= %[364(—4) +(18)34(3) +(18)32(-2) |

- %[—1456 +1836-1152]

dv 1727 ~pn3
2 __ =7 Ccm
dt 3 Aﬂn

E!’ev_nplolt
Sea f:R*—>R, tal que f(xy)=xy y sea ¢:R°—>R?’ tal que

9(u,v) =(uv, u* =v*); entonces:

9, 99,
of o ou  ov
D| f gGuw)|= Df wy Dg :|:7 7}
[( )] [ ]g(,)[ ] X ay(wyuz,va)% a9,
ou  ov
o(uv) a(uv)
ou oV
=[oxy® 3x%y?
[xy XYJ@&;E 5(u2_vs) a(uz-\ﬁ)
ou oV

Vv u

=[2uv(u2—vs)3 3(“")2(“2_\'3)2}[% —3V2}

=| 2uv? (u? —v3)3 +6u’v? (u? —v3)2 2u2v(u2 —v3)3 —9u¥v* (u2 —v3)2

az a

au
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Por lo tanto, si tenemos Z = f (X, y) donde X = X(u,v) y y= X(u,v),
entonces:

o ok, ey

ou  Oxaou Oy |, i)

_oox, ady

(X(u ), Y(u v))

E!’%Elo 5

Sea f(x,y,z)=3x"+y"+z° donde x=4uv*, y="5u"+10v*, z=u’

Hallar: a y ﬂ
ou - ov

SOLUCION:

a)

o _otox oty of o
ou oOxou oyou o0zou

(Auvz, 502 +10v2 ,u3)

= (6x)(4v2)+ (2y)(10u)+(22)(3uz)

[4UV2 . 5u2+10v? ,u3]
auv, ou” 10V U7
X y z

= 6(4uv’)(4v*)+2(5u” +10v* ) (10u)+2(u* ) (3u*)
=96uv* +10u® +200uv’ + 6u°

of of ox of oy of oz

N OXOV odyov oz ov

(4uv2 502 +10v? ,u3)

=(6x)(8uv)+(2y)(20v)+(2z)(0)

[4uvz, 5uz+10v2,u3]
T
X y z

= 6(4uv2 )(8uv)+ 2(5u2 +10v? )(20v)+0
=192u®v® + 200u®v + 400v®

E{%MG
Sea f:R®’—R* tal que f(x, y,z):(xzyz, y?—2%, 2%, xyz) y sea g:R®—>R?, tal
que g (u,v,w) = (u’v, uv’w, e ™) , hallar D[ f °g],

1,1,0)
Solucién:

D[fo g](l,l,O) =[Df ]9(1,1,0) [Dg](1,1,o)
Ahorabien g (11,0) =(2*(1),1(1*)(0), e} =(1,0,1)
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Reemplazando:
D[fe g](m,o) =[Df ]g(l,l,o) [Dg](u,o)

[2xyz %%z X%y

0 ) ) 2uv u 0
= y - 22 vw o 2uww wv?
0 0 3z —uw —uw
—we 0 —ue
L Y2 Xz Xy {1,0,1] [%g]

0 2(0) -2(1)|
- 1 2(1)(1 1(12
o o aw)| WO 20@0 i)
—0e™” 0 -1
L o®m 11 1(0)
(0 1 0]
21 0
00 -2
= 00 1
00 3
00 -1
01 0
0 0 1]
o0 2
10 0 -3
0 0 1]

E!’%Elcr /4

2 2
Seaf(1j= x+y ;x>0 , hallar f(x).
X

X
SOLUCION:
Si hacemos |u =% , tenemos:
f (lj B XZ + y2
x) X
. e+ I ru X (1u?)
u)= = =
( ) X X X
f(u)=+v1+u?
Si hacemos ahora
Entonces
f(x)=v1+x*

E!’%lo 8
. .oz oz
Demostrar que [z = f (2x +Yy,—4x— 2y) satisface la ecuacion ——2—=0

ox oy

Aqui tenemos z = f (u,v) donde u=2x+y , v=—-4x—2y, entonces:
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_au v
OX  0UOX VX
oz oz
==(2)+=(-4
2 (2)+ 22 (-4)
G _,0r_ 40
OX ou ov
Ahora reemplazando:
a_,0_
OX oy
[2@_4@J_
au ov

oz
aou

oz
ov

Cap. 3 Funciones de Varias Variables

oy oudy ovay
15/4 0z
_8—u(1)+a(—2)
@_ 0z 0z

oy ou ov

0z 0z0ou 0z0ov
—= +

2(@—2‘2):0

ou ov

22 _ 40 _,,
u

4%
ov

E!%lo- 9
o

X+y) . , 0Z
Demostrarque z=xy f| —=| ;xy =0 . Calcular x*——
q X ( Xy J 9 OX 4 oy

Solucion:
Aqui podemos obtener las derivadas parciales directamente:

az_a|:xyf[x+y]:|_
oX oOX Xy
az:w[“y}xyf’[Hy] Wy y)y
X Xy Xy (xy)
oz X+y [x+y ) xy-xy—y?
—=yf xy) f
o y[xy J“” (xy j{ () }
@:yf XrY|_ Y XHY
X X X Xy
Y
@zi ny X+y] =
oy oy X
az=xf[XJFyJ+ny'[X+y] (1)xy—(x2+y)x
oy Xy xy (xy)
2
az:xf[x+yJ+(xy)f'(X+yj Xy — X Z—yx
oy Xy Xy (xy)
6Z:ﬁ[X+YJ_Xf(X+yJ
oy X y Xy
Reemplazando:
S b))
OX oy Xy X Xy Xy y Xy
:Xny(x+yJ—ny £x+y]_yzxf(x+yj+xyf,(x+yJ
X Xy Xy X
ﬁyf(x+yJ_yﬁf(x+yj
y Xy
,0L 01 X+Yy
— =y —=(x-y)xyf
OX y ( y) y ( Xy j
0z oz
Es decir: 2y —=(x-Yy)z
s decir o Y oy (x=y)
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E{%l& 10
. 0%z 0z
Demostrar que z = f (x—2y, 2x+Y) satisface la ecuacion ?er =0
X
SOLUCION:
Aqui tenemos

z=f (u,v)|donde u=x-2y|,|v=2x+y|
Las derivadas parciales de primer orden serian:

aziazaquazav 0z 0z du 828\/
X 0uUOX oV oX y o oudy oy
oz oz oz oz
=—(1)+—(2 =—(=-2)+—(1
a5 Z(-2)+ (1)
2
Hallemos —
0%z 8(82] 6(62 82]
— === +2
ox2 ox\ox) ox\éu
-Ha) *(@
oX ov
622 6u @ 0z ou 6zzav
au? ox 6v6u6 6u8v x 6v28x
62 622
—(2)
8u avau 8u6v 8v
i 622 0%z
ou? 6v8u £
Ahora, hallemos 6_
oy?
i o(m) 2,%. )
oy® oyloy 5)/ ou  ov
8(&] 6(&)
S e B P
aylau) oylov
_ o0 d’zou 9z v . 0’z 6u+6228v
ou’ dy  avou oy dudv oy ov? oy
o’z 0%z 0’z 0%z
=-2 -2)+ 1)|+2 -2)+—(1
Siean i) 2o S
0%z 0%z 0%z
P +7
ou?  ovou  ov?
Reemplazando:
2 2
E+ﬂ:0
e oy?
2 2 2 2 2 2
GBI N P I i
ou?  ovou  ov? ou?  ovéu avz
2 2
o 55 =0

En la dltima expresion, dividiendo para 5y cambiando de variable y [V=Y] se
comprueba lo que pretendiamos.
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E{%l& 11
Transformar la ecuacién x%+\/1+ y? %z Xy tomando u=Inx y v= In(y+\/1+ y2)

como nuevas variables independientes.
SOLUCION:
Luego del cambio de variable tendriamos la funcién z en términos de u y v, es decir:

z=f (u,v) , entonces las derivadas parciales serian:
o _an
oy oudy ovoy
o7 @iu)r 0z oV &

o e | | 20 1 2
(1) o ou NV{ y+41+y° 21+ y?
=224+ Z 0

0U(Xj+f>’v( Y _62[ 1 {\/1+y2+yD

o _la vy ey’ [ ey
OX Xou
@ _af 1
0y OV \J1+y?
Ademaés:

o Si lm entonces ’x:—e”‘
. Si v:ln(y+\/l+7) entonces eV:y+\/1+7
Despejando el radical y elevando al cuadrado:

(Vv =(e -y

1+y?=e® -2ye' +y°

1=e? -2ye’
yiezv_liev_e—v
2e’ 2

Remplazando en la ecuacion diferencial:

oz 7 0L
X—+1+y°—=xy
OX oy

1oz 1 oz
X| =— [+ {1+ Y| ———|=x
(x@uj Y [ 1+y? WJ g

o oz
—+—=¢"senhv
ou ov

E;ﬂlo' 12

L oz 0z : . .
Transformar la ecuacion X &+ y? 5 = 7%, tomando como nuevas variables independientes

1 1 o 11
U=X yaV=———ycomo nueva funcion w=———.
y X Z X

SOLUCION:
Debemos tomar como funcién a w en términos de u 'y v, es decir w= f (u,v) .

La diferencial total seria: dw = %du + %dv
ou ov

Obtengamos los diferenciales.
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Cap. 3 Funciones de Varias Variables

De la ecuacidn diferencial se observa que:

g 2 2
vesfuncionde xy y entonces X y

w es funcién de x y z, entonces X2 7?2

Ahora remplazando en la diferencial total

dw = @du +@dv
ou ov

0=—x"+—0
ou ov

Finalmente:

M_y
ou

E;ﬂlo' 13

Transformar la ecuacion (y — Z)%Z(+(y+ Z)% =0 tomando a x porfuncibnyau=y=z y

vV =Y+ z por variables independientes.
SOLUCION:

Enestecaso x = f (u,v) , la diferencial total serfa: dx = Z—Xdu +—dv

OX

Obtengamos los diferenciales.

uesfuncion y y z entonces| =(1)(y+z)+(-1)(0)

De la ecuacion diferencial se observa que:

oz oz
(y-z)—+(y+2)—=0
T__/ax Tay s
X y
dz
du :6—udy+a—udz
oy 0z

du=y+z
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dv = ol dy + ol dz
oy oz
e vesfuncionde y y z entonces|dv =(1)(y+2z)+(1)(0)
dv=y+z
Ahora remplazando en la diferencial total
dx = Qdu + Qdv
ou ov

oX oX
(y—Z)—;u(yTZHg(yH)

E;ﬂlo' 14

oz Z
Transformar la ecuacion (X—Z)&+ ya=0 tomando a x por funcion y a 'y y [zl por

variables independientes.
SOLUCION:

Eneste caso x = f(y,z), ladiferencial total seria: dx = %dy +?dz
z

Obtengamos los diferenciales.
e De la ecuacion diferencial se observa que:

dz

E!’eroéoéoy Ero_pu&stoy 3.12

X
1. Hallarg,si Z =—,donde x:et,y:Int.
dt y

X = 2sent
2. Sea f(x,y)=4x*y—2In(xy) donde { encuentre %
y

=3(t-1)°

3. La demanda de cierto producto es Q(X, y)= 200—-10x2 + 20xy unidades por mes,
donde X es el precio del producto e Yy el precio de un producto competidor. Se estima que
dentro de t meses el precio del producto sera x =10+0,5t  délares por unidad

mientras que el precio del producto competidor serda 'y =12,8+0,2t 2 dolares por unidad.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Cap. 3 Funciones de Varias Variables

a) ¢A qué razon cambiara la demanda del producto con respecto al tiempo dentro de 4
meses?
b) ¢A qué razon porcentual cambiaré la demanda del producto con respecto al tiempo dentro
de 4 meses?

Suponga que cuando las manzanas se venden a X CENTAVOS POR LIBRA los panaderos ganan
Y DOLARES POR HORA, el precio de los pasteles de manzana en el supermercado local es

p(x, y) = % x5 y% DOLARES POR PASTEL. Suponga ademas que dentro de t MESES, el

precio de las manzanas serd X =23+ 8t CENTAVOS POR LIBRA Y que los sueldos de los
panaderos seran y=3,96+0,02t DOLARES POR HORA. Si €l supermercado puede

vender Q(p)=

PASTELES POR SEMANA cuando el precio €S P DOLARES POR PASTEL,

¢a qué razébn cAmBIARA la demanda semanal Q con respecto al tiempo dentro de dos

meses?
2 2

u=x°-y

Hallar 2, % sz = (u,v). donde
0 v=ev

X oy
X=usenv
Hallar z,g,si z=arctg£,donde .
au' v y y = UCOSV
sea f:R® >R, una funcion diferenciable y sea g(X)=sen(f(X)f(X)) :

calcular la matriz Jacobiana para g(X ), donde f (X ) =X ||

oR
Sea la funciéon: — = Z . HaIIar —
1

e . o . .
Demuestre que U (x, y) = m satisface la ecuacion diferencial parcial
e +e

U, +u, =(x+y-1)u.

Sea F( ,y)=f(x+3y,2x—y), donde f:R*— R es diferenciable. Suponga que
V1 (0,0) = (4,-
vector V = (1, )
Sea z=f (x, y) con derivadas parciales de segundo orden continuas:
0’z 0’z 0’1

) Determine la derivada de la funcion F en el origen en la direccion del

a) Si X:r2+32, y=2rs determine —, —,
0s osor
2 2
b) Si Xx=s+t, y=s-t demuestre que: @ - @ :@@
OX oy 0s ot

Sea f:R?— R®, tal que f(x,y):(xzyz, X2, yz) ysea g:R®— R?, tal que
g(x,y,z):(x2 +y +172°, xyz),hallar D[go f](m)

, d? dy a? 1
Transforme la ecuacién X ¥+ 2x—y+—y 0, poniendo X =
dx dx X2 t
Loody x4+
Transformar la  ecuacion d_y = —y, pasando a las coordenadas polares:
X X-Y

X=rcosp, y=rseng.
Tomando u, v, como nuevas variables independientes transformar la siguiente ecuacion:

(x+y)?—(x—y)g=0, siU=ln(\/x2+y2) ; v=arctgL
X X

oy
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. oz o1 .
16. Transformar la ecuacion ya— -——= (y - x) z tomando como nuevas variables
X

oy

independientes U= X* +y* y v ~10 L comonuevafuncion w=1Inz —(x+Y).
X'y

o’p &g 07
17. Transformar la ecuacion V¢ = —f+—(f+—f pasandola en coordenadas esféricas
ox* oy° oz
X = psen¢cosé
y = psengsend, ; V@ ="? en coordenadas esféricas.

Z=pCos¢

18. Sea z=f [X] , calcule el valor de la expresion xa + a
y y OX
2

oy
olu o

” ou
19. Transformar la ecuacién de Laplace P + ? =0 acoordenadas polares.
X

3.12 DERIVACION IMPLICITA

Suponga que se tiene F (X, y) =0, una ecuacién implicita para un lugar

geomeétrico de R?. Obteniendo diferencial a ambos miembros de la ecuacion
D(F(xy))=DI[0]
Fdx+Fdy=0
Despejando, se obtiene:
dy F
dx F

E!’%lo.

Sea x? +y? =4, hallar % empleando derivadas parciales.
X

En este caso tenemos F(x,y)=x*+y’ -4

Empleando la formula:
ﬂ _ K X

X

dx F, 2y y

Suponga que se tiene F(x,y,z):O, una ecuacion implicita para un

. 3 , . . .
lugar geométrico de R”. Obteniendo diferencial a ambos miembros de la

ecuacion
D(F(x.y,2))=D[0]
Fdx+Fdy+Fdz=0
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Si queremos 8_ debemos considerar a Zconstante, por tanto dz =0.
X

Reemplazando y despejando se obtiene:

__FK

OX F

Z
Si queremos —, debemos considerar a y constante, por tanto dy =0.

OX
Reemplazando y despejando se obtiene:
oz F
OX F

z

Z
Si queremos —, debemos considerar a X constante, por tanto dx=0.

Reemplazando y despejando se obtiene:

a__5

@ F
Ejemplo-

Sea x°e’** —ysen(x—2z) =0, hallar a y .
ox "~ oy
Solucién:
En este caso tenemos F (X,y,z)=x’e""* — ysen(x—z)
Empleando las formulas:
oz F 3x%e** —ycos(x—z)

X

x F, x%" +ycos(x—2)
oz F, X" —sen(x-2)
& F, X% +ycos(x-2)

Por otro lado, suponga que se tiene una superficie cuya ecuacion esta dada
en forma implicita F (X, Y, Z) =0, el vector normal que estaba dado de esta

- 07 01
forma N =| ——,——,1 |, ahora puede ser dado de otra forma.
ox oy

Reemplazando:

F F

ﬁ: X y

F F

z z

Multiplicando por F,: N = ( FoFy Fz)

z
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E!’%lo 1
. - . - 10
Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie que tiene por ecuacién z=— en el
Xy
punto (1,2,5).

SOLUCION:
Este problema ya se lo habia resuelto tomando le ecuacion de la superficie de manera explicita, se trata
ahora de encontrar la ecuacion del plano tangente empleando la ecuacion implicita |F @ xyz =10

El vector ortogonal al plano tangente es el vector gradiente de la superficie en el punto (l, 2, 5) .

n=VF=(F,.F,F)=(yz.x2x),,, =(1052)

x'lyrlz 125)
Reemplazando y simplificando:
a(x—x,)+b(y—y,)+c(z-2)=0
10(x-1)+5(y—-2)+2(z-5)=0
10x+5y+2z-10-10-10=0
10x+5y+2z-30=0

Que es la misma respuesta obtenida anteriormente pero ahora de una manera un tanto mas
rapida.

E!’ﬂloz

Hallar la ecuacion de la recta tangente a las superficies x2 + y2 +222 =4 y Z=Xy enel
punto (1,1,1).

Las superficies se intersecan en una curva. La recta tangente a la curva en el punto (1, 1, 1) es la recta

tangente a las superficies en ese punto.

El vector director de la recta tangente se lo obtiene mediante el producto cruz entre los vectores normales
de las superficies. Es decir:

S=nxn,

Donde n, serfa el vector ortogonal a la superficie F, : x* +y? +22° =4 y

nj serfa el vector ortogonal a la superficie F, :z—xy =0
Los vectores normales serian los vectores gradientes a las superficies en ese punto
n, = VF, =(2x,2y,4z)| ,=(22.4)

(L1l

n, = VF, = (-y,~x1)| oy = (-1-12)
Entonces
i j k
S=nxn,=|2 2 4/=(6-6,0)
-1 -11
Finalmente, la ecuacion de la recta seria:
X =1+6t
l:<y=1-6t
z=1

Ejemplo-3
En el tiempo t =0 se lanza una particula desde el punto (1,1,1) sobre la superficie Xyz =1 en

una direccién normal a la superficie, con una rapidez de V3 unidades por segundo. ¢En qué
instante y en qué punto cruza a la esfera x> +y> + 2> =27 ?
SOLUCION:
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Primero se encuentra la ecuacion de la trayectoria por la cual se desplaza la particula una vez que sale de
la superficie. Esta es una recta, a propésito la normal, de acuerdo a lo que se informa. No olvide que debe

tener una rapidez de V3 unid. por seg.. Por tanto el vector director debe tener magnitud NE) y tener la
direccion del gradiente:

s_5YF _ 5 (yz,xz,xy) | :@w:(l,l,l)

IVF| JY22? + 3227 4+ X2y ) 3
La ecuacion de la recta seria:
x=1+t
l:qy=1+t
z=1+t
La recta debe intersecar a la esfera, por tanto sus coordenadas debe satisfacer su ecuacion.
Reemplazando:
x> +y*+22 =27
(1+t)2 +(1+t)2 +(1+t)2 =27
3(1+t) =27
1I(1+t)2 =+9
1+t=43
t=-1+3
Concluimos que
x=1+2=3
Y el punto serfa: { Yy =1+2=3
z2=1+2=3

E!’ercécéoy PrgEue/stoy 3.13

1. Hallar y*, empleando derivadas parciales, para:
a) 2x2 +6xy+y% =18
b) y2 +5x = xeX(V2)
2. Hallar 825 en X2y —3z+8yz® =0
OX
3. Determine la derivada direccional de la funcion U = f (X, Y, Z) definida implicitamente

por U+ ye” + X+3Z =0en el origen de coordenadas en la direccién del vector
v=(1,-1-1)

4. En el tiempo t=0 se lanza una particula desde el punto (1,1,1) sobre la superficie
x* +y? +3z? =5 en una direccion normal a la superficie, con una rapidez de 10 unidades

por segundo. ¢En qué instante y en qué punto cruza a la esfera x2 + y2 +22 =103

Demuestre que el plano tangente al cono Z 2 = a2 X2 + b2 y2 pasa por el origen.

Demuestre que cualquier recta normal a una esfera pasa por su centro.
2 y 2 2
7. Demuestre que el plano tangente al elipsoide —+ = +— =1 en el punto
2 2 2
a“ b° ¢
- Xp X YA YA
(XO, Yo, zo) puede escribirse en la forma VAN Yoy +0 1,
2 2 2
a b c
8. Demostrar que los planos tangentes a la superficie: ﬁ +./y +ﬁ = ﬁ interceptan a
los ejes coordenados en segmentos cuya suma es constante.
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10.

11.

12.

13.

Cap. 3 Funciones de Varias Variables

Encuentre un punto de la superficie x2 + 2y2 +32° =12, donde el plano tangente es

perpendicular a la recta cuyas ecuaciones paramétricas son:
x=1+2t; y=3+8t; z=2-6t

Demostrar  que el elipsoide x2 +3y2 +27%2 =9 y la esfera
x2 + y2 +72 -8x —8y -6z + 24 = 0 son tangentes en el punto (1,1,1).

Hallar la ecuacién de la recta tangente a las superficies x> +y°+2°=3 y z=Xxy en
el punto (1,1,1).

En qué puntos el gradiente de la superficie U = x3 + y3 +28 —3Xyz es:

a) perpendicular al eje z.
b) Es paralelo al eje z.

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva interseccion de las superficies ¢ = 5

y p=2csCpsect en P(2,2,—\/§).




