MOISES VILLENA Extremos de Funciones Escalares

A e  Funioes De Vo Vel

4.1. POLINOMIOS DE TAYLOR

4.2. EXTREMOS DE FUNCIONES
ESCALARES

4.3. EXTREMOS CONDICIONADOS
(Multiplicadores de Lagrange)

Objetivos.
e Encontrar Polinomios de Taylor para funciones de dos
variables.
e Optimizar funciones de dos y tres variables sin restricciones y
con unay dos restricciones de iqualdad
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4.1 POLINOMIOS DE TAYLOR

En el capitulo anterior se mencioné que si f es una funcién diferenciable
entonces Z = f [Df }[X — XO] debe ser una buena

aproximacion de la funcion en la vecindad de Xo, es decir:

f( )~f [Df ][X Xo]

Para funciones de dos varlables tenemos.

af af X_XO
f ~ f (X, —
(xy)= (%, Y)+ {ax W}(Xo‘yo){y—yj

Un polinomio de primer orden:

f(x9)= F (0 90) + B ] ;y’v»[y o]+

Ljemplo:
Sea f (X, y) = sen(x+ 2y) . Hallar el polinomio de Taylor de Primer orden en la

vecindad de (O, 0) .

SOLUCION:
En este caso tenemos:

B of (0,0) _ of (0,0) B
f(X'y)_f(O'O)+—6x [x O]+—ay [y-0]+r,

Las derivadas parciales, serian:
of (0,0)
OX
of (0,0)
0

=C0s(X+2y),, =1

=2cos(x+ 2y)(0’0) =2

sen(x+2y)=0+1[x]+2[y]+r,

4.1.1 Polinomio de Taylor de segundo orden.

Para funciones de una variable el polinomio de Taylor de segundo orden
es:

f(x)="f(%)+ f'(xo)[x—x0]+% f"(xo)[x—x0]2 +,
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Haciendo analogia para funciones de varias variables, deberiamos utilizar
matrices diferenciales y vectores de R".

f(x)=f(x,)+[ Df (xo)][x—xo]+%[x—xo]T [D(Df (xo))][x—xo]+ r,

donde D(Df (XO)) seria la matriz diferencial de la matriz diferencial, es
decir la matriz de segunda derivadas, la cual se la denomina matriz
Hessiana, se la denota por H ( f ) y se la define de la siguiente manera:

fX]_Xl fxlxz fX1X3 T fX1Xn
XoXq fXZXZ 1:X2X3 T X2 Xp
H ( f ) — fX3X1 fX3X2 fX3X3 t fX3Xn
fX4X1 fX4X2 fX4X3 t fXAXn
L fxnxl anXZ fxnx3 o fxnxn _l

Si f esuna funcién de dos variables, la matriz Hessiana seria:

f, f
H ( f (X,y)):{fm fxy}

yX yy
Si f esuna funcion de tres variables, la matriz Hessiana seria:

fxx fxy fxz
H(f(x,y,z)): fyx fyy fyZ
fzx fzy z

Bien, el polinomio de Taylor de segundo orden para funciones de dos
variables seria:

of of X=X, 1 f fXy X=X,
f(xy)="T(x,Y +{— —} { }+— X=X, Y-V { +.
S K LY =Yol 2 i 2 T Ty (r00) LY T Yo 2

Ejemplo:
Sea f(X,y)=e>** Hallar el polinomio de Taylor de segundo orden en la vecindad
de (0, 0)

SOLUCION:
En este caso tenemos

f(xy)=1(0,0)+[f, fy](ovo)ﬁ}ré[x y]ﬁ“ :Xylo,mmw
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Las derivadas parciales de primer orden serian:

f,(0,0)= 3e3X+2y\<o,o) =3

f,(0,0)=2e™%| =2

(0.0)
Las derivadas parciales de segundo orden serian
3x+2
fxx (0’ O) =% i (0,0) =9
f,(0.0)=6e"2| =6=1,(00)

(00)
f,(0,0)=4e™>| =4

(0.0)
Reemplazando y resolviendo:

CERIRTCE o S0 b M

f(x,y) =1+3x+2y+%[9x+6y 6x+4y]{ﬂ+ r,
f(x,y) :1+3x+2y+%(9x2 +6xy+6xy+4y2)+ r,

f (x,y):1+3x+2y+%xz+6xy+2y2+r2

La formula de Taylor de segundo orden puede ser usada en forma directa:
of of X=Xy 1 fxx fxy X=X,
F(xy)=T1(%Y +|: } { }L X=X Y-y { +r
( ) ( ' 0) ox oy (x09) LY ~ Yo 2[ ’ 0] fo T (o) LY ™Yo 2

F(Xy)= T (%Yo )+, [x=%]+ fy[y—y0]+%[fxx[x—x0]+ L [y=Ye] fo[X=%]+ fw[y—yo]]ﬁi);‘;} r,

f(xy)= (X Y)+ f[x—%]+ fy[y—y0]+%[fxx[x—x0]2+2fxy[x—x0][y—y0]+ fW[y—y0]2]+ r,

E!’era:abyergguestoy 4.1

1. Determinar el polinomio de Taylor de segundo orden para la funcién alrededor del punto indicado:

a) f(x,y)=(x+y)®, x9=0,y5=0

b) f(x,y)=e*"Y, xg=2y5=3
o) f(x,y)=e ¥ cos(xy) xo=0,yq=0
d) f(x y)=sen(xy)+cos(xy), xo=2,yo=1
e) f(x,y)= e(x’l)z, Xo=1Yy9=0
2. Obtenga un desarrollo de Taylor de segundo orden para:
1
f(x,y)—m, % =0,Y,=0

Luego utilice el resultado para hallar el valor aproximado de f (0.3,—0.2)

3. Empleando la formula de Taylor de segundo orden aproxime:
a  3In (0.85)
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3.99

b)  (2.05)
0 38 sen(0.4)
2 -1 0 .
Sea f(-11)=5, Vf ‘(711) =l 4] H‘HJ) ol P . Obtenga el valor aproximado para

f (~0.99,0.98)
Sea f:R*—R diferenciable en (X, Y,) ta que  Vf(x,y,)=(21),

1 0
Hf(xo,yo):[0 71] y (X, Yo)=3. Determine f(x,+0.2,y,—0.1)

4. 2 EXTREMOS DE FUNCIONES ESCALARES

4.2.1 DEFINICION

Sean f(x):U cR" >R, x,€U, B, (X,,0).
1. f(x,) es un valor MAXIMO LOCAL f en B,
si f(x)<f(x,), VxeB,.
2. f(x,) es un valor MINIMO LOCAL de f en
B,,si f(x)>f(x,), VxeB,.
3. Si f(x,) es tal que en su vecindad, en
ciertas direcciones hay un maximo y en

otras un minimo, entonces se llama
PUNTO DE SILLA.

Bien, ya estan definidos los extremos, ahora debemos definir cémo
encontrarlos. Igual que para funcion de una variable deberan existir puntos
candidatos a ser extremos.

La mayoria de las funciones son diferenciables por tanto nos regiremos al
estudio de este tipo de funciones.

4.2.2 TEOREMA (Condicién necesaria para la existencia de

extremos locales)

Sean

diferenciable, sea x,eU. Si en x,, f(x)
tiene un extremo local entonces Vf (x,)=0.

f(x):UcR"—>R, una funcion
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A X, tal que Vi (Xo) =0 se lo llama PUNTO CRITICO ESTACIONARIO.

Lo anterior quiere decir que los extremos se producen necesariamente en
los puntos criticos, igual que para funcion de una variable. Entonces los
primeros que debemos hacer es obtener los puntos criticos y luego
clasificarlos en maximos, minimos o ninguno.

Para funcibn de una variable, empleando el criterio de la segunda
derivada, teniamos que si esta es positiva en un punto critico estacionario
entonces estamos ante un minimo; y, si la segunda derivada es negativa
entonces tenemos un méximo. Esto es debido a que segun Taylor de
segundo orden la funcibn se aproxima mediante una parabola cuya
concavidad depende justamente del signo de la segunda derivada:

()~ F(6)+ ()X %]+ () [x-x

Para funciones de varias variables, podemos también hacer uso de la
formula de Taylor de segundo orden. Suponga que tenemos una funcion

diferenciable y que su gradiente se anula en un punto Xo

f(x)~ f(x,)+[ Vf (xo)][x—x0]+%[x—xo][H (f (xo))][x—xo]T

0

Anélogamente, ahora debemos analizar la matriz Hessiana para clasificar
los extremos.

4.2.3 TEOREMA (Condicion suficientes para la existencia de
extremos)

Seaf(x):UcR" >R, suponga que X, €s

un punto tal que Vf(x,)=0, suponga que f

tiene derivadas parciales se segundo orden

continuas, entonces:

1. Sila matriz Hessiana H ( f (x,))es definida
POSITIVA (todos sus valores propios son
positivos) entonces f(x,) es un valor

MINIMO de f.
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2. Si la matriz Hessiana H ( f (x,))es definida

NEGATIVA (todos sus valores propios son
negativos) entonces f(x,) es un valor

MAXIMO de f .
3. Si la matriz Hessiana H(f(x,))es SEmI-

DEFINIDA POSITIVA (valores propios no
negativos) entonces f(xo) PUEDE ser un

valor MiNIMO de f .
4. Si la matriz Hessiana H(f(x,))es SEM-

DEFINIDA NEGATIVA (valores propios no
positivos) entonces f(xo) PUEDE Ser un

valor MAXIMO de f .
5. Si la matriz Hessiana H(f(x,))es NO

DEFINIDA (valores propios no positivos y no
negativos) entonces f(x,) es un PUNTO

DE SILLA de f.

Obtener los valores propios de la matriz Hessiana puede resultar una
tarea dificultosa por tanto, podemos utilizar otro mecanismo que lo vamos a ir
indicando primero para dos variables, luego para tres hasta llegar a
generalizarlo.

4.2. 4 TEOREMA

Sea f(xy) una funcién dos veces

diferenciable en U c R®, sea (X,,¥,)eU un

punto critico estacionario de f .
Definanse las matrices:

fxx fx
le[fxx]x(),y0 2 H2:H = ’
o Tty (%:%0)

Entonces:
1. Si |H,|>0 A |H,|>0, entonces f(x,,Y,)

esun MiNiMo de f enU.
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2. Si |[H|<0 A |H,|>0, entonces f(x,,Y,)
esun MAXIMO de f enU.

3. Si |H,|<0, entonces  f(x,y,) es un
PUNTODESILLAde f enU.

4. Si |H,|=0, no se puede concluir.

Ejemplo-1

Hallar los extremos para f (X, y) = X + y*

SOLUCION:
PRIMERO se encuentran los puntos criticos, candidatos a ser extremos.
of
a— = 2X
X
Las derivadas parciales para f (x,y) = X2 + y2 son:| ¢
I Zy

oy
) 2x=0
El sistema {Zy 0 da como resultado y

Por tanto tenemos en este caso un solo punto critico | (Xg , Yo ) = (0,0)

SEGUNDO Clasifiquemos el punto critico:
fxx =2

Las segundas derivadas parciales son: fyy =2

foy = fx =0
[ o2t 0% f
X% ox 2 0
La matriz Hessiana en este caso es: H = o =
0% f  o*f 0 2
| oyox oy’ 00)
2 0 )
Ahora, como [Hy|=|2>0 y [H,|= 0 o= 4>0 concluimos que en (0,0) hay un valor

minimo para la funcién, que seria:  fyy, (0,0) = 02402 =0

gomploz
Hallar los extremos para f (X, y) = x° — y° +6xy

PRIMERO: Para hallar los puntos criticos, tenemos:
f, =3x% +6y
fy = —3y2 +6X

Las derivadas parciales son:

3x2+6y:0

2 tenemos:
-3y“+6x=0

Resolviendo el sistema {
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En la segunda ecuacion se obtiene

valores de yq , es decir:

4
y
3=—+6y=0
4 y
3
y
3y| Z—+2(=0
(%)
y=0 v y=-2
02
Luego; si yo =0 entonces x0:7:0; v,
2
si yo =2 entonces Xq = -2 _,

y al reemplazarlo en la primera ecuacion encontramos los
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Es decir, aqui tenemos dos puntos criticos (0,0) y (2,-2).

SEGUNDO: Clasificando los puntos criticos

Las segundas derivadas parciales son: fyy =-6y

La matriz Hessiana en este caso es: H =

1. La matriz Hessiana para el punto (0,0) es: H :{

0 6
Como ‘Hz‘ =6 0

2. La matriz Hessiana para el punto (2,-2) es: H = {

Como |H,| =[12/>0 y \HZ\:‘

Minimo para la funcién, y es:

fyx =6X
fry = fyx =6
o't o'
ox*  oxoy | [6x 6
o*f o' f 6 -6y
oyox  oy*
60) 61 [0 6
6 6(0)] |6 0

—36 < 0 concluimos que (0,0) hay un punto de silla.

6(2) 6 |12 6
6 -6(-2)| |6 12
12 6
6 12‘:144—36:108>0 entonces en (2,—2) hay un valor

fun (2-2) =22 -2+ 6(2)(-2) = -8

tjemplo-3

Un supermercado vende 2 tipos de cerveza. Una marca local que se obtiene a un costo
de ¢30 cada lata y una marca nacional que se obtiene a un costo de ¢40 por lata. El

tendero calcula que si la de marca local se vende a " x" centavos por lata y la de marca
nacional a "y" centavos por lata, se venderan cada dia aproximadamente 70 —5x +4y

latas de la marca local y 80+ 6x — 7y latas de la marca nacional. ¢Qué precio deberia
fijar el tendero a cada marca para maximizar las utilidades?

SOLUCION:

Con la informacion proporcionada determinamos la funcion utilidad
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U=1-C
U = [x(70 —5x + 4y) + y(80 + 6x — 7y) ]~ [30(70 - 5x + 4y) + 40(80 + 6x — 7Y)]
U = (x—30)(70-5x +4y) +(y —40)(80 + 6x — 7y)
U = -5x% +10xy — 20X — 7y? + 240y — 5300
Las derivadas parciales para la funcién Utilidad son:
U, =-10x+10y-20
{U y =10x-14y +240

- {uxzo _ {—10x+10y—20:0
Para los puntos criticos hacemos es decir
Uy =0 10x-14y+240=0

-10x+10y—-20=0
-10x=20-10y
Despejamos X en la primera ecuacion: o 10y -20

10
X=y-2
10(y-2)-14y+240=0
20y—-20-14y+240=0
Reemplazamos X en la segunda ecuacion: |— 4y = —220
220

4
y =55

Luego X=y—-2=55-2=53
Por tanto, tenemos un sélo punto critico P(53,55)

. . Ux Uy -10 10
La matriz Hessiana es H = U U = 10 1
=W I(53,55) -
-10 10
Como ‘H ‘ = ‘—10‘ =-10<0 y [H,|= =140-100=40>0 entonces
! 2710 —14

utilidades maximas se produciran cuando x =53 y y =55

Para el caso de tres variables tenemos:

4.2. 5 TEOREMA
Sea f una funcidon dos veces diferenciable

en UcR’ sea (X,Y,Z)eU un punto
critico estacionario de f .
Definanse las matrices:

foc Ty fix Ty fx
Hy = [fXX](XOrYOvZo)’ Ha = |:fyx fyy:|( )’ igsli = fyx fyy fyZ
X0, Y0120 fox fyy fzz

(%01 Yo:2)

Entonces:
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1. Si |H>0 A |H,[>0 A [Hy>0,
entonces f (X, Y,,Z,) €S un MiNIMO de f
enU.

2. Si |H|<0 A |H,|>0 A [|H,<0,
entonces f(x,,Y,,Z,) €S un MAXIMO de f
enU.

Ejemplo-
Hallar los extremos para | f(x,y,z) = 2x% + Xy + 4y% + xz + 2° + 2

PRIMERO determinamos los puntos criticos estacionarios.

of
—=4x+y+z
OX y

of
Las derivadas parciales son: a— =Xx+8y

Z

ﬁ:x+22
0

4Xx+y+2=0
Resolviendo el sistema simultaneo < x + 8y =0 tenemos:
X+2z2=0

Despejando " y " en la segunda ecuacion resulta y = —g .

Despejando " z " en la tercera ecuacion resulta z e

Luego reemplazando " y "y " z " en la primera ecuacion, encontramos " x ", es decir:

Por lo tanto y:—lz——:o y z:—5:—9:0
8 2 2

Hay un solo punto critico P(0,0,0)

SEGUNDO: Clasificando el punto critico.

T fry fx 411
La matriz Hessiana seria: H =| fyy  fyy  fy, =1 8 0
fx fy fz 000) 102
41 411
De aqui tenemos: Hy = [4] HZ:L 8} Hz=H=l1 8 0
102

Calculando los determinantes tenemos:
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411
Hi|=[4=4>0 Hz—i ;—31>0 Hg/=|H|=]1 8 0=54>0
10 2

Por lo tanto, se concluye que en el punto  P(0,0,0) se produce un minimo, cuyo valor es:
£(0,0,0) = 202 + 00+ 402 + 0+ 02 +2

fmin =2

Para el caso de N variables, tenemos:

4.2. 6 TEOREMA

Sea la Funcion Objetivo w= f (X, X,, Xs,...,X,),

dos veces diferenciable. Suponga que se
obtiene el punto critico estacionario

(%o, Xo, + X, 1-++1 %)

Definanse las matrices:
f

) o) %X3

£t
Hl:|:fx1x1:|’H2:l:fX1X1 in }H3: fe T T [ Ha=H

o2 o]
fxaxl fxz X fxz X3

Entonces:

1.- Si |Hy|>0A[H,|>0A[H,[>0A...A|H,|>0,
entonces en (Xy;, Xos Xgzs-- -1 Xop) 1@ funcion
tiene un MiNIMO.

2.- Si |H|<OA|H,[>0A|Hy|<0A...A(-D)"|H,|>0,
entonces en (Xy;, Xps Xgz:-- -1 Xo,) 1@ funcion
tiene un MAXIMO.

E!’era’,oéoy Erng%toy 4.2

1. Determine y clasifique los puntos criticos de :
g f(xy)=xPy-x—xy®+y
b) f(x,y):x3+y276xy+9x+5y+2
) fuy) =x+2y?
) f(xy)=(x-4)in(xy)
e)  f(xy) :%(x3+8y3)—2(x2+y2)+1

Do foy)=2x2+y? —In(xy?)
9 f(xy)=xy+y*x+3xy
h o f(xy)=xy+y’x+3xy
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i) f(x,y,z):x2+xzfy+y2+yz+322

) f(x,y,z):—xz—y2—22+2y+xz

2. Determine el maximo y minimo absolutos de la funcion Z =Sen X +seny + sen(x + y) enla

region OSXS%, OSyS%.

Resp. Z’E Maximo local
33

2

3. Determine los puntos criticos de f (X, y)= In(1+ X2+ y2)+ J‘ﬁdt
+

0

4. Una compafiia de teléfonos planea introducir dos nuevos tipos de sistemas de comunicaciones. Se
calcula que si el primer tipo de sistema se valora en X cientos de délares por sistema y el segundo

tipo en y cientos de ddlares por sistema, aproximadamente 40 —8x+5y consumidores
compraran el primer tipoy 50 + 9x — 7y compraran el segundo tipo. Si el costo de fabricacion del

primer tipo es de $1000 por sistema y el costo del segundo tipo es $3000 por sistema. ¢Qué precio
deberfa fijar la compariia de teléfonos a los sistemas para generar la méxima utilidad posible?.

5. Suponga que una empresa monopolista tiene las siguientes funciones de precio

P, =63-4Q,
P, =105-5Q, , y la funcion de costo total C =20+15Q +Q?  donde

Q = Q +Q, + Q3. Determine los niveles de demanda que haga méximo el beneficio.

6. Para los productos A, B y C de un monopolista la funcién costo estd dada por

2 2 3
C(Pa,PB,Pc)=PA" +2pPg" +Pc” — PaPB —2Pc —2pa +12 donde
Pa, Pg, Pc sonlos precios de los productos. Encuentre los precios que minimicen el costo.

4.3 EXTREMOS CONDICIONADOS ( Multiplicadores de
Lagrange)
En muchas ocasiones nos enfrentaremos a situaciones de optimizacion

cunado las variables independientes deben ser tomadas de un subconjunto
de su dominio. Es decir presentan restricciones

4.3.1 TEOREMA. Criterio para establecer extremos con
una restriccion en funciones de dos
variables

Suponga que se desea optimizar la funcion
de dos variables f , dos veces diferenciable,

sujeta a la restriccion o ligadura g(x,y) =K,

donde k es una constante.
Definase la Funcion Langragiana

L(ﬂ,,X, y) = f(X, y)—/l[g(x, y)_k]
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donde 4 es llamado Multiplicador de
Lagrange.
Suponga que se obtiene el Punto critico
(%o, Yo, 4) de la Funcién Langragiana.
Definase el Hessiano Orlado, como la matriz:
. LM L/ix Lﬂy 0 gx gy
H= Lxﬂ I—xx ny = gx L
Lyﬂ Lyx Lyy 9y Lyx Lyy (Xo.Yo.2)
Entonces:
1. Si ‘H‘ >0 entonces en (X,,Y,) la funcion f
tiene un MAXIMO.
2. Si ‘H‘<0 entonces en (X,,Y,) la funcion f

tiene un MiNIMO.

Ejemplo-

Hallar los valores maximos y minimos de | (x, y) = Xy, sujeto a que x° + y? =8
SOLUCION:

Eneste caso g(x,y)= X2 + y2 . Por tanto la funcién Langragiana seria:
L0 % y) = F(x, ) ~A[g(x, ) k] =xy~2[x? +y? 8]
Ly=0— f, =Ag, > y=A2X
L,=0—>f, =Ag, > x=2A2y
L, =0->g(x,y)=k >x?+y?=8
Despejando A en las dos primeras ecuaciones, e igualando se obtiene:

-y

x| Y =X y2ox? Sy = 4x
r= X 2x 2y

2y

Reemplazando en la tercera ecuacion, resulta: 2x2 =8
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=2
X=2— y
y=-2
Por tanto:
y=2
X=-2—
y=-2

Es decir, existen cuatros puntos criticos: (2,2), (2,-2), (-2,2) y (-2,-2).
Hallemos el Hessiano Orlado
0 gy 9, 0 2x 2y

H=|gy Ly Lyl|=|2x =20 1
9

v Ly Ly 2y 1 -2
0 2X 2y
¥ como x:z—xy,se tiene H =| 2x —2(7Xy) 1
2y - Z(Z—Xy)
Ahora clasifiquemos los puntos criticos:
0 4 4
1-Para (2,2) tenemos:H ={4 -1 1
4 1 -1
Entonces, como |H| = —4(-8) +4(8) =64 >0 se dice que f(2.2)=(2)(2)=4 esun
MAXIMO.
0 4 -4
2-Para (2,-2) tenemossH=| 4 1 1
-4 1 1|
Ahora, como [H| = —4(8) - 4(8) =64 <0 se dice que f(2,-2)=(2)(-2)=—4 esun
Minimo.
[0 -4 4]
3-Para (-2,2) setiene: H=|-4 1 1
|4 1 1]
Ahora, como |H| =4(-8)+4(-8)=-64 <0 se dice que f(-2.2)=(-2)(2) =4
es un MiNiMo.
0 -4 -4
4-Para (2,-2) setiene: H=|-4 -1 1
-4 1 -1
Entonces, como ‘ﬁ‘ =4(8)-4(-8)=64>0 se dice que f(-2,-2)=(-2)(-2)=4 es
un MAXIMO.

E[%BIOZ
A un editor se le han asignado $60,000 para invertir en el desarrollo y la promocién de
un nuevo libro. Se calcula que si se gastan " X" miles de dolares en desarrollo y "y"

miles en promocion se venderan aproximadamente f(X,y)= 20x%y ejemplares del

libro. ¢Cuénto dinero debe asignar el editor a desarrollar y cuanto a promocién para
maximizar las ventas?

SOLUCION:

En este caso la Funcion objetivo seria | T (X, y) = ZOX% Y [sujeta a la restriccion

La funcién Langragiana seria: L(A, X, y) = 20x7% y—A(x+y-60)
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Para obtener los puntos criticos, hacemos:

L,=0 — X+Yy =60

L,=0 — —k®+2%2}%y=0 - k=3w%y
3

L,=0 — —k(1)+20x4:0 - k:ZOX%

% % 2
Igualando las dos Ultimas ecuaciones, resulta: 30x ’ y =20x ‘s y= 3 X

X+ 2 x =60
3
Lo dltimo lo reemplazamos en la primera ecuacion y se obtiene;| 3X + 2X =120
5x =120
x =36
2
|y=-(36) o .
Por tanto: 3 . Es decir, existe s6lo un punto critico: (36,24)
y=24
0 1}/ 1 %
El Hessiano Orlado seria: H =|1 15x “y 30x "’
1 SOX% 0
0 1 1]
Y parael punto (36,24) es: H=|1 60 180
1180 0 |

Como el determinante es: ‘ﬁ‘ = (-1)(-180) +1(120) =300 > 0, concluimos que el editor debe

invertir $36000 en desarrollo y $24000 en promocién para obtener las maximas ventas.

Ejemplo-3
Un consumidor tiene $600 para gastar en 2 articulos, el primero de los cuales tiene un valor de

$20/unidad y el segundo $30/unidad. Si la utilidad obtenida por el consumidor de "x"

unidades del primer articuloy "y" unidades del segundo esta dada por  f (x,y) =10x%6y%4.

a) ¢Cuantas unidades de cada articulo deberia comprar el consumidor para maximizar su
utilidad?

En este caso la funcion Objetivo es| f (X, y) = 10x%6y04 | sujeta a que [ 20x + 30y = 600 |
L, x,y) = f(x,¥)=A(g(x, y)—k)
L(A, x, y) =10x%Cy%4 —2(20x + 30y — 600)

La funcion Langragiana es

Obteniendo los puntos criticos tenemos:
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L, = 20X +30y = 600 — 2x + 3y = 60

-0.4,,0.4
L = 6x04y04 203, =0 5 = XY
20
0.6,,-0.6
L, = 4x05y 08 300 =0 5= XY
30
4X0.6y70.6 6X70.4y0.4
3 20
(10)2X0.6y—0.6 _ 15(3X—0.4y0.4)
20x = 45y
Y=y
9

Reemplazando en la primera ecuacion (la Restriccion), tenemos:
2X+ 3(% x] =60

2x+Ex:60
9

18x +12x =540
30x =540
x =18

4
Ycomo|y = §X entonces .

Por lo tanto resulta el punto critico (18,8) .
Para clasificar el punto critico, calculamos el Hessiano Orlado:
0 20 30 0 20 30
H=[20 -24x714y04 24x-04,-06 =20 -2.4018) 71484 24(18)704(8) 08
30 24x704y06 _ 5440616 30 2.418)%4®) 0% _24(18)°6()16

(18,8)
Como H >0 entonces el consumidor, para obtener las méaximas utilidades, debe comprar 18
unidades del primer articulo y 8 unidades del segundo articulo.

tjemplo-4

Un fabricante planea vender un nuevo producto a $350 la unidad y estima que si se invierten "x"
miles de dodlares en desarrollo y "y" miles en promocién, los consumidores compraran
250y . 100x
y+2
producto son $150 por unidad.

a) ¢Cuanto deberia invertir el fabricante en desarrollo y cuénto en promocién para generar la
maxima utilidad posible, si dispone de fondos ilimitados?

unidades del producto, aproximadamente. Los costos de fabricacion de este

En este caso habra que formar la Funcion Objetivo, que es la Utilidad:
U = Ingresos — [Costos + Inversion]

U= 350[ 250y | 100x] - {150( 250y | 100)(} +1000x +1000y}

y+2 x+5 y+2 x+5
Uxy) = 200{250y N 100’(} ~1000x - 1000y
y+2 Xx+5

El punto critico, sin restricciones, sera:
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Uy = 200 100X =500 200X 1409 g | |, =500 X2V | 10000
(x+5) (y+2)
Uy =200 5002 ~1000 uyzzoo%o;my ~1000=0
(x+5) (y+2)
500 500
(x+5)? (y+2)?
500 =5(x + 5)2 y |500=5(y +2)?
100 =/ (x +5)2 100 =+(y + 2)?
Xx+5=+10 y+2=10
x=5 y=8

Compruebe que en el punto critico (5,8) se produce un maximo (Hessiano).

Es decir que el fabricante deberia invertir $5000 en desarrollo y $8000 en promocidn del nuevo libro
para obtener las maximas utilidades.

b) Si el fabricante s6lo tiene $11,000 para invertir en el desarrollo y la promocién del nuevo
producto. ¢ Como deberia distribuirse este dinero para generar la maxima utilidad posible?
Para este caso tenemos la misma Funcién Objetivo

U(xy) = 200[@ + @} ~1000x — 1000y
y+2 x+5

pero ahora sujeta a la restriccién de que x+y =11.
Trabajamos ahora con la funcion Langragiana
LA, x,y)= ZOO[@ +%} —1000x —1000y —A(x + y —11)
y+2 x+5

Encontrando los puntos criticos, tenemos:

Ly =0->x+y=11
100000

Ly=0- 5 —1000=2
(x+5)
Ly =0—> 100000 —-1000=2
(y+2)
100000 1000 = 100000 10000
(x+ 5)2 (y+ 2)2
Igualando las dos Ultimas ecuaciones, resulta; (y+2)2% =/(x+5)2
y+2=x+5
y=x+3
x+y=11
x+(x+3)=11
Reemplazando vy en la restriccion, tenemos: [2x +3=11
2x=8
Xx=4
X+y=11
Entonces: |y =11—-x
y=7

Compruebe que en el punto critico (4,7) se produce un maximo. (Hessiano Orlado).

Por tanto, cuando sdlo hay $11000 para inversion, habréa que distribuirlos de la siguiente manera para
obtener las maximas utilidades: $4000 en desarrollo y $7000 en la promocion del nuevo libro.

E!’%lo5
Hallar la menor distancia entre la elipse de ecuacion x*+3y? =19y la recta de

ecuacion 4x+3y =12.
SOLUCION:
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El problema lo resolveremos definiendo la distancia entre un punto de la elipse y la recta.

4x+3y =12

4 -12
Entonces, la funcion objetivo seria d = ‘w suietaaque X, +3y, =19
4+ 3
ad ag
_:ﬂ(x—j iz/’i(zxo)
Ahora Vd = A(Vg), es dir: ® 7 Jo cual da g
| a_gj E:i(eyo)
Yo Yo

Igualando y simplificando resulta:

Reemplazando en la restriccion:
.2 +3y,> =19
(4y, )2 +3y,” =19
Yo =+1
De acuerdo a la posicion, observe el dibujo, tomamos el positivo. (En otro caso habria que probarlo)
Entonces X, = 4y, =4(1)=4
Hemos hallado las coordenadas del punto de la elipse que da la minima distancia, por tanto
4(4)+3(1)—12 7
5 5

esta distancia minima sera: d. =

min.

tjercicioy Propuestos 4.3

1. Encuentre los extremos de la funcion f (X,y) = Xy sujetaaque X+Yy =6

2. Maximizar f(X,y)=Xy sujetaaque X+y=10
Resp. (55) ; fmax =25

3. Encuentre los extremos de la funcion f (X, y) = x2 & y2 sujetaaque X+4y =2

4. Empleando multiplicadores de Lagrange, halle la distancia minima de la recta con ecuacion

2x+3y =—1 al origen.
1
Resp. dpin = /ﬁ

5. Empleando multiplicadores de Lagrange, halle la distancia minima de la circunferencia con ecuacion
X% +y? =1 a larecta con ecuacion 4x+3y =12 .

7
Resp. d ., =—
p min 5
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6.  Empleando multiplicadores de Lagrange, halle la distancia minima de (x - 4)2 + y2 =4 alpunto
de coordenadas (0,10)

0__2

29 J29

7. Los cursos de dos rios (dentro de los limites de una regién determinada) representan

aproximadamente una parabola y = X2 yunarecta X— y —2 =0 Hay que unir estos rios por
medio de un canal rectilineo que tenga la menor longitud posible. ¢Porqué puntos habrd que

trazarlos?.
Resp. Parabola 11 , recta E—§
2 4 8 8

8. Hallar la distancia minima entre 9x* +16y* =144 y 5x+8y =40.
100 144
—— + —— — 40|
20 18)., _ |J&1 Je1
Jer'Ver) ™" NE)
9. Enunaesferade radio @ inscribir un cilindro cuya superficie sea méaxima.
J2a h= J2a (J§—1)
J5-+5 J5-+5

10.  Calcular la superficie total del cilindro de méximo volumen inscrito en una esfera de radio a .

Resp. A= ﬂ@az

U =q"q,
100 = 3ql + 4q2

Resp. dmin :116[

Resp. eIipse{

Resp. r =

11. Dadas las ecuaciones de utilidad presupuestal de un consumidor . Determine los

valores de 3 y g, que maximizan la utilidad del consumidor.

12. La relacion entre las ventas "S" y las cantidades "x" y "y" gastadas en dos medios de publicidad esta

200x 100
dadapor S = —+7y

5+x 10+y
El presupuesto para publicidad es de $25. Determine como debe asignarse este presupuesto entre los
dos medios para maximizar la utilidad neta.

1
. La Utilidad neta es g de las ventas menos el gasto en publicidad.

13. Una empresa de computadoras tiene un presupuesto mensual publicitario de $60,000. Su
departamento de ventas estima que si se gastan " X " d6lares cada mes en publicidad en periédicos y
"y " dolares cada mes en publicidad por television, las ventas mensuales estardn dadas por

3
S = QOX% yA dolares. Si la utilidad es el 10% de las ventas menos el costo de la publicidad,

determine cémo asignar el presupuesto publicitario para maximizar la utilidad mensual. Compruébelo
utilizando el Hessiano Orlado.

14. Usando L unidades de mano de obray K unidades de capital, una empresa puede elaborar P

unidades de su producto, en donde P(L, K) = 60-/5( L2 +K 2) . Los costos de la mano de obra

y de capital son de $200 y $100 por unidad. Suponga que la empresa decide elaborar 4500 unidades.
Halle el nimero de insumos de mano de obra y de capital que deben emplearse con objeto de
minimizar el costo total.

15. En un taller de mecénica se reparan 2 tipos de autos A y B . La funcion de trabajo conjunto esté
dado por: f(Xx,y)= x2 + 2y2 — Xy, donde X e y representa el nimeros de autos por dia del

tipo A y B reparados, respectivamente. Para minimizar el trabajo, ¢cuéantos autos de cada tipo
deben repararse, si diariamente se puede reparar 8 autos?

16. Una compafiia puede destinar su planta a la elaboracion de dos tipos de productos A y B . Obtiene
una utilidad de $4 por unidad de A y de $6 por unidad de B . Los nimeros de unidades de los dos
tipos que pueden producir mediante la planta estan restringidos por la ecuacion del transformacion del

producto: X2 + y2 +2X+4y—-4=0 Con X y Y los nimeros de unidades (en miles de

dolares) de A y B respectivamente, producidos por semana. Halle las cantidades de cada tipo que
deben producirse a fin de maximizar la utilidad.
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17. Siuna empresa gasta " X " miles de ddlares en publicidad en la ciudad A, sus ventas potenciales

300x
(en miles de délares) en tal ciudad estan dadas por 0 Si gasta " X " miles de délares en la
X+

X Silautiidad es

ciudad B , sus ventas potenciales (en miles de délares) en tal ciudad son

del 25% de las ventas y la empresa dispone de una restriccion del presupuesto de 16500 destinados a
publicidad en las dos ciudades. ¢Cuanto debera gastar en cada ciudad con objeto de maximizar la
utilidad neta de la empresa? Utilice el Hessiano Orlado para verificar los resultados.

4.3.2 TEOREMA. Criterio para establecer extremos con
una restriccion en funciones de tres
variables

Suponga que se desea optimizar la funcion
de tres variable f, dos veces diferenciable,
sujeta a la restriccion g(x,y,z) =K.

Definase la Funcidén Langragiana

L(A,%Y,2) = f(x,y,2) - A[9(X,y,2) —K)]
Suponga que se obtiene el Punto Critico
(X9, Y125, 4) €N la Funcién Langragiana.

Definase el Hessiano Orlado, como la matriz:
0 9, 9, 9,

_ (057 Lxx LXY LXZ
H=
9y Ln Ly Ly
g, Lx LZY Lz (%0.Y0.2o.%)
0 gx gy
Sean Hs=|g, L, L,|y H«s=H
gy Lyx LYY

Entonces
1. Si ‘H3‘>O/\‘H4‘<O entonces en (X,,Y,,Z,)

la funcion f tiene un MAXIMO.
2. Si ‘ﬁg‘ <0/\‘H_4‘ <0 entonces en (X,, Yy, Z,)

la funcion f tiene un MiNIMO.
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Ejemplo-1
Encuentre los extremos de | f (X, ¥, zZ) =3x+5y+9z sujetaaque xyz=25.
SOLUCION:
La funcién Langragiana es: L(A, X, Y,2) =3x+5y +z—A(xyz—25)
Para el punto critico obtenemos:
L,=0 - xyz=25
Ly=0 — 3-A(yz)=0 (x)
Ly=0 — 5-A(x2)=0 (y)
L,=0 —> 9-A(xy)=0 (2)
Multiplicando por X, Y y Z respectivamente las tres Ultimas ecuaciones, y despejando, resulta:

3X = AXyz y:%
9z =AXxyz ;3x=5y=9z| = 5
5y =Axyz Z=%—>Z=5

HEE

. 3 3
Reemplazando en la restriccion: | X~ =5

X=5
y=3
Dedonde:| 5 |Porlo tanto hay un solo punto critico: (5,3, %)
3
Para este caso A = % > A= % y el Hessiano Orlado serfa:
0 vyz xz2 Xy 0 5 25 15
"ol Y 0 -z -Ay |5 0 -1 -%
x2 -h 0 -Ax = % -1 0 -3
Xy -y -ax 0 |,5 |15 -% -3 0
0 5 23
Deaquitenemos: Hg =| 5 0 -1
% -1 0
Los determinantes serfa: |H 5| = —? <0y|H, =|H|=-675<0—

Por tanto en (5,3,%) la funcion tiene un minimo.

E{%bz
Se quiere construir una caja rectangular abierta cuyo volumen sea de 100 cm?®,

¢Cudles deben ser las dimensiones de la caja para utilizar la menor cantidad de
material posible?

SOLUCION:

Haciendo un esquema
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/ y
/7 z
/

X

En este caso la funcion objetivo es el drea total : A, = Xy +2Xz +2zy

Y la restriccion sera el volumen: V = xyz =100cm®

Yendo un tanto méas rapido podemos plantear que VAT =A (VV ) ¢ Porqué?

A _ N
oX oX
0O lo que es lo mismo % = ﬂ
oy oy
A _ N
oz oz
Entonces, tenemos:
y+2z=12yz
X+2Z=Axz
2X+2y = Axy

Multiplicando por X, Y, Z respectivamente:
YX+ 22X = Ayzx
Xy +22y = AXzy
2X2+2yz = Axyz

Igualando:

YX+2ZX = Xy + 22y = 2X2 + 2Yyz
) ) YX 422X = Xy + 22y
Aqui tenemos dos ecuaciones, que pueden ser:
Xy + 22y =2X2+2yz

Tomando la primera:
YX+ 22X = Xy + 22y
27x =22y
X=y
Tomando la segunda:
Xy +22y = 2X2+2yz

Xy = 2xz
y =2z
Reemplazando en la restriccion:
xyz =100
(2z)(2z)z =100
#=25
z =325

Por tanto x=2§/gy y:ZQ/g
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E!’%lo 3

Hallar el volumen maximo de un sélido rectangular que tiene la propiedad de que la
suma de las areas de las seis caras es 6a°.

SOLUCION:

Semejante al anterior , pero en este caso la funcién objetivo es el volumen: V = xyz

sujetoaque A, = 2Xy +2Yyz +2xz = 6a°

Igualmente, podemos plantear rapidamente VV = AVA, , es decir:

yz=2A(y+12)
Xz =A(x+2)
xy =A(y+x)

Multiplicando por X, Y, Z respectivamente:

xyz = A(yx+2x)
xyz = A(xy+1zy)
xzy = A(yz+xz)

Igualando:
YX+ZX =Xy + 2y = YZ+ XZ
) ) YX+ ZX = XY + zy
Agui tenemos dos ecuaciones que pueden ser:
Xy+2y =Yyz+Xxz

Tomando la primera:
YX+ZX = Xy + 2y

X =1y
X=y
Tomando la segunda ecuacion:
Xy +2y =Yyz+ X2
Xy = Xz
y=12
Reemplazando en la restriccion
Xy +yz+xz=3a’
XX + XX + XX = 3a°
3x* = 3a’
X=a=y=1
Lo que quiere decir que las dimensiones de la caja deben ser iguales a “a”, para obtener un volumen
maximo, cuyo valor es V., = a°

E!’%loll-
Hallar la ecuacién del plano que contiene al punto (X,, Y, Z,)en el primer octante y

que forme con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor volumen
posible.
SOLUCION:

Esquematicamente tenemos:
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. 1
En este caso la funcion objetivo es el volumen del tetraedro: V = Eabc

Sujeto a que el punto (x0 Yor Zo ) pertenezca al plano, es decir debe satisfacer su ecuacion:

154

* + Yo + Lo 1, esta debe ser su restriccion g (a,b,c)
a b
Planteando rapidamente:
N _,94
oa oa
~_,08
ob ab
N _,0
ac ac
Tenemos:
1 bc=4 (—X—‘;j
6 a
l ac=A1 _y_g
6 b
1 ab=1 (—Z—‘z’j
6 c
1 abc=41 (—ﬁ)
6 a
- , o)1 Yo
Multiplicando por a, b, ¢ respectivamente: gabc =1 e
1 abc=4 (—Z—Oj
6 c

X
Igualando: % = Yo _
a b

o |
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%o, % K% g
a a a
Reemplazando en la restriccion: 3ﬁ =1
a
a=3x,

Calculando b y c resulta: | b =3y, y ¢=3z,
Por tanto la ecuacién buscada es:

R A
3%, 3%, 3x,

E!’eroécwy ErgEu&stoy 4.4

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determine el valor maximo o minimo de la funcien f(x,y,z)= 2x% + y2 +32% s
2x—-3y—-4z=49.

Determine el valor maximo o minimo de la funcion f(Xx,y,z) = X% - 2y2 —2%4 Xy+2z si
X+y+z=35.

Determine el valor maximo de f(X,y,z) =Xyz si X+y+z2=6.

Encuentre el minimo para f (X,y,z) = X2 + y2 +2% siempre que X + y+z=1

Minimizar f (X, y,z)=x*+y? + 2? Suetaaque X+y+z—-6=0

Resp. (22,2); fmin =12
La suma de tres ntimeros es 50. Determinar el valor de cada uno de ellos para que el producto sea
- 50 50 50
maximo. Resp. | —,—,—
3 3 3
Demuestre que el producto de tres nimeros positivos cuya suma es S es maximo si los tres nimeros
son iguales.

Un paquete en forma rectangular se puede enviar por correo, si la suma de su longitud y el perimetro
de una seccion transversal perpendicular a la longitud es igual a 34 cm. Encuentre las dimensiones del
paquete de maximo volumen que puede ser enviado por correo.
34 17 17
Resp. X=—, y=—, 2=—
3 3 3

Demostrar que un tridngulo es equilatero si el producto de los senos de sus angulos es maximo.

Demostrar que entre todos los triangulos inscritos en un mismo circulo, el de mayor perimetro es el
triangulo equilatero.

Muestre que el triangulo de mayor area que puede ser inscrito en una circunferencia, es un triangulo
equilatero.

Una caja rectangular esta colocada en el primer octante, con una de sus esquinas en el origen y tres
de sus lados sobre los tres planos coordenados. El vértice opuesto al rigen se encuentra en el plano

X+ 2y +3z =6 .;Cuéles son sus dimensiones?¢cudl es el volumen maximo de dicha caja?.
2 4
Resp. x=2, y=1,z2==;V , =—U°
3 3
Encontrar las dimensiones del paralelepipedo rectangular de volumen méximo con caras paralelas a
los planos coordenados, que se puede inscribir en el elipsoide 16x* + 4y? +9z% =144,

Resp. x=«/§, y=2\/§, z=$

Determinar el volumen del paralelepipedo rectangular mas grande que puede inscribirse en el elipsoide

2 2 2
X z
Tl
a C

_ 8abc
33

Encuentre los puntos més cercanos al origen de la superficie xy®z? =16 .

8 \ [64
Resp. X = 6|——, Y =243 2= 6/—
P 3z 33
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Determinese el punto mas proximo al origen de la superficie z = xy +1
Resp. (0,0,1)
Determine los puntos en la superficie y2 —XZ =4 que estén mas cercanos del origen y calcule la
distancia minima.
Resp. (0,£2,0); D, =2
Héllense las dimensiones de un paguete rectangular de volumen méximo, talque la suma de su
longitud y el perimetro transversal no excedan de 108 pulgadas.
Resp. x=36; y=18; z=18

Determine las dimensiones de una bafiera rectangular cuyo volumen es Q unidades clbicas, si se
requiere recubrir su superficie interior con la minima cantidad de material posible.

Resp. Largo=ancho = 2%/% , altura= i/g

El material para construir la base de una caja abierta cuesta 1.5 veces lo que el material para
construir los lados. Para una cantidad fija de dinero C, héllense las dimensiones de la caja de

volumen maximo que puede hacerse.
2C 3 /ZC
Resp. x=y=[— ,2=—|—
9a 4\ 9a

Hallese la distancia minima de la superficie con ecuacion Z 2 _ X2 + y2 al punto (4,0,0)

Resp ¢) dpin = 2\/5

4.3.3 TEOREMA. Criterio para establecer extremos con

una restriccion en funciones de N
variables

Sea la Funcion Objetivo w= f (X, X,,X;,...,X,)
sujeta a la restriccion g(x;, X,, Xs,...,X,) =K
Definase la Funcién Langragiana

L(x,xl,xz,x3,...,xn):f(xl,x2,x3,...,xn)—x[g(xl,x2,x3,...,xn)—k]
Suponga que se obtiene el Punto Critico
(Xo1s X2 Xo3:-+-» %o 4) r€SOIViendo el sistema:

Definase el Hessiano Orlado, como la matriz:

(L,=0 — g(X,%,X, -, A) =K
L, =0 — f, =19,

L, =0 — f, =49,

L. =0 > f, =g,

L. =0 — f, =40,
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4.3.4 TEOREMA. Criterio para establecer extremos con
dos restriccion en funciones de tres
variables
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(L,=0 — g(x,y,2)=k
L,=0 — h(x,y,2)-k,
iL =0 — f =49, +uh
L,=0 — f =49, +uh,
LL=0 — f,=10,+uh,

Ejemplo-1
Encuentre los puntos criticos de | f(X,y,z) =Xy + Yz sujetaaque x> +y* =8y

yz=8
SOLUCION:

En este caso la funcion Langragiana es:
LUy, 2) = %y, 2) =2 [g(x ¥, 2) =Ky J-ph(x, v, 2) =k, ]
LU, X, Y, 2) =Xy + Yz —A(x? + y% —8)—u(yz - 8)
Para los puntos criticos tenemos:
L,=0 — g(xv.2)=k x% +y?=8
L,=0 — h(x,y,2)-k; yz=8
L,=0 — f,=Ag, +uh, =1y=x(2x)+u(0)
L,=0 — f,=Ag, +ph, |x+z=1(2y)+n(z)
L,=0 - fz =M\, +“hz y=7\,(0)+},t(y)

De la dltima ecuacion p=1.

De la penditima ecuacion

y
2X

Igualando se obtiene |2y  2X

x>+y%=8
x*+x° =8
2x* =8
X =22

Reemplazando en la primera ecuacion:

X=2>y==32 o .
Por tanto y como |Z =—| resultan los siguientes puntos criticos: (2,2,4),
X=-2—>y=1%2 y

(2,-2,-4), (-2,2,4) y (-2,-2,-4)
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Obtenga los puntos del primer octante sobre la curva de interseccion del elipsoide
x2+4y2+4z2 =4 vy el plano x—4y—z=0 que estén mas cerca del origen,
calcular la distancia minima.

SOLUCION:

En este caso la funcion objetivo seré la distancia: ‘Dz =f(xy,2)=x*+y*+2*|,y las

o g +4y*+42° =4
restricciones serfan
h:x-4y-z=0
Podemos hacer Vf = 2(Vg)+ (Vh)
(2x,2y,2z) = A(2x,8y,82)+ (1, —-4,-1)

2X = 2XA+
2y =8yA-4u
27=82A—u

La segunda ecuacion por (—z) y la tercera por (y) , luego se las suman algebraicamente.
—2yz =-8yzA+4uz
{ 2yz = 8yzA—puy
0=4uz—puy

Resulta

Reemplazando en la segunda restriccion:
x-4(42)-2=0
x=17z
Reemplazando en la primera restriccion:
(172)" +4(42)" +42° =4
3577° =4

7=t1-2
35

g

Tomando en el primer octante, el punto seria:

[N}

(AL_)
V357 ' a7 V3T

E!’ercécwy PVgE uestos 4.5

X+y+z=32
X—-y+z=0
Resp. (816,8); fmax =1024

1. Maximizar f(X, Y, Z) = XYZ sujeta a que: {

X+2z=4
X+y=8
Resp. (4,4,0); fmin =32

2. Minimizar f(X,y,z)=x"+y*+2° sujetaaque:{

3. Encuentre los puntos criticos de f (X, Y,z) = x2 + 2y - z° sujetaaque 2x—y =0 yaque
y+z=0.

4. Encuentre los puntos criticos de f(X,y,z) = X% + y2 +2° suetaaque X+y+z=1ya
que Xx—y+z=1.

5. Encuentre los puntos criticos de f(X,y,z) =Xyz sujeta a que X+y+z=12 y a que
X+y—-z=0.

6.  Encuentre los puntos criticos de f (X,y,z) = X% + y2 +2° sujetaaque X+2z =4 yaque
X+y=8.
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10.

11.

12.

Extremos de Funciones Escalares

Hallar el punto de la recta de interseccion de los planos X—Y =2 y X—22Z = 4, mas préximo
al origen.

Encontrar los puntos para los valores maximo y minimo de la distancia del origen a la porcion del
primer octante de la curva segun la cual el plano X+ Yy + z =12 corta a la superficie Xyz =54 .

wep. 469 [ 31 B9+ 005 201 310 8.9-35. 30 45)

) o X2y’ —xy-z2 =1 ,
¢Cudl es la distancia minima entre C . y el origen.
X“+y- =1

Resp. [+ L+ L o 1) p ‘/E
U2 ) ™M N2
El plano X+ Y+ 2z =12 intersecta al paraboloide z = X2 + y2 en una elipse. Determine los
puntos mas altos y mas bajos de esta elipse.
Resp. mas alto (—3,—3,18) ; mas bajo (2,2,8)
27=16-x*—y?

Determine la distancia mas cercana del origen a la curva C { 4
X+y=

Resp. (2,2,4): dmin =24/5

Sea T(X,Y,z) =100+ X’ + y* latemperatura en cada punto de laesfera X + y* + z* =50.

Héllese la temperatura maxima en la curva formada por la interseccion de la esfera y el plano
x—-z=0.

Resp. (0,/50,0) ; Trpax =150




