Capitulo 7

Geometria Plana

Introduccion

La geometria es la rama de las matematicas que estudia idealizaciones en
dos y tres dimensiones: los puntos, las rectas, los planos y otros elementos

conceptuales derivados de ellos, como poligonos o poliedros. En este

capitulo

vamos a tratar solamente lo relacionado al plano, lo cual implica trabajar en

dos dimensiones.
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Es razonable pensar que los origenes de la geometria se remontan a los
mismos origenes de la humanidad, pues seguramente el hombre primitivo
clasificaba -aun de manera inconsciente- los objetos que le rodeaban seguln
su forma. En la abstraccion de estas formas comienza el primer acercamiento

-informal e intuitivo- a la geometria.

Thales de Mileto fue capaz de medir la altura de la piramide de Keops y de

predecir un eclipse solar aplicando conceptos geométricos.

Uno de los famosos problemas de la geometria griega que heredarian
los matematicos posteriores, denominado la cuadratura del circulo,
trata de obtener, dado un circulo, un cuadrado cuya area mida exactamente

lo mismo que el area del circulo. Anaxagoras fue el primero en

intentar

resolverlo, dibujando en las paredes de su celda cuando fue hecho prisionero
por cuestiones politicas. Tampoco pudo ser resuelto por los gedmetras de
la antigledad, y lleg6 a ser el paradigma de lo imposible. Como curiosidad,
el filésofo inglés Hume llegd a escribir un libro con supuestos métodos para
resolver el problema. Hume no tenia conocimientos matematicos serios y

nunca aceptd que todos sus métodos fallaban.
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Es importante observar que este tipo de problemas eran resueltos utilizando
Unicamente la regla y el compas, Unicos instrumentos (ademas del papel y el
lapiz, por supuesto) validos en la geometria euclidiana.

XTI

El libro de “Los Elementos” de Euclides
(300 a.C.), expone los conocimientos
geométricos de la Grecia clasica,
deduciéndolos a partir de postulados
considerados como los mas evidentes y
\ sencillos.
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XI
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IX VI
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La geometria de Euclides, ademas de ser un poderoso instrumento de
razonamiento deductivo, ha sido extremadamente Util en muchos campos del
conocimiento como la fisica, la astronomia, la quimica y diversas ingenierias.
7.1 Figuras Geomeétricas

Objetivos —

El desarrollo de la geometria depende del avance en las definiciones, sin
embargo, las propiedades de las figuras geométricas son posibles de enunciar
sin hacer referencia a éstas.

El punto, la recta y el plano son considerados conceptos
Pe primitivos, 0 sea que no es posible definirlos en base
a otros elementos ya conocidos. El punto es uno
de los conceptos geométricos fundamentales, suele
representarse sin relacion a otra figura, como un circulo
pequefio y puede denotarse con una letra mayuscula de
imprenta, porejemplo: P. Larecta es el lugar geométrico
de puntos continuamente sucesivos del plano en una
misma direccidn y suele denotarse con la letra L.
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A continuacién se definen algunos elementos importantes en el uso de

la geometria.

JL

A B C

0/

=
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Se acostumbra representar el plano como
una figura delimitada por bordes rectos, y
suele denotarse con una letra del alfabeto
griego, por ejemplo: 1. Si se tiene mas de
un punto, recta o plano, se sugiere el uso de
subindices para identificarlos.

Puntos colineales son
pertenecen a la misma recta L.

aquellos que

Puntos coplanares son los que pertenecen
a un mismo plano 7.

Semirrecta o rayo es el conjunto de todos
los puntos de una recta que estan a un mismo
lado de un punto de ésta.

Segmento de recta es un subconjunto de
la recta que esta limitado por dos puntos que
pertenecen a ella. Para fines practicos, se
sobreentendera que 4B también representa la
longitud de este segmento.

Semiplano, es el conjunto de puntos del
plano que estdn a un mismo lado de una recta
L, como 17,0 IT,.

Definicion 7.1 (Convexidad)




P, - =

F es no convexa F es convexa

Figura 7.1: Convexidad de figuras.

Ejemplo 7.1 Figuras geométricas.

La congruencia es la relacion entre segmentos, angulos y figuras geométricas
con igual medida, tal que, al trasladarse, rotarse y/o reflejarse para
superponerse una a otra, se tiene que estas figuras coinciden. Observe a
continuacion:

La autocongruencia de una figura se encuentra estrechamente vinculada con
la simetria, la cual se produce cuando al trazar una recta, la figura queda
dividida en dos partes, tal que una es la reflexién de la otra, a esta recta se
la denomina eje de simetria.

Figura 7.2: Autocongruencia de Figuras.
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Figura 7.3: No autocongruencia de figuras.

En los dos ultimos ejemplos las figuras no son autocongruentes, ya que
al dividirlas por cualquier recta, las partes que se obtienen no se pueden
superponer perfectamente.

En caso de no ser el reflejo exacto, a la figura se la considerara asimétrica.

=

Figura 7.4: Simetria o asimetria de figuras.

Observe:

En conclusién, podemos decir que cuando una figura es simétrica es
autocongruente, ya que sus segmentos, angulos y lados, al ser divididos por
un eje de simetria o superpuestos, coinciden de manera exacta.

7.2 Rectas en el plano

Objetivos
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Dosrectas en el plano pueden ser perpendiculares, paralelas uoblicuas.
En el caso de las rectas perpendiculares u oblicuas que tienen un punto en
comun P, se las denomina rectas secantes.

Definicién 7.2 (Perpendicularidad)

En el plano, un punto perteneciente o exterior a una recta esta contenido en
una y solo una recta perpendicular a dicha recta.

Las propiedades de la perpendicularidad entre rectas son:
= Si una recta es perpendicular a otra, ésta es perpendicular a la primera.
(Simétrica).
(LilLy)=>(LyLLy)
= Si dos rectas al intersecarse forman angulos adyacentes congruentes, son

perpendiculares.

= Los lados de un angulo recto y sus semirrectas opuestas, determinan rectas
perpendiculares.

Ejemplo 7.2 Rectas perpendiculares. A
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Definicién 7.3 (Paralelismo)

/

En el plano, un punto exterior a una recta esta contenido en una y sdélo una
recta paralela a dicha recta.

Las propiedades del paralelismo entre rectas son:

= Toda recta es paralela a si misma. (Reflexiva).
L|L

= Si una recta es paralela a otra, aquella es paralela a la primera.
(Simétrica).

(Li|| L) = (Lo || Ly)

= Sj una recta es paralela a otra, y ésta a su vez paralela a una tercera, la
primera es paralela a la tercera. (Transitiva).

[(L1]| L2) A (La]| L3)] = (Ly ]| L3)
= Todas las rectas paralelas tienen la misma direccion.

Ejemplo 7.3 Rectas paralelas. -




Relacionando perpendicularidad, paralelismo e interseccién entre rectas, se
obtienen las siguientes propiedades:

= En el plano, dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas entre si.
[(Li LLs) A (Ly L L3)] = (Ly]| Lo)
= Sj una recta interseca a una de dos paralelas, interseca también a la otra.
(LN Ly D) ALy || Ly)] = (LN Ly # D)

Definicion 7.4 (Rectas oblicuas)

b

7.3 Angulos

Objetivos

El concepto de angulo ya fue tratado oportunamente en el capitulo IV,
seccién 1, de este texto. Sin embargo, para el analisis geométrico que nos
proponemos desarrollar, es necesario definir diferentes tipos de angulos.

Al intersecar dos rectas en el plano se forman cuatro angulos. De ellos, son
angulos opuestos por el vértice aquellos que poseen soélo el vértice en
comun y no son consecutivos.

Figura 7.5: Z AOB y £ COD son angulos opuestos por el vértice.
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Si intersecamos dos rectas oblicuas L, y L, con una recta secante L; (recta
que interseca a una figura en puntos diferentes), se forman de manera
natural ocho angulos, cuatro en cada punto de interseccion.

L Pt

Figura 7.6: Angulos en rectas secantes.

Se denominan angulos externos a los angulos que estan en la regién externa
a las rectas L, y L,. De esta manera, son externos los angulos 1, 2, 7 y 8.

Se denominan angulos internos a los angulos que estan en la region interna
a las rectas L, y L,. De esta manera, son internos los angulos 3, 4, 5 y 6.

Se denominan angulos correspondientes a los angulos no consecutivos
que estan en el mismo semiplano determinado por la recta secante L;.
Uno de los angulos es interno y el otro externo. De esta manera, son
correspondientes los pares de angulos 1-5, 2—-6, 3—7, 4-8.

Sedenominan angulos alternos externos a los dngulos que estan ubicados
externamente con respecto a las rectas L, y L,, y en distintos semiplanos
determinados por la recta secante L;. De esta manera, son alternos externos
los pares de angulos 1-7 y 2—8.

Se denominan angulos alternos internos alos angulos que estan ubicados
internamente con respecto a las rectas L, y L,, y en distintos semiplanos
determinados por la recta secante L;. De esta manera, son alternos internos
los pares de angulos 3-5 y 4-6.

Sedenominanangulos conjugados (o contrarios) externos alosangulos
externos que estan ubicados en el mismo semiplano respecto a la recta secante.
De esta manera, son conjugados externos los pares de angulos 1-8 y 2—7.

Se denominan angulos conjugados (o contrarios) internos alosangulos
internos que estan ubicados en el mismo semiplano respecto a la recta secante.
De esta manera, son conjugados internos los pares de angulos 3—6 y 4-5.
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En el caso de que dos rectas paralelas L, y L, sean intersecadas por una
secante L;, se verifica que los angulos correspondientes son de igual medida,
asi como los dngulos alternos internos y alternos externos. En resumen, para
el caso de rectas paralelas intersecadas por una secante, los angulos 1-3—5-7
son de igual medida entre si, del mismo modo que los dngulos 2—4—6-8.

L ﬂ% =

Figura 7.7: Angulos en rectas secantes.

Propiedades

= Las medidas de los angulos opuestos por el vértice son iguales.

+ Si dos angulos alternos internos son congruentes, entonces los otros dos
angulos alternos internos también lo son.

= Los angulos internos a un mismo lado de la recta secante a dos rectas
paralelas, son suplementarios.

» Los angulos externos a un mismo lado de la recta secante a dos rectas
paralelas, son suplementarios.

= Toda recta secante a dos rectas paralelas forma angulos alternos externos
congruentes.

= Toda recta secante a dos rectas paralelas forma angulos alternos internos
congruentes.

Ejemplo 7.4 Angulos. J—
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7.4 Poligonales y poligonos

Objetivos

Una poligonal es una linea continua que se obtiene por la unién de
segmentos de rectas que tienen distinta direccién.

AN

Figura 7.8: Poligonal.
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El conjunto P, P, U P, Py U Py P, U ... U P, P,, de segmentos consecutivos no
colineales se denomina linea poligonal cerrada de 7 lados, (n > 3). Los
puntos Py, P,, ..., P, se denominan vértices de la poligonal y los segmentos
PP, P,P;, .. P,P;, lados de la poligonal.

Si los segmentos de la linea poligonal cerrada sdlo se intersecan al ser
consecutivos (en los vértices), entonces la poligonal divide al plano en dos
partes: la una interior abarcada por la poligonal, y la otra exterior a la poligonal.

P P,

exterior

Ps P,

Py
Figura 7.9: Linea poligonal cerrada.

Definicion 7.5 (Poligono Simple)

Un poligono simple puede ser convexo 0 no convexo.

P,

Py
Poligono convexo Poligono no convexo

Figura 7.10: Convexidad de poligonos.
En el presente texto nos interesa el estudio de los poligonos simples
convexos. Porello, cada vez que en lo posterior se utilice el término poligono,
se sobreentenderdn ambas caracteristicas. Los elementos fundamentales

de los poligonos son: vértices, lados, diagonales, angulos interiores y
exteriores.

Una diagonal es el segmento de recta que une dos vértices no consecutivos
de un poligono. En un poligono, las diagonales estan en su interior.

De acuerdo con el nimero de lados, los poligonos reciben diferentes nombres.

pag. 600




Capitulo 7

Geometria Plana

Tridngulo
Cuadrilatero
Pentagono
Hexagono
Heptagono
Octagono
Enéagono
Decagono
Endecagono
Dodecagono

Pentadecagono

Isodecagono

Cuadro 7.1: Nombres de poligonos segiin nimero de lados.

Ejemplo 7.5 Poligonos. J—

= |a suma de las medidas de los angulos interiores de un poligono de 7 lados
es igual a (n — 2)(180°).

Propiedades
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= La suma de las medidas de los angulos exteriores de un poligono cualquiera
es constante e igual a 360°.

= El nUmero de diagonales que se pueden trazar desde un mismo vértice de
un poligono de n lados es (n — 3).

= El nimero de diagonales que se pueden trazar en un poligono de n lados
es 100 =3),
2

Ejemplo 7.6 Poligonos. Jp—

Definicion 7.6 (Poligono Regular)
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Ejemplos de poligonos regulares son el triangulo equilatero y el cuadrado.

Figura 7.11: Poligonos regulares.

Es de observarse que todo poligono regular es convexo.

Ejemplo 7.7 Poligonos. e

7.5 Triangulos

Objetivos —




Definicidon 7.7 (Triangulos)

Las velas de los barcos presentan diferentes formas de triangulos, los
mismos que pueden clasificarse segun la longitud de sus lados o la medida
de sus angulos.

Figura 7.12: Velas triangulares de los barcos.

Clasificacion de triangulos por la longitud de sus lados
» Escaleno: Es un tridngulo que no tiene lados congruentes.
« Isésceles: Es un triangulo que tiene dos lados congruentes.

= Equilatero: Es un tridangulo que tiene sus tres lados congruentes.

C

A B

©
TRIANGULO
ISOSCELES

Figura 7.13: Tipos de tridngulos segin las longitudes de sus lados.

Clasificacion de triangulos por la medida de sus angulos

= Equiangulo: Es un triangulo que tiene sus tres angulos congruentes.
» Rectangulo: Es un triangulo que tiene un angulo recto.

= Acutangulo: Es un tridngulo que tiene tres angulos agudos.

= Obtusangulo: Es un triangulo que tiene un angulo obtuso.
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€QUIANGULO RECTANGULO ACUTANGULO OBTUSANGULO

Figura 7.14: Tipos de tridngulos segtin las medidas de sus angulos.

Propiedades
» La suma de las medidas de los éngulos interiores en todo triangulo es 180°.

= La suma de las medidas de los angulos agudos de un tridngulo rectéangulo,
es igual a 90°.

= Los angulos interiores de un tridngulo equilatero miden 60°.

= En todo tridangulo, la medida de un angulo exterior es la suma de las
medidas de los angulos interiores no contiguos.

= En todo tridangulo, la medida de un angulo exterior es mayor que cualquier
angulo interior no adyacente.

= La suma de las medidas de los angulos exteriores de cualquier triangulo es
igual a la medida de cuatro angulos rectos (360°).

= Todo tridangulo equiangulo es equilatero, y viceversa, todo tridngulo
equilatero es equiangulo.

Rectas y puntos notables en el triangulo

Un fabricante manufactura un producto que se vende en tres ciudades 4, By C.
Se desea construir una fabrica en un punto que equidiste de las tres ciudades.
A continuacidn se describen las rectas y puntos notables de un tridngulo con
los cuales se pueden resolver problemas como éste, entre otros.
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La bisectriz de un angulo interior es

4 la recta que lo divide en dos angulos

de igual medida. Las tres bisectrices

del tridngulo se intersecan en un Unico

punto, el cual equidista de los lados

del tridangulo. Este punto se denomina

I incentro, denotado por I en la figura,

y es el centro de la circunferencia

B / - inscrita (circunferencia que es tangente

a los lados del tridngulo) en el tridangulo.

Figura 7.15: Incentro y bisectrices.

La mediatriz de un segmento AB es
A

la recta perpendicular que lo divide
en dos segmentos de igual longitud.
Las tres mediatrices del triangulo se
intersecan en un Unico punto, el cual
equidista de los vértices del tridngulo.
Este punto se denomina circuncentro,
B y(‘ denotado por O en la figura, y es el

centro de la circunferencia circunscrita
(circunferencia que contiene los vértices del
tridngulo) al tridngulo.

Figura 7.16: Circuncentro y mediatrices.

La altura relativa a un lado base del
A triangulo es un segmento de recta

perpendicular al lado base, trazado
desde el vértice opuesto a la base o
su prolongacion. Las tres alturas del
triangulo seintersecan enun Unico punto.
Este punto se denomina ortocentro,
denotado por H en la figura. El término
. - G se deriva de orto, recto, en referencia

al angulo formado entre las bases y la
alturas.

Figura 7.17: Ortocentro y alturas.
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La mediana de un lado del
4 triangulo es el segmento que tiene
por extremos el punto medio del
lado y el vértice opuesto al mismo.
Las tres medianas del triangulo se
intersecan en un Unico punto. Este
punto se denomina baricentro,
G denotado por G en la figura. El
baricentro coincide con la nocién
B My Ny C fisica de centro de gravedad,

también llamado centro de masa.

Figura 7.18: Baricentro y medianas.

En un tridangulo isdsceles, la mediatriz, la altura y la mediana respecto al
lado desigual (base del triangulo), coinciden.

A

B || C

Figura 7.19: Triangulo isésceles.

En un tridangulo equilatero, el incentro, el circuncentro, el ortocentro y el

baricentro coinciden, y la distancia desde dicho punto (I, O,H, 0 G) con respecto
2

a los vértices es 3 de la longitud de su altura. En un triangulo rectangulo, el

circuncentro esta situado en el punto medio de la hipotenusa.

Dependiendo del tipo de tridangulo, los puntos O y H pueden localizarse en la
region interna o externa del triangulo.

Ejemplo 7.8 Altura de un tridngulo equilatero. Jr—
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7.6 Semejanza y Congruencia

Objetivos —

Los disefiadores industriales construyen modelos de proyectos que luego se
fabricaran en tamano natural. El modelo del aeroplano tiene la misma forma
que el avion real.

Las figuras que guardan cierta proporcionalidad manteniendo la misma forma,
se denominan semejantes. Este concepto también se aplica en disefios
arquitectonicos. El simbolo de semejanza a utilizar en este texto es ~.

Los automodviles se fabrican utilizando la produccién en cadena. Los
componentes producidos deben ser de idéntico tamafo y forma, para poderlos
emplear en cualquier automovil de la linea de montaje. Los repuestos también
deben ser idénticos.

En geometria, a las figuras que tienen el mismo tamafio y la misma forma
se les denomina congruentes. El simbolo de congruencia a utilizar en este
texto es =.
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Teorema 7.1 (Teorema de Thales)

Asi, en la figura anterior, las rectas A4', BB', CC'y DD’ son paralelas, entonces
el teorema de Thales nos dice que las longitudes de los segmentos en uno de los
lados son proporcionales a las longitudes de los segmentos correspondientes en
el lado opuesto. Matematicamente, esta relacion de proporcionalidad entre las
longitudes de los segmentos de recta se expresaria como:

B _ BC _ CD
A'B" B'C'" C'D’

Corolario del Teorema de Thales

Si los lados de un angulo o sus prolongaciones se intersecan con un haz de
rectas paralelas, los segmentos correspondientes que se determinan en los
lados del angulo son proporcionales.

. . AP _BP .. AC _ BD
n la figura, si L, || Ly || L3|| L4, entonces F P ° bien CF_ DE
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Ejemplo 7.9 Aplicacién del teorema de Thales. -

Semejanza y congruencia de Poligonos

Como ya se menciond anteriormente, el término semejanza induce a
similitud en forma de dos objetos y el término congruencia induce a
igualdad de dos objetos. Para expresar e identificar con propiedad estas
caracteristicas que pueden tener dos poligonos, se emplean las siguientes
definiciones.
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Definicion 7.8 (Poligonos semejantes)

o

0

05 O

Ps

Os

Py
Figura 7.20: Poligonos semejantes.

Definicion 7.9 (Poligonos congruentes)

0

Oy

Figura 7.21: Poligonos congruentes.
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Obsérvese que el concepto de semejanza es mas extenso que el de congruencia.
Dos poligonos semejantes para los cuales £ = 1, son congruentes.

Los poligonos mas elementales son los triangulos, por lo cual a continuacion
daremos criterios para determinar la congruencia y semejanza de triangulos.

Congruencia y semejanza de Triangulos

En la practica, es muy util poder determinar con rapidez la congruencia de
triangulos. Para ello existen los siguientes criterios:

Criterio LAL (LADO-ANGULO-LADO): Dos triangulos son congruentes si
tienen un angulo de igual medida, formado por lados de longitudes iguales.

P, 0,

P Ps ) 0;

Criterio ALA (ANGULO-LADO-ANGULO): Dos tridngulos son congruentes
si tienen un lado de igual longitud y los angulos adyacentes a ese lado son
correspondientemente de igual medida.

P,

0

P

P O 0s

Criterio LLL (LADO-LADO-LADO): Dos tridngulos son congruentes si
tienen sus lados de longitudes respectivamente iguales.

P2 QZ

P] P3 Ql Q3

Para determinar la semejanza de tridngulos, se puede emplear alguno de
los siguientes criterios:

Criterio AA (ANGULO-ANGULO): Dos tridngulos son semejantes si tienen
dos angulos respectivamente de igual medida.
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P,
. 0>
P, P, 0, A 05

Criterio ALL (ANGULO-LADO-LADO): Dos tridngulos son semejantes si tienen

un angulo con igual medida y las longitudes de los lados de ese angulo son

PPy  P,P; ,
_— = k; , d P = .
0.0: 0,0, y, ademas m(x P3) = m(x£ 03)

P,
. 0,
P, P 0 A Os

Criterio LLL (LADO-LADO-LADO): Dos tridngulos son semejantes si las
PPy PPy _ P3P

proporcionales; esto es,

longitudes de sus tres lados son proporcionales: = =k.
’ 00. 0.0, 0,0
)
. 0,
P, P QIAQ3
Ejemplo 7.10 Semejanza de triangulos. -
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Ejemplo 7.11 Semejanza de triangulos.
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Ejemplo 7.12 Semejanza de tridngulos.




Ejemplo 7.13 Semejanza de tridngulos. S

Ejemplo 7.14 Semejanza de tridangulos. pr—
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7.7 Resolucion de triangulos

Objetivos




En esta seccidon nos proponemos resolver un triangulo, lo cual significa
encontrar las longitudes de los lados y las medidas de los angulos que
faltaren conocer en el tridangulo. Para cumplir con este objetivo, es necesario
conocer los siguientes teoremas:

Teorema 7.2 (Teorema de Pitagoras)

Teorema 7.3

Demostraciéon

Sea el tridngulo arbitrario ABC.

¢ E

A

Prolonguemos el lado 4B y tracemos por B una recta paralela al lado AC. Se
cumple que:

m(5BAC) = m(x DBE)
m(x£ ACB) = m(x EBC)

Por otra parte:
m(x CBA) + m(x EBC) + m(x DBE) = 180°

Esto es:

m(x CBA) + m( ACB) + m(x BAC) = 180°

Teorema 7.4
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Demostracion

ANETA
A4 D B

Construyamos CD, de manera tal que:

m(£ ACD) =m(gDCB)

Los triangulos ACD y DCB son congruentes porque tienen un angulo de igual
medida formado por lados correspondientemente iguales. Por tanto,

m(xDAC) =m(x CBD)

Teorema 7.5 (Ley de los Senos)

Demostracion

Tracese un triangulo, de modo que uno de los vértices, por ejemplo 4,
coincida con el origen del plano cartesiano. En la figura se muestra un caso
en que o es un angulo agudo (o < 90°) y otro en el que o > 90°.

i b
C (b cos(ct), b sen(a)) C (b cos(av), b sen(ar))
Y :
b a
gh
o : B .
A D B
c




En cualquiera de las figuras anteriores las coordenadas del punto C
son (b cos(a), b sen(a)). La altura & del tridngulo es igual a la ordenada
del punto C, o sea:

h=b sen(c)

Pero en el tridngulo rectangulo BDC:
h = a sen(P)
entonces, igualando las dos expresiones anteriores:
b sen(o) = a sen(p)

a b
sen(o))  sen(P)

Idénticamente:
b c

senB) ~ sen()

Las igualdades anteriores se pueden condensar como:

a b c sen(o)  sen(B) _ sen(y)
sen(a)  sen(B)  sen(y) a b ¢

Teorema 7.6 (Ley de los Cosenos)

Demostracion

Sea A ABC un triangulo, como la figura siguiente:
y
C(b cos(av), b sen(a))
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Las coordenadas del vértice C son (b cos (), b sen (Q)) .

De la férmula de la distancia entre dos puntos (véase capitulo 10, seccién 10.1):
a*= (b cos () — ¢)* + (b sen (o) — 0)?
Desarrollando los cuadrados y simplificando:
a*= b? (cos® (o) + sen* (o)) — 2 be cos () + 2

Pero:
cos? (o) + sen® (o) = 1

a*= b*+ ¢*—2bc cos ()

De la misma forma se pueden deducir las expresiones:

b =a+ 2—2ac cos ()
& =a+ b—2ab cos (V)

las cuales expresan la Ley de los Cosenos.

Las tres relaciones que se acaban de deducir, son Utiles para hallar las
medidas de los angulos internos de un tridngulo conociendo las longitudes
de sus lados.

7.7.1 Triangulos Rectangulos

[7]

a

Y=90°= % radianes

Figura 7.22: Triangulo Rectangulo.
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Para resolver triangulos rectangulos es suficiente conocer la medida de un
angulo agudo y la longitud de un cateto, o bien la longitud de un cateto y
la longitud de la hipotenusa, o la longitud de sus catetos. Luego aplicamos
los teoremas mencionados segun corresponda, asi como las funciones
trigonométricas estudiadas en el capitulo 4.

Dado que uno de los angulos internos de un tridngulo rectangulo mide 90° y
de acuerdo al Teorema 7.3, los otros dos angulos son complementarios.

Asi mismo, si o y B son las medidas de los angulos complementarios de un
triangulo rectangulo, se verifica lo siguiente:

sen (o) = cos (P)
cos (o) = sen(B)
tan (o) = cot (P)
cot (o) = tan (P)
sec (o) = csc(P)
cse (o) = sec (B)

En ciertas aplicaciones, se utilizan los conceptos de angulo de elevacién y
angulo de depresion, los cuales se definen a continuacion.

Definicion 7.10 (Angulo de elevacion y angulo de depresion).

Horizontal
a) o. es angulo de elevacion b) B es dngulo de depresion

Figura 7.23: Angulos de elevacién y depresion.

Ejemplo 7.15 Resolucidon de Triangulos Rectangulos. .
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Ejemplo 7.16 Resolucidon de Tridangulos Rectangulos.

R AT e e e T eTEE I LA




Ejemplo 7.17 Resolucién de Tridngulos Rectangulos. Pr—
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Ejemplo 7.18 Resolucion de Tridngulos Rectangulos. Pr—




Ejemplo 7.19 Resolucién de Tridangulos Rectangulos. -

— 100m —————»
i— x —————pi¢100 — xP
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Ejemplo 7.20 Resolucidon de Tridngulos Rectangulos. —

i—— 100m ——pre—— x —p




7.7.2 Triangulos Acutangulos u Obtusangulos

Cuando se requieren resolver este tipo de tridngulos es conveniente aplicar
la Ley de los Senos o la Ley de los Cosenos.

La Ley de los Senos no es directamente aplicable cuando se conocen
Unicamente las longitudes de los tres lados de un tridangulo, ni tampoco
cuando se conocen las longitudes de dos de sus lados y la medida del angulo
comprendido entre ellos; en estos casos, se debe utilizar la Ley de los Cosenos.

Ejemplo 7.21 Resolucién de Tridngulos no Rectangulos.
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Ejemplo 7.22 Resolucién de Tridngulos no Rectangulos. -




150 millas
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Ejemplo 7.23 Resolucién de Tridngulos no Rectangulos. P




Ejemplo 7.24 Resolucion de Tridngulos no Rectangulos. P

Punto de observacion

Unidad de [ ¢———m— ¥ — ¥ — ¥ — — y ——————p|
Bomberos
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Ejemplo 7.25 Resolucién de Tridngulos no Rectangulos.




Ejemplo 7.26 Resolucién de Tridngulos no Rectangulos.




Capitulo 7

Geometria Plana
7.8 Cuadrilateros

Objetivos

Definicion 7.11 (Cuadrilatero)

Los cuadrilateros convexos tienen todas las medidas de sus angulos interiores
menores que 180°.

De acuerdo al paralelismo entre los lados, los cuadrilateros se clasifican en
paralelogramos, trapecios y trapezoides.

Paralelogramo

Es un cuadrilatero que tiene sus lados paralelos de dos en dos.

En todo paralelogramo los lados paralelos tienen la misma longitud.

Sus propiedades son:

En todo paralelogramo los angulos opuestos tienen la misma medida.

Cada diagonal divide a un paralelogramo en dos tridangulos congruentes.

Las diagonales de un paralelogramo se intersecan en su punto medio.
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Los paralelogramos mas utilizados son:

e Rectangulo: Paralelogramo en el cual todos los angulos son rectos.

e Cuadrado: Rectangulo en el cual todos los lados son congruentes.

e Rombo: Paralelogramo no rectangulo en el cual todos los lados son

congruentes.

e Romboide: Paralelogramo no rectangulo en el cual los lados paralelos,

son congruentes.

Es un cuadrilatero que tiene dos lados paralelos y los otros dos no paralelos. Los
lados paralelos se denominan bases del trapecio y la distancia perpendicular
entre ellos se denomina altura.

Trapecio

Si un trapecio tiene dos lados de igual longitud se denomina trapecio isésceles;
mientras que si tiene un angulo recto, se denomina trapecio rectangulo.

Trapecio Isosceles ‘ - Trapecio Rectédngulo

Trapezoide

Es aquel cuadrilatero que no tiene lados paralelos. Puede ser asimétrico o

simétrico.

Trapezoide Asimétrico Trapezoide Simétrico
“Deltoide”
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Ejemplo 7.27 Cuadrilateros.

Ejemplo 7.28 Semejanza de cuadrilateros.




7.9 Perimetro y area de un poligono

Objetivos

La construccién de casas proporciona varias aplicaciones sobre los conceptos
que se trataran en esta seccion. Para colocar el marco de una ventana se
necesita conocer el perimetro de la misma. Para pintar una pared, se
necesita conocer cuan extensa es su superficie, para describir dicha extension
se emplea un niumero real denominado area.

Definicion 7.12 (Perimetro de un poligono)

Si los poligonos p y ¢ son congruentes, entonces Per(p) = Per(q).

Superficie y area

La superficie, en una region limitada, es el conjunto de puntos del plano
encerrados por una figura geométrica plana simple. El area 4 es la medida
de tal superficie y expresa la extension de un cuerpo en dos dimensiones.

Histéricamente un “area” es una unidad de superficie antigua que equivale
a 100 metros cuadrados. Se sigue empleando con frecuencia su multiplo,
la hectarea y a veces su submultiplo, la centidrea, que equivale a un metro
cuadrado.
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La siguiente tabla contiene las expresiones para calcular el perimetro y el
area de los poligonos mas conocidos, en base a sus dimensiones.

Figura Geomeétrica | Representacion Perimetro Area

Cuadrado A =a?

a: lado Per=4a a2

d: diagonal A= 3
a

Rectangulo _

a, b: lados - Per=2(a+Db) A=ab

a

Triangulo a b

a, b, c: lados Per=a+b+c A:c-hc

h.: altura relativa a ¢ 2
c

Paralelogramo

a, b: lados Per=2(a+b) A=ah

h: altura

Rombo

a: lado _ dD

D, d: diagonales |4 Per=4a A=

mayor y menor /

Trapecio 4

a, c: bases _

h: altura -

Cuadro 7.2: Perimetro y Area de figuras geométricas.

Ejemplo 7.29 Area de la superficie de un tridngulo equildtero. .
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Ejemplo 7.30 Area de la superficie de un tridngulo. —
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Ejemplo 7.31 Triangulos. .




Ejemplo 7.32 Area de la superficie de cuadrildteros.
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Ejemplo 7.33 Cuadrilateros




Para figuras semejantes, se tiene que la relacion entre las areas es igual al
cuadrado de la relacién entre cualquiera de sus elementos lineales.

Fi~F,
o -l -]

Ejemplo 7.34 Semejanza de areas. e
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7.10 Circunferencia y circulo

Objetivos

Definicion 7.13 (Circunferencia y circulo)

‘ .
Circunferencia Circulo
17

Elementos de la circunferencia y el circulo

Respecto a la siguiente figura, se pueden observar los siguientes elementos
de una circunferencia y un circulo de centro O y radio r.
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L
Figura 7.24: Elementos de la circunferencia.

a) Radio (7): Es un segmento que une el centro de la circunferencia y un punto
cualquiera de ella, por ejemplo: OD, O4, OB. Luego, OD = OA = OB =r.

b) Cuerda: Es un segmento que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia,
por ejemplo EF .

c) Diametro (d): Es una cuerda que contiene al centro de la circunferencia. La
longitud del diametro d es el doble de la longitud del radio, es decir d = 2r, por
ejemplo: 4B.

d) Arco: Es una linea curva perteneciente a la circunferencia que une dos p@&os de
ella. Por ejemplo, si la cuerda une los puntos BD, el arco se denota por BD. Las
letras deben ser ordenadas en sentido de giro cth\rario al movimiento de las
manecillas del reloj. Iio\rlo tanto, la Iongt\ud del arco BD generalmente es diferente
a la longitud del arco DB. En este caso BD es el arco menor porque su longitud es
menor que la longitud de la mitad de una circunferencia y DB es el arco mayor
porque su longitud es mayor que la longitud de la mitad de una circunferencia.

e) Secante: Es una recta que interseca a la circunferencia en dos puntos diferentes,
por ejemplo, L;.

f) Tangente: Es una recta que interseca a la circunferencia en un solo punto. Por
ejemplo, L,. El punto de interseccion se llama punto de tangencia o de contacto.
En la figura, T es el punto de tangencia. Es de observar que el radio en el punto
T es perpendicular a la recta L,.

Ejemplo 7.35 Elementos de la Circunferencia. P
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Ejemplo 7.36 Elementos de la Circunferencia.

7
@




Angulos en la circunferencia

a) Angulo central: Es aquel cuyo vértice es el centro de la circunferencia y sus
lados estan sobre los radios, por ejemplo, el angulo x AOB de la figura.
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b) Angulo inscrito: Es aquel cuyo vértice pertenece a la circunferencia y sus
lados estan sobre las cuerdas (o secantes). Por ejemplo, el angulo ¥ ACB

de la figura.
B
C
A

c) Angulo interior: Es aquel que esta formado por la interseccién de dos
cuerdas cualesquiera, por ejemplo, el angulo ¥ DPC de la figura.

A C
D
B
d) Angulo exterior: Es aquel que esta formado por dos secantes (o tangentes,

0 una secante y una tangente) que parten de un mismo punto exterior a la
circunferencia, por ejemplo, el angulo x BPA de la figura.

B D P
C
A

e) Angulo semi-inscrito: Es aquel cuyo vértice pertenece a la circunferencia
y sus lados son una tangente y una cuerda, respectivamente. Por ejemplo,
el angulo ¥ APT de la figura.

P
T
A
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Dos circunferencias son congruentes si tienen radios de igual longitud.

Si P; y P, son extremos de un mismo didmetro, el segmento de recta P, P,
divide a la circunferencia y al circulo en dos semicircunferencias y semicirculos,
respectivamente.

Una propiedad muy util que relaciona el angulo central con el angulo inscrito
es: “la medida del angulo inscrito es la mitad de la medida del angulo central
para angulos que intersecan la circunferencia en los mismos puntos”.

Py

m(s Py P, Py) =5 m(5 P3O Py)

Ps

Figura 7.25: Relacion entre angulo central e inscrito.

Ejemplo 7.37 Angulos en la circunferencia. -
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Ejemplo 7.38 Angulos en la circunferencia. S




Ejemplo 7.39 Angulos en la circunferencia. S

Ejemplo 7.40 Angulos en la circunferencia. P




Capitulo 7

Geometria Plana

Ejemplo 7.41 Angulos en la circunferencia. pr—




Ejemplo 7.42 Angulo en la circunferencia.

7.11 Poligonos y circunferencias

Objetivos
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Definicion 7.14 (Poligono inscrito o circunscrito)

O ©

Poligono inscrito Poligono circunscrito

Una propiedad importante de los poligonos regulares es que siempre pueden

inscribirse en una circunferencia.
Lg
l . l

Li=\3r Li=\2r Le=r
(a) (b) (c)

Figura 7.26: Poligonos inscritos.

Tal como se puede observar, en la figura 7.26 (a), (b) y (c), L, y r representan
las longitudes de los lados de los poligonos y la longitud del radio de las
circunferencias circunscritas, respectivamente.

La apotema a, en un poligono regular de n lados es un segmento cuya
longitud es igual a la distancia perpendicular desde el centro del circulo
circunscrito hasta un lado del poligono. En las figuras (a), (b) y (c), a,=OP; v,

2r 3r

. _r _ _ .
es posible demostrar que a3 =5, a1="% Y as= "5 siendo r, en cada uno

de los casos, la longitud del radio de la circunferencia circunscrita.
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De manera andloga, los poligonos regulares pueden siempre circunscribirse a
una circunferencia.

L0

Ly;=23r Ly=2r Ly=2

Figura 7.27: Poligonos circunscritos.

3

Si tomamos una circunferencia y en ella inscribimos un poligono regular P de n
lados, para n finito, C — P,> 0, donde C es la longitud de la circunferencia y P, el
perimetro del poligono; a medida que n aumenta (n — ), la diferencia C— P, se
hace infima, es decir, P, — C. Esto serd expresado diciendo que C es el limite
de P, cuando n crece indefinidamente, lo cual se denota como:

lim P,=C ‘l

n—ao0

Ejemplo 7.43 Poligono circunscrito. Jpr—
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7.12 Figuras circulares

Objetivos

a) Sector circular: Es la regién del circulo comprendida entre dos radios y
el arco que subtienden.

A
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b) Segmento circular: Es la porcion del circulo comprendida entre una cuerda
y el arco correspondiente.

A B

c) Corona o anillo circular: Es la regién comprendida entre dos circulos
concéntricos (que tienen el mismo centro).

Ejemplo 7.44 Poligono circunscrito. J—

<——— conducto
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El area del circulo es el limite de las areas de los poligonos regulares inscritos
en la respectiva circunferencia.

lim A(Py) = A(circulo)

n—0

Si consideramos un poligono regular p de n lados, de perimetro Per y
apotema a, podemos descomponerlo en n tridngulos congruentes con base /
y altura a, de tal forma que:

n(la) _ (nh)a _ Per(p)a

2 2 2

A(poligono) =

(PERIMETRO)(APOTEMA)
2

A(poligono) =

Consideremos ahora un circulo de radio  y los poligonos regulares inscritos
y circunscritos a ese circulo. Si hacemos crecer el nimero de lados (n — ©),
las apotemas se aproximan al radio del circulo. Diremos entonces que el area
de la superficie circular es aproximadamente igual al area de la superficie
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de un poligono regular de nimero ilimitado de lados (n — ), esto es el
semiproducto de la medida del perimetro por la longitud del radio.

P

Py P,

Ps P
Py
PERIMETRO)(APOTEMA
Asi se obtendria que A(circulo) = ( 02)( © )
(2nr)r

A(cireulo) =

A(circulo) = nrz

Si 6 es la medida en radianes del angulo central de un sector circular,
establecemos una relacion de regla de 3 simple, a saber:

27 radianes nr?
0 radianes —————_ A (sector circular)

A

0

Por tanto: | A(sector circular) = ==, © se mide en radianes

Si 0 viene dado en grados sexagesimales:

A(sector circular) = 322(3
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El drea del segmento circular se obtiene como la diferencia entre las areas
del sector circular y del tridngulo correspondiente. De la figura anterior,
podemos deducir que:

A(segmento circular) = A(sector circular AOB) - A (triangulo AOB)

El drea del tridngulo 4AOB se puede calcular como% r*sen(0), con O expresado
en radianes. Asi:

A(segmento circular) = % 8- % 12 sen(0)

A(segmento circular) = % (0 — sen(0))

El drea de la corona circular se obtiene como la diferencia entre las areas de
los circulos concéntricos.

A(corona circular) = A(circulo de radio R) — A(circulo de radio r)

o

Ejemplo 7.45 Perimetro de figuras circulares. A

A(corona circular) = nR*— mr?

A(corona circular) = n(R?— %)




Ejemplo 7.46 Area relacionada con figuras circulares. .
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Ejemplo 7.47 Area de figuras circulares. -

Ejemplo 7.48 Area de una superficie sombreada. -




jemplo 7.49 Area de figuras circulares. S
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Ejemplo 7.50 Area de figuras en el plano.




Ejemplo 7.51 Semejanza de areas. pr—,
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Ejemplo 7.52 Area de figuras circulares.




Ejemplo 7.53 Area de figuras circulares.
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Ejemplo 7.54 Area de figuras circulares.




Ejemplo 7.55 Area de figuras circulares.
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Ejemplo 7.56 Area de figuras circulares.







