Introduccion

La geometria analitica es la rama de las matematicas que usa el algebra para
describir o analizar figuras geométricas. En un sistema de coordenadas cartesianas,
un punto del plano queda determinado por dos nimeros, que son su abscisa y
su ordenada, reciprocamente, a un par ordenado de nimeros corresponde un
Unico punto del plano. Consecuentemente, el sistema cartesiano establece una
correspondencia biunivoca entre un concepto geométrico, como es un punto del
plano; y un concepto algebraico, como es un par ordenado. Esta correspondencia
constituye el fundamento de la geometria analitica.

El razonamiento anterior es valido también para un punto en el espacio y una
terna ordenada de nimeros.

Lo novedoso de la geometria analitica es que permite representar figuras
geométricas mediante ecuaciones del tipo R(x, y) = 0, donde R representa
una relacién. Los problemas de la realidad fisica que nos rodea sobre el calculo
de distancias u otras mediciones, pueden ser resueltos gracias a la geometria
analitica; para el efecto, el sistema de referencia es muy importante y debe ser
elegido arbitrariamente siempre y cuando ayude a representar de la forma mas
sencilla posible las relaciones algebraicas.

En particular, las rectas pueden
expresarse Ccomo ecuaciones
polindmicas de dos variables (x, y)
de primer grado, por ejemplo:
2x + 6y =0; y el resto de cdnicas
como ecuaciones polindmicas de
segundo grado de dos variables
(x,¥), como es el caso de la
circunferencia, x> +)*—4=0. Este
hecho nofue visto con nitidez hasta
el desarrollo del algebra moderna

Adolf Fraenkel,

Ernst Zermelo, .. ,y .
matematico aleman | y de la logica matematica, entre matematico aleman

(1871-1953) (1891-1965)

finales del siglo XIX y principios




del siglo XX, cuando a partir de la axiomatica propuesta por los matematicos
alemanes Zermelo y Fraenkel, se pudo entender por qué la geometria de los
griegos puede desprenderse de sus enunciados y convertirse en el estudio de las
relaciones que existen entre polinomios de primer y segundo grado.

10.1 Rectas en el plano
Objetivos A

La recta es la linea mas corta que une dos puntos y constituye el lugar
geométrico de los puntos en el plano que estan en una misma direccion. Es
uno de los entes geométricos fundamentales, junto al punto y el plano. Tal
como se ha mencionado en este texto, estos conceptos son considerados
primitivos, o sea que no es posible definirlos en base a otros elementos ya
conocidos. Sin embargo, es posible elaborar definiciones de ellos, en base
a los siguientes postulados caracteristicos, que determinan relaciones entre
los entes fundamentales:

1. El punto es el inicio de todo.

2. Existen infinitos puntos e infinitas rectas.

3. Un punto pertenece a infinitas rectas.

4. Dos puntos determinan una Unica recta en el plano al cual pertenecen.
5. La recta determinada por dos puntos en un plano, pertenece al mismo plano.

Para continuar con el desarrollo del presente tema, ahora nos proponemos
analizar algunos conceptos relevantes.
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10.1.1 Distancia entre dos puntos

A partir del concepto de un punto como una pareja ordenada P(x, ), si se
conocen las coordenadas de dos puntos, se puede determinar la distancia
entre ellos midiendo la longitud del segmento de recta que los une. Por
ejemplo, si queremos saber cuanto ha recorrido la pelota lanzada desde
el punto 4 por un jardinero hasta la tercera base (punto B) en una cancha
de béisbol (véase la figura), esto sera posible si aplicamos el concepto de
distancia entre dichos puntos.

2
VRS

oy
R

A continuacion se describe el procedimiento para encontrar la longitud de un
segmento que no es paralelo a los ejes coordenados.

Si se desea encontrar E, podemos aplicar el
siguiente procedimiento.

Sea BC un segmento paralelo al eje horizontal y
o A2, 3) AC un segmento paralelo al eje vertical, entonces,
/ ’ BC=2—(=3)|=5y AC =3 - (-2)| =5.
Como ABC es un triangulo rectangulo, podemos
/ X aplicar el teorema de Pitagoras:
: [] AB’ =BC’ + AC
B(=3,-2)| C(2,-2) Por lo tanto:
AB” = (5) + (57
O bien:

AB =\25+25=5\2
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Para determinar la longitud de un segmento que es paralelo al eje vertical:

y

1B 15 y las coordenadas de 4 y B

x | 7B :|5 | son (x1, y1) Y (x1, 2), entonces
- AB =|y1-y|.

B2, -2) | y1= 2

— Si AB es paralelo al eje vertical
r(z, 3 | 4B =|3-(-2) g y

Para determinar la longitud de un segmento que es paralelo al eje horizontal:

y _
1B —|4-(-2)| Si AB es paralelo al eje
A(4. 1 — horizontal y las coordenadas

B(-2,1) (41| 4B =6
— — de Ay B son (x1, y1) y (X, y1),

< | 4B =6

entonces AB =|x;—x,|.

Definicion 10.1 (Distancia entre dos puntos)

En esta definicién, el orden en que se seleccionan los puntos no influye en el
valor de la distancia.

Ejemplo 10.1 Distancia entre dos puntos. -

Emplee la formula de la distancia entre dos puntos para determinar si
el AABC bosquejado en la figura, es isésceles.

Solucién:
Se empieza por determinar las longitudes de los tres lados.
y

B(8,7)
AB=\(-2-8)>+(0-7)* =149
BC=N0*+(7-(-2)* =81 .
oTe A2, 0))
AC=NC2-87+(0— (-2)F =104 : \

(8, -2)

No existen dos lados que tengan la misma longitud, por lo tanto, el
AABC no es tridangulo isosceles.
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Ejemplo 10.2 Distancia entre dos puntos.

y

B(0, 90)
(5

A(280, 20)

10.1.2 Punto medio de un segmento de recta

En la figura observe que los puntos (2, 1)
y (—2, L) equidistan de los extremos de
los segmentos a los cuales pertenecen

RS y @, respectivamente.

(23)

0(=2,3)

y

|R(O, 1) 5(4, 1)

21

P(-2,-2)
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Para el segmento horizontal RS, la abscisa del punto (2, 1) es la semisuma
de las abcisas de los extremos y la ordenada se mantiene. Para el segmento

vertical @, la ordenada del punto (—2,%) es la semisuma de las ordenadas

de los extremos y la abscisa se mantiene.
Este mismo concepto puede aplicarse para otros segmentos de recta.

Sean P (xy, y1) las coordenadas de un extremo y P, (x,, }») las coordenadas
del otro extremo, tal como se muestra en la siguiente figura.

Y
P2(53 3)

e

Py (-3,-2)

Con P (-3,-2) y P,(5, 3) se verifica que:

X1+XZ_—3+5_

2_21

i+ —2+3_l
2 2 2

Es decir, las coordenadas del punto M son (1, %), el cual equidista de P,y de P,.

A continuacion se enunciara y demostrara un teorema con el que se generaliza
este resultado.

Teorema 10.1 (Punto medio de un segmento de recta)
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Demostracion:
Como se analizara en la seccién 10.1.3, la ecuacién de la recta L que contiene
a los puntos Py(xy, y1) Y Pa(x2, 2) es:

y=yi= (ﬁ:yl)( x =)

/Pl
’

L/

Debido a que el punto M(X, )o) pertenece a la recta L, tenemos:

Yo—I1= (%)(Xo —X1)

syo=[ (2 w-w | +n M

Como M(xo, yo) es el punto medio entre Py y Ps:
d(Pla M) = d(Ma PZ)
Aplicando la definicion de distancia entre dos puntos, tenemos:
\/(xl - xo)2 + ()/1 _y())2 = \/(xz - x0)2 + (]/2 _yo)2
Elevando al cuadrado y transponiendo términos:

() = xo)2 —(x = xo)2 = —J/o)2 -0 —yo)2
Factorizando:

[Ge1 = x0) + (2 = x0)] [(x1 — X0) — (2 = x0)] = [(V2 — o) + ("1 = ¥0)] [("2 = ¥0) — (1 = 0)]

Simplificando:

[Ce1 +x2) = 2x0] (x1 = x2) = [(V1 +12) = 2v0] (2 —11)
Se reemplaza el valor de y, descrito por la ecuacion (1), y se obtiene:

(1426 = 2x0)051 =) = [ 01499~ 2322 o =) = 231 |02 3)

pag.791




///////—_\\\\\\\\\

A continuacién se despeja xg:
[2x) = (x1 +x2)]0, — x1) = [(Vl +1)— (x X )(xo - X)) — 2)’1]()’2 =)

[2x0 = (1 +x2)]00 —x1)* = [ +y2) (02 = X1) = 22 = y1)%o —X1) = 21 (2 =X )] (2 = 1)
25000 =x1)*= 00 +3) 00—x1)*= (12 +31) 02 =)0 =) =205 =) * 00— 1) =216 —x) 02 —1)
20631 +205 =) C0—x) =[02+11)02 =306 —x) 2102 =) —x)]+ (6 +0)0e—x )
20060 =x1)%+2x00 = 11)* = 2005 =)= [2 =100 —x) 0% + 31 = 2D+ 05 +x0) (0 —x)?
20[(e2 = X1+ (02 = Y] = (2= y) 62 = )2 = 31) + (01 + 202) (00— x1)* + 2012 — y1 )
2x0[ (2 = 12+ (72 = 121 = (12— Y1202 — X1) + (61 + X2) (02— x1)* + 2x1 (2= 31)°
2x0[ (2 = x1)*+ (2 = ¥1)?] = [(2=y1)2 (02— x1) + 22102 = y1)*] + (61 + %) (%2 — x1)?
2x0[ (2 = 12+ (72 = 121 = [(72 = ¥1)* (02— X1 + 2x)] + (X1 + x0)(v2 = x1)?

2x0[ (2 = 12+ (72 = 121 = (12— Y1201+ X2) + (61 + X2) (02— x1)?

2x0[ (2 = x1)*+ (72 = ¥1)*] = (X1 + x2)[(r2 = X1)* + (12— ¥1)*]

Simplificando el factor [(x, — x;)>+ (> — y1)?] de ambos miembros, se
tiene: 2xy = x; + Xx,.

X1 +XQ
2

Para encontrar Yo se reemplaza en (1):

(2= (Xitx
Yo= _(Xz—xl)( 2 xl)]+y1
i — x| +x,—2x
o= [+

[ (ya=yi\(X2—x1
Y= (Xz—xl)( 2 )]+y1

Luego, xg =

yo—y 2)’1 +7
Yo _» —y;' 21
Y1+ ; (x1+x2 J/1+y2)
=== oM ,
Yo 2 B 7

Con esto se demuestra que el punto M equidista de los extremos del segmento
P, P,.

Ejemplo 10.3 Punto medio de un segmento de recta. -

Si M es el punto medio de 4B, donde (-4, —2) son las coordenadas de
Ay (2, 1) son las coordenadas de M, determine las coordenadas de B.
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Solucion:

Sean (x,, )») las coordenadas B(%,. )

de B. Por el teorema 10.1,
—4+.X,'2 y1= —2+y2.

2=
2 2

Despejando se obtiene x, = 8§, A(=4,-2)

1, = 4. Las coordenadas de B
son (8, 4).

10.1.3 Ecuacion de la recta

Si tomamos un sistema de coordenadas en dos dimensiones, a cada punto
del plano le corresponden dos numeros reales o coordenadas x e y. Ocurre
ademas que con cada punto esta asociado un vector y solamente uno: aquel
que parte del origen y termina en el punto.

En base a los postulados que se mencionaron al inicio de esta seccion, una
recta se determina completamente por dos puntos distintos, es decir, dados
los puntos Pi(x;, 1) y Pa(x2, 1») que pertenecen a R?, existe una sola recta
que contiene a ambos.

Apoyandonos en el analisis vectorial, tomaremos un punto arbitrario P(x, y) € L
y su vector asociado respectivo V = (x, ), para luego establecer la relacién
necesaria entre dicho punto P con la recta L.

Tomando también la referencia de los puntos P, € L y P, € L, construimos los
vectores V, y V,, que nos serviran para calcular los vectores V,-V,y V-V,.

y

Po(x2, ) V-V,
v, ;(W)\//

\4 Pi(x1, y1)
V,




Con esta construccién vectorial podemos concluir que para que el punto
P(x, y) € L, es necesario y suficiente que el vector V-V, sea paralelo al
vector V, —V;:

P(x,y)e L=(V=V[[V,=-V))
Ademas, por la definicién de vectores paralelos dada en el capitulo anterior:
V=V |[V,=-V)=(V-V,=n(V,-V))
V-V, =w(V,- V)l =[(x —x1,y —y1) = L (xa = x1, 2 = y1)]

Con lo cual:
x=xp =W (xy—x1)
Yy=yi=U0n—y»)

El nimero 1 € R es un parametro que caracteriza al punto P, ya que para
distintos puntos en el plano, 1L toma diferentes valores. De aqui que estas
ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la recta.

Despejando algebraicamente este parametro L en las Ultimas ecuaciones,
tenemos que:

X—X _ V=0
Xo—=X1 V2=

Numéricamente, esta ecuacidn tiene sentido cuando x; #x;y ), # ).

Esta igualdad define una ecuacion que describe el conjunto de puntos
pertenecientes a la recta L, cuando se conocen las coordenadas de dos
puntos que pertenecen a ella, es decir:

P(x, GLE( X=X _ V=)
(x, ) Xy — X1 yz—y1}

Si se conocen las intersecciones con los ejes coordenados:

y
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Podemos considerar que la recta L contiene a los puntos Pi(a, 0) y P,(0, b).
De esta manera, tenemos que:

P(x,y) e LE(’(;:Z :%)

Esto es:

P(x,y) e LE(—%+1=%)

Finalmente:

P(x,y) € LE(%+X=1)

Esta ultima ecuacidon se denomina forma simétrica de la ecuacion de la recta.

-, . iy X=X — V1
En la expresion que se dedujo para la ecuacion de la recta: _ XY ,
Xo=X1 V2=

ndmeros xy, y1, X, € ¥, son las coordenadas de los puntos dados P, y P,, por lo
tanto, puede transformarse en:

los

N — ——

P(x,y)e L=((y—y)x—x1) = (2= x)(y — 1)
Px,y)e L=((y2—yDx—(2—x)y—(»2—y)x1+2—x) y1=0)

Si reemplazamos:

Y2=)1=a
—(x—x)=b

—(m=y)x+x—x)yi=c

Podemos escribir:
P(x,y)e L=ax+by+c=0, a b, celR
La cual representa la ecuacion general de una recta en el plano.

Ya que: (2 —y)(x —x1) = (2 —x)(y —y1)

Y reemplazando los valores de a y b, se tiene:

a(x —x;) ==b(y —y1)

a(x—x))+b(y—y1)=0
Recordando que V-V, = (x —x;,y — ;) es un vector paralelo en la direccién
de la recta L, y considerando el vector n = (a, b), puede observarse que la

ultima expresion es:
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Esto es:
ne(V-v)=0=mL(V-V))

Con este analisis, podemos concluir que el vector n = (a, b) es ortogonal a la
recta L y se lo denomina vector normal a la recta.

y

Otra forma de definir una recta es conociendo su interseccién con el eje Yy
la direccién que forma con el semieje X positivo.

Si queremos determinar la ecuacidn de la recta que interseca el eje Y a
una distancia b del origen y forma un angulo de medida ¢ con la direccion
positiva del eje X, se debe determinar las coordenadas del vector normal
unitario n.

Y
L
n
b
0
¢ RYES

El vector n es normal a la recta, la cual forma un angulo de medida ¢ con
el eje X. 0 es la medida del angulo que forma n con el semieje X positivo,

cuya medida es 0 = % + @ . Las coordenadas de este vector son:
n = (cos(0), sen(0)).
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Puesto que:
cos(0) = cos (% + (p) =—sen(Q)
_ ol _
sen(0) = sen (2 + (p) = cos(9)
Luego:

n = (— sen(Q), cos(®))

De esta manera, la ecuacion de la recta L es:

(—sen(@))x + (cos(9))y+c=0
Para encontrar el valor ¢, se conoce que P(0, b) eL:
— (sen(9))(0) + (cos(9))(b) + ¢ =0

Entonces:
¢ =—bcos(9)

Finalmente:
(= sen(@))x + (cos(9))y — b cos(9) =0

Si cos(@) # 0, podemos dividir por este factor:

_ sen(9) o
co5(0) x+y—-b=0
O también:
_ sen(Q)
Y= cos(Q) x+b

P(x,y)elL=y=(tan(¢)) x+b

Esta expresion representa la ecuaciéon de una recta, cuando se conoce la
medida del angulo ¢ que forma con respecto a la direccién positiva del eje X,
y que interseca el eje Y a una distancia b del origen.

Cuando tan(®) no esta definida, la recta es paralela al eje Yy su ecuacién es
de laformax =k, keR.
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10.1.4 Pendiente de una recta

La tangente del angulo que una recta forma con la direccion positiva del eje X se
denomina pendiente de la recta, la cual puede denotarse por m = tan(¢).

La pendiente de una recta o de

un segmento puede considerarse

elevacion , tal como Elevacion
avance

aparece en la figura.

como la razén

Avance
Y Yy
(_27 4)
6y, G
s L) sy
e X S X X
5 -2
_2 _4 __ _3
m=- m= 5= 2 m=7y

En general, la pendiente de una recta esta determinada por el cambio en la
distancia vertical ( y; —),), dividida entre el cambio en la distancia horizontal

(x1 = x2).
Y
Py (xlayl)
Py [} nion
~— —
X1 — Xy P

Definicion 10.2 (Pendiente de una recta)
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Siy1=),, su pendiente es cero. Si x| =x;, la pendiente de la recta usualmente
se denota por el simbolo “«” y se dice que es infinita; o no es un nimero,
es una forma de decir que no esta definida.

Los ejemplos siguientes muestran que la pendiente de una recta puede ser
positiva, negativa, cero o infinita.

Recta con pendiente positiva Recta con pendiente negativa

y 1
(5,2)

/ (E‘N
X
/'(4) *

_2-(¢DH _3 _4-(2)_ 2
M=5(=3) "8 M="3-6 =73
Recta con pendiente cero Recta con pendiente infinita

y y
1(2,3)
X
3. 2) 5. 22) 1=
_2-(2)_0_ _3-CDH_4
5-(3) 8 m="3_570
Si es paralela al eje X, m =0. Si es paralela al eje Y, m = .

Una recta paralela al eje X se representa de la forma y =k, donde k es una
constante real. Su interpretacion practica esta en el hecho que la variable y
no varia si la variable x cambia. Esta situacidon se presenta, por ejemplo, en
un movil con velocidad constante en el plano Velocidad vs. Tiempo.
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Una recta paralela al eje Y, se representa de la forma x = &, donde k es una
constante real. Su interpretacion practica esta en el hecho que la variable x no
varia si la variable y cambia. Una situacion que refleja este comportamiento
es la demanda de combustible en el plano Precio vs. Cantidad.

Para encontrar la ecuacion de la recta de pendiente m que contiene al punto
Py (xo, o), partimos de las coordenadas de su vector normal unitario.

Y

0

N

n = (=sen(@), cos(9))
La ecuacidén de la recta buscada sera del tipo:

(=sen(@))x + (cos(@))y +c=0

Si suponemos que cos(¢) # 0, podemos escribir:

C

~t +y+ =0
(tan(@)x-+ v+
O también:
y=mx+b
Y asi:
b =yy—mx
Finalmente:

P(x,y) €L =y —yo=m(x — xo)
Esta expresion se conoce como ecuacion de la recta punto-pendiente.

Cabe recordar que la forma y =mx + b es equivalente a la forma y = (fan(¢))x + b,
obtenida anteriormente, por lo que m es la tangente del angulo de medida @
que la recta forma con el semieje X positivo.

También es cierto que toda recta en el plano se representa por una ecuacion
general del tipo ax + by + ¢ =0 y viceversa.

Despejando y se obtiene y =— %x — %, por lo que m =— %, cuando b #0.
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Ejemplo 10.4 Ecuacién de una recta. P

Ejemplo 10.5 Ecuacién de una recta. S




Ejemplo 10.6 Pendiente e intersecciones de una recta. S
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Si al mismo tiempo consideramos dos rectas en el plano, solamente una de
las siguientes situaciones ha de ocurrir:

Y

L,
Ly

y

Y




MM

En el caso (a) las rectas L; y L, se conocen como paralelas; el caso (b)
presenta rectas L;y L,, que son coincidentes; el caso (c) presenta rectas
L,y L,, secantes.

Ahora queremos determinar en cada caso, qué relaciones hay entre los
coeficientes de las ecuaciones de las rectas L; y L,.

Px,y)eLi=(a;x+by+c=0)
P(x,y)el,=(ayx+ byy+c,=0)

Empecemos por el caso (a); si n; =(ay, b;) es el vector normal a L, y my=(ay, by),

el vector normal a L,y ademés sabemos que si L; || L,, se debe cumplir que
ny || ny:

(ny [ my) = (n; = uny)

Es decir:
(a1 = Hay) A (b = uby)

En otras palabras, dos rectas L; y L, son paralelas, si y sélo si los coeficientes
de las variables x, y, en sus ecuaciones algebraicas, son respectivamente
proporcionales:

a_ by _
a by H
a, ap ap a)
Con esto se deduce que —= -+, or tanto, ——=—-—=.
T "0y VP b b

De la ecuacién general de una recta se sabe que m es igual a — 2 por lo
tanto, se demuestra que m; = m,, es decir, que las pendientes de dos rectas
paralelas son iguales.

Si, a mas de esto, se cumple que:

1

P

(&)

tendremos el caso (b), Yy ambas rectas serdn coincidentes, es decir,
describiran la misma recta.

Teorema 10.2 (Pendiente de rectas paralelas)

Las pendientes de dos rectas paralelas entre si tienen el mismo valor.

En el caso (c) se dan algunas situaciones de interés, como el angulo que
forman las dos rectas al intersecarse y el punto en el que se intersecan.
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La medida del angulo @, formado por las rectas L, y L, (o su suplemento),
puede calcularse mediante el siguiente procedimiento:

y

En primer lugar, conviene observar que los vectores normales n; y n, deben
formar entre si el mismo dngulo de medida ¢ (o su suplemento), si n;=(ay, b;)

y o= (az, by):
ny e 1y = [y {nof cos(e)

n1 ° n2
COS =
=i ]

nen
© = arccos (—)
[ ]| [

Las coordenadas del punto de interseccidon Py(xo, vo) de las rectas L, y L, se
obtienen construyendo el siguiente S.E.L.:

apxop+ b1y0+ Cc|= 0

((Po(x0, yo) € L) A ((Po(xo, yo) € Lo) = {
arxo+ b2y0 +cy= 0

El problema geométrico de determinar el punto de interseccién de L,y L,es
equivalente al problema algebraico de encontrar las soluciones del S.E.L.

Para el caso de rectas secantes, el sistema es consistente y tendra como
solucién unica el par ordenado (xg, Vo)-

En el caso de dos rectas paralelas no coincidentes, el sistema es inconsistente,
y para el caso de rectas coincidentes, el sistema es consistente pero tendra
infinitas soluciones.
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Cuando las rectas son secantes, puede ocurrir que L; 1 L,, en este caso
determinaremos la relacidén que existe entre las pendientes m;y m,.

P, y)e Li=(y=mx+b)=(mx-y+b =0)
P@,y)e Ly=(y=myx+by)=(myx—y+b,=0)

L, tiene el vector normal n; = (m, —1).
L, en cambio, tiene n, = (m,,—1).
Por condiciéon, Ly 1 L,, y asi:
(LiLLy)= (n;Lny) = (n;eny=0)

l’l’lll’l’lz'|‘1=0:>l’l’11=—n/lL
2

Teorema 10.3 (Pendiente de rectas perpendiculares)

El producto de las pendientes de dos rectas perpendiculares entre si
es —1.

Ejemplo 10.7 Rectas en el plano. .

Sean las rectas cuyas ecuaciones son:

Li:2x—y+3=0
Ly:x+2y—-2=0

Determine la medida del angulo de interseccion de lasrectas L; y L, y
las coordenadas del punto de interseccion.

Solucién:

El vector normal a la recta L, es n; =(2,—1), y el normal a la recta L, es
n, =(1,2)

(memy) 0
| [

Puesto que cos(9) =0, ¢ = % y las rectas L; y L, son perpendiculares, a

cos(@) =

fin de encontrar las coordenadas del punto Py(xy, 1), resolvamos el S.E.L.:

2XO—yo+3:0
x0+2y0_2:0

De la primera ecuacién del sistema se puede concluir que y, = 2x, + 3.
Utilizando esta informacion en la segunda ecuacion.
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10.1.5 Distancia de un punto a una recta

y

Supongamos que —(Py(xg, yo)€ L), en donde (P(x, y)eL) = (ax + by + ¢ = 0),
nos proponemos encontrar la minima distancia del punto P, a la recta L,
denotada por d(Py, L).

Conviene recalcar que la distancia d(P,, L) siempre es positiva. Ademas, esta
distancia se mide perpendicularmente a la recta.

Una opcidn para resolver este problema seria construir una recta perpendicular
L, aladada que contenga el punto Py(xy, )y), Y calcular el punto de interseccion
con la recta. La distancia buscada se encontraria como la distancia entre los
puntos P,y el punto de interseccion de ambas rectas. No es dificil imaginar
que este procedimiento no es muy eficiente.

N\

Y

Py(xo, yo)

T
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Otra opcién para el célculo de esta distancia, respaldada en el analisis
vectorial, seria construir un vector normal n, a la recta L. Desde un punto
perteneciente a L, se construye el vector caracterizado por el recorrido
V = PP,. La distancia buscada sera el valor absoluto de la proyeccién
escalar del vector V sobre el vector n.

Siendo el vector V= (xo—x, yo—») Yy n = (a, b).
La proyeccion escalar de V sobre el vector n esta dada por:

Proy,V =
Yor = ]]

_ (xo—x,y0—y) *(a, D)

Na? + b?

_axg + byy— (ax + by)

Na? + b?

+ by +
Proy,V = Xo T byoT C
Na? + b?
Como la distancia d(P,, L) siempre es positiva:

|laxo + byo+ |

Na? + b?

d(Po, L) =
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Ejemplo 10.8 Distancia de un punto a una recta. S

Ejemplo 10.9 Distancia de un punto a una recta. P




X

Ejemplo 10.10 Ecuacién de una recta. -
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10.2 Secciones conicas
Objetivos A




En el libro “Cdnicas”, de Apolonio de Perga, se estudian las figuras que pueden
obtenerse al intersecar un bicono con diversos planos. Previo a este trabajo,
existian estudios elementales sobre determinadas intersecciones de planos
perpendiculares a las generatrices de un cono, obteniéndose circunferencias,
elipses, parabolas o hipérbolas, seguin el angulo superior del cono fuese
agudo, recto u obtuso.

Si bien no disponia de la geometria analitica todavia, Apolonio hace un
tratamiento de las mismas que se aproxima mucho a aquella. Los resultados
obtenidos por él fueron los Unicos que existieron hasta que Fermat y
Descartes, en una de las primeras aplicaciones de la geometria analitica,
retomaron el problema, haciendo siempre la salvedad de que no manejaban
coordenadas negativas, con las restricciones que esto impone.

Las figuras que se van a estudiar son la circunferencia, la parabola, la elipse
y la hipérbola, todas ellas conocidas con el nombre genérico de cdénicas, pues
todas ellas se pueden obtener como interseccion de una superficie conica
con un plano.

| circunferencia | | pardbola | | elipse | | hipérbola |

La importancia fundamental de las cénicas radica en su constante aparicion
en situaciones reales:

La trayectoria que describe cualquier moévil que es lanzado con una cierta
velocidad inicial, que no sea vertical, se puede considerar una parabola. Esto
no es realmente exacto, ya que la gravedad no es constante: depende de la
distancia del punto al centro de la Tierra. En realidad, la curva que describe
el movil (si se ignora el rozamiento del aire), es una elipse que tiene uno de
sus focos en el centro de la Tierra.

La primera ley de Kepler sobre el movimiento de los planetas dice que éstos
siguen orbitas elipticas, en uno de cuyos focos se encuentra el Sol. Es muy
posible que Newton no hubiese podido descubrir su famosa ley de la gravitacion
universal de no haber conocido ampliamente la geometria de las elipses.

En el Sistema de Navegacion de Largo Alcance (LORAN por sus siglas en
inglés), una estacion principal de radio y una estacidn secundaria emiten
sefiales que pueden ser recibidas por un barco en el mar. Aunque un barco
reciba siempre las dos sefiales, por lo regular se halla mas cerca de una
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de las dos estaciones y, por lo tanto, hay cierta diferencia en las distancias
gue recorren las dos sefales, lo cual se traduce en una pequefia diferencia
de tiempo entre las sefales registradas. Mientras la diferencia de tiempo
permanezca constante, la diferencia de las dos distancias también sera
constante. Si el barco sigue una ruta que mantenga fija la diferencia de
tiempo, seguira la trayectoria de una hipérbola, cuyos focos estan localizados
en las posiciones de las dos estaciones de radio.

10.2.1 Circunferencia

Definicién 10.3 (Circunferencia)

Considérese la circunferencia centrada en O(%, k) y de longitud de radio r. La
condicién para que un punto P(x, y) pertenezca a la misma es:

dO,P)=r
Es decir:
NCe= 1)+ (y = kY =r
(x=hy+(y—kP=r (a)

Si el centro de la circunferencia es el origen de coordenadas (0, 0), la forma
canonica de la ecuacidn de la circunferencia es:

x2+y?=r?
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|' Forma general de la ecuacion de una circunferencia ||

Desarrollando la expresion (a), se obtiene:
x?=2hx+ W +y*=2ky + k> = r?
X2+ = 2hx = 2ky+ h* + kK> —r*=0

Considerando que los coeficientes de los términos cuadraticos son iguales,
se los puede agrupar con un factor comun A y obtener:

A?*+y)+Dx+ Ey+ F=0; A,D,E,F e R; (4 = 0)
En la cual se ha denominado D = —2h, E=-2ky F=h>+k>— >
De aqui se deduce que, una condicidon necesaria para gque una ecuacion
cuadratica represente una circunferencia, es que los coeficientes de x* y y?

sean iguales.

Ejemplo 10.11 Ecuacién de una circunferencia. -

Determine la ecuacion general de la circunferencia centrada en el punto
0(5,-2) y cuya longitud del radio es 3.

Solucién:

La distancia de P(x, y) al punto O(5, -2) es r = 3.

Para que el punto pertenezca a la circunferencia, se ha de verificar:
(x=52+(y+2*=9

xX2=10x+25+y*+4y+4=9

X2+3y?=10x+4y+20=0

Ejemplo 10.12 Ecuacién de una circunferencia. -

Determine la ecuacion general de la circunferencia de centro O(1, 1) y
que contiene al punto P(-2, 3).



Capitulo 10
Geometria Analitica

Ejemplo 10.13 Ecuacidén de una circunferencia.




Ejemplo 10.14 Ecuacién de una circunferencia. S
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La ecuacion de una circunferencia con centro en O(h, k) y longitud de radio
res: (@ +)y>)+Dx+Ey+F=0,donde D=-2h, E=-2ky F=h>+k —r.

A partir de estos datos, se obtienen los siguientes resultados:

E
2
r2=h2+k2—F=(—%)2+(—£)2—F=—D2+€2_4F

[\

2
Si W< 0, ha de interpretarse que no existe tal circunferencia y se
dird, en este caso, que se trata de una circunferencia imaginaria.

2 _
Si W= 0, ha de interpretarse que no existe tal circunferencia y en

este caso, la ecuacién representa un punto con coordenadas (4, k).
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Ejemplo 10.15 Ecuacién de una circunferencia. S

Otra forma de reconocer que la circunferencia existe y determinar las
coordenadas del centro Oy la longitud r del radio, es conociendo su ecuacion
general y completando el trinomio cuadrado perfecto en las variables x e y.
Si la circunferencia existe, la suma de los cuadrados de los binomios que se
forman debe ser positiva, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.16 Reconocimiento de una circunferencia.




En este caso, la circunferencia existe, la longitud de su radio es r, y
su centro es el punto O.

b) (x* —4x) + (y*+ 6y) =-16
(P—dx+dD+(*+6y+9)=-16+4+9
(x—22+(y+3)2=-3

En este caso, la circunferencia no existe.

C) (x*+ 10x) + (1> —8y)=—41
(x> +10x+25)+ (> -8y +16)=—41+25+16
(x+5P+(y-4P=0

En este caso, la ecuacidn representa un punto cuyas coordenadas
son (=5, 4).

En la siguiente grafica se encuentran representados los literales a) y c).

||Ecuaci6n de la recta tangente a una circunferencia ||

Un punto P puede pertenecer o no a la circunferencia, por lo tanto, se pueden
dar las siguientes situaciones:

e Si el punto P pertenece a la circunferencia, existe una recta tangente. El
radio es perpendicular a esta recta en dicho punto.

e Sj el punto P es exterior al circulo, existen dos rectas tangentes. El centro
del circulo equidista de dichas rectas en los puntos de tangencia.

e Si el punto P es interior al circulo, no existe la posibilidad de definir una
recta tangente.



Ejemplo 10.17 Ecuacion de la recta tangente a una circunferencia. -

Determine la ecuaciéon de las rectas tangentes a la circunferencia
x*+y%—2x+ 3y — 18 =0, si dichas rectas contienen los puntos:

a) (2,3)

b) (5, 5)

c) (1, 1)

Solucién:

Se comprueba si los puntos pertenecen o no a la circunferencia:
a)(2,3):22+32-4+9-18=0= (2, 3), pertenece a la circunferencia.
b) (5,5):5°+5>—10+15-18=37>0= (5, 5), es exterior al circulo.
o)1, 1):12+12-2+3-18=-15<0= (1, 1), es interior al circulo.

Segun este analisis, habra una recta tangente a la circunferencia que
contiene el punto (2, 3), dos rectas tangentes que contienen el punto
(5,5), y ninguna en (1, 1).

a) Recta tangente a la circunferencia en el punto (2, 3):

Se ha de encontrar la ecuacién de una recta que contenga a (2,3) y
sea perpendicular al radio que contiene a este punto.

Centro de la circunferencia:

ot5-5)-(.-3

La recta que contiene al radio, contiene a los puntos (2,3) y (1, - %), y
su pendiente es:

_3_
27 o
1-2 2
La pendiente de la recta tangente es:
o1 __1__2
m=—_ = 9°779
2

La ecuacidn punto-pendiente de la recta tangente es: y—3 =—% (x—2).

b) Rectas tangentes a la circunferencia que contienen el punto (5, 5):

En el caso del punto (5, 5) hay que encontrar las ecuaciones de las
rectas que, conteniendo a éste, su distancia al centro sea igual a la
longitud del radio.

Calculamos la longitud del radio:

D>+ E2—4F (=2’ + (3’ - 4(-18) 85
= i =\/ 4 V4
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Ejemplo 10.18 Ecuacién de una circunferencia. p—
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Ejemplo 10.19 Ecuacién de una circunferencia. A
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Ejemplo 10.20 Circunferencia y recta tangente.
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Ejemplo 10.21 Circunferencia y triangulo. S
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Ejemplo 10.22 Circunferencia y funciones trigonométricas_
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Ejemplo 10.23 Inecuadiones que induyen circunferendia y nimeros complejos. pa
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Ejemplo 10.24 Lugares geométricos. P




156 789 1'0}{1'21'31'41'51'61 1819202122

0(33—2,—2

Ejemplo 10.25 Circunferencia y volumen de un sélido de revoluci(’)n-

<

\vww%wq\.wp

— > X
345 6 7 8 910111213
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Ejemplo 10.26 Circunferencia y volumen de un sélido de revolucién_
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Ejemplo 10.27 Demostracion de Teorema. p—
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10.2.2 Parabola

En el capitulo de funciones de variable real, se presentd la grafica de la
funcion f(x) = ax® + bx + ¢ como una parabola, cuyo vértice y eje de simetria
pueden obtenerse de la ecuaciéon en forma candnica de f. Las pardbolas
estudiadas en ese capitulo tenian eje de simetria vertical, no obstante,
la parabola también puede tener eje de simetria horizontal, en cuyo caso
no representa una funcién de y en x, pero si una relaciéon entre estas dos
variables. En esta seccion se estudiaran las parabolas con ejes de simetria
vertical y horizontal de una forma mas amplia, de acuerdo a la definicidon que
se dara a continuacién.

Definicion 10.4 (Parabola)

Directriz

Dada una parabola, se denomina eje de simetria a la recta que contiene
al foco y es perpendicular a la recta directriz. Se denomina vértice de la
parabola al punto donde ésta cambia su monotonia.

La distancia entre el vértice y el foco de una parabola recibe el nombre de
parametro de la pardbola (suele denotarse por p). El segmento de recta
perpendicular al eje de simetria que une dos puntos de la parabola y que
incluye al foco, se denomina lado recto y su longitud es 4p.

Se supondra que el vértice es el origen de coordenadas y que el foco se
encuentra en el semieje positivo de las ordenadas.

En este caso, la directriz es una recta horizontal L de ecuacién y=—p, o sea,
y+p=0.
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Dado un punto P(x, y) del plano, su distancia al foco F, (0, p) es
d(P, Fo) = \x*+(y—p)*.
La distancia del punto P a la recta directriz es d(P,L)=|y +p|.

La condicidn para que el punto P pertenezca a la parabola, es que ambas
distancias coincidan:

N2+ (y—py=|y+p|

Elevando al cuadrado:
¥+ (y—-p)=(y+p)
X4y =2py+pP=yi+2py +p?
x> =2py =2py

La ecuacidén de esta parabola, con vértice en el origen de coordenadas V' (0, 0)
y foco en el punto F (0, p), es:

x? =4py

Basandose en la deduccion realizada, existen otros tres casos elementales
de parabolas:

= Si el eje de simetria es vertical y el foco esta en el semieje negativo de
las ordenadas F;, (0, —p), la ecuacioén es:

x*=—4py
* Si el eje de simetria es horizontal y el foco estéd en el semieje positivo
de las abcisas F; ( p, 0), la ecuacioén es:

y*=4px

= Si el eje de simetria es horizontal y el foco esta en el semieje negativo
de las abcisas F{, (—p, 0), la ecuacion es:

V?=—4px
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Si el vértice de una parabola se encuentra en un punto V(A, k), considere:

Coordenadas

del foco

Fo(h, k+p)

Recta
directriz

Ly=k—-p

Forma canénica

(= hyP=4p(y - B)

Grafica

L:y=k—p

\% p)
V(h, k)
X

FO(ha k_p)

Ly=k+p

(8= P =—4p(y =k

Yo Liy=k+p

/

V(h, k)

-p)

X

\

FO(h +p9 k)

L:x=h-—p

(y—k)*=4p(x - h)

L:x=h—-p

]

/

Fo(h+p, k)

V(h, %

\ x

Fo(h—p, k)

L:x=h+p

(y= k== 4p(x—h)

y

g o=

V(h

h+p

7

(8
VATt

ES
~+

Se puede resumir que la variable con término cuadratico determina la
direccion del eje de simetria de la parabola, y el signo del término lineal
determina la direccién de la concavidad.



|| Forma general de la ecuacién de una parabola ||

Dada una ecuacién de los tipos Ax > +Dx+Ey+F=00 By2 +Dx+Ey+F=0;
donde 4, B, D, E, F eR y ademas 4, E'y B, D deben ser diferentes de cero
respectivamente, siempre es posible reducirla a la forma candnica de una
parabola. Para ello, se completa un trinomio cuadrado perfecto en la variable con
término cuadratico y se manipula adecuadamente el otro miembro de la ecuacion.

Ejemplo 10.28 Ecuacién de una parabola. Jpr—

Determine la forma candnica de la ecuacion de la parabola 2 x2+8x+3y—5=0.
Encuentre su vértice, su foco y la ecuacién de su recta directriz.

Solucion:

Puesto que la ecuacién dada tiene un término en x?, habra que
transformarla en una del tipo (x — 4)> =+ 4p( y — k)

2x>+8x+3y—-5=0

2x>+8x =-3y+5

2(x+4x) = -3y +5
(x? + 4x) =—%y+%
> __3..5
(x+2)y = 2y+2+4
> __3.,.13
x+2)y = 2y+2
> __3(,_13
x+2)y = 2(y 3)
Por lo tanto,

Vh, k) = V(—z, 13—3) yp=2

Se trata de una parabola con eje de simetria vertical y concava hacia abajo.

Para hallar las coordenadas del foco se le resta el parametro p a la
ordenada del vértice:

A2, 3-3)=ro(-2,2)

Puesto que el eje de simetria es vertical, la recta directriz es horizontal, y su
ordenada se obtiene sumandole el parametro p a la ordenada del vértice:



Ejemplo 10.29 Ecuacién de una parabola. o
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Ejemplo 10.30 Ecuacién de una parabola. -




Ejemplo 10.31 Ecuacién de una parabola. -
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Ejemplo 10.32 Ecuacién de una parabola. -
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Ejemplo 10.33 Sistema de inecuaciones no lineales. S

Dado el siguiente sistema de inecuaciones no lineales, determine
su solucidn:

¥ —4x=0
Y +4x-16<0
x>0

Solucién:

Trabajamos con la primera inecuacion tomandola como ecuacion, asi:
2
y =4x=0

Del andlisis de esta expresion, observamos que se la puede comparar
con la ecuacion de una parabola de la forma:

(y— k) =4p(x —h)
En base a las comparaciones realizadas, tenemos:
y? =4x
Vo,0)y p=1

Luego, trabajamos con la segunda inecuacién tomandola también como
ecuacién y comparandola con la parabola de la forma (y —k)> =—4p(x — h),
tenemos:

yY=—4x+16
P = ax—4)

Por lo tanto, V(4, 0), p =1 y sera céncava hacia la izquierda.
Se determina la region definida por la primera desigualdad despejando x:

4x < y?

)cS%y2

Se determina la region definida por la segunda desigualdad, despejando
asi mismo x.
4x<-)*+16
r< -+ 16

Con este analisis, procedemos a graficar las curvas y a sombrear las

regiones dadas por las inecuaciones. Asi:
2

Y ., . -
Como 4x <y?, x < Py sombrearemos la region que incluye a la conica
y a toda la region a la izquierda de ella.
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10.2.3 Elipse

Definicion 10.5 (Elipse)

El valor constante al cual se hace referencia en la definicidon es 2a y corresponde
a la longitud del eje mayor de la elipse, y la distancia entre los focos es 2c.
Los valores a y ¢ se denominan semieje mayor y semidistancia focal,
respectivamente. El punto medio entre los dos focos se denomina centro de
la elipse de coordenadas O(h, k).

Se denominan vértices de la elipse a los puntos V| y V, que se encuentran
a una distancia a del centro de la elipse. Estos puntos pertenecen a la elipse
y geométricamente se puede apreciar que son los puntos mas distantes de
su centro.

El segmento de recta perpendicular al eje mayor, que une dos puntos de la
elipse y que incluye a uno de los focos, se denomina lado recto y su longitud

2
es %, siendo b la longitud del semieje menor de la elipse.

El valore= %, que esta comprendido entre O y 1, se denomina excentricidad
de la elipse.

Denominando 2b a la longitud del eje menor, P al vértice superior ubicado
sobre el centro de la elipse, F|, y F), a los focos de la elipse, por el teorema
de Pitagoras tenemos:

PF, =\b? + 2
PF, =\b* +¢?
Por definicion de elipse,

PF, + PF, =2a
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R+ R+ VN2 + 2 =2a =2 Vb2 + 2 =2a

=\ +ct=a=b*+P=a*>=b*=a*>—?
= b=\a> - ?

Esta es la distancia » denominada longitud del semieje menor.

La ecuacién de una elipse centrada en el origen y con focos en F(—c, 0) y
F5 (¢, 0), se puede obtener aplicando la definicion:

d(P,F))+d(P, F,) =2a
\/(x +c)+(y)? + \/(x -+ (y)? =2a D
Va+e2+ ()2 —VNa—c2+ (32 =/ (11)

Multiplicando las expresiones (I) y (II):

N+ +( ) - (= + (7 ) =2af

(x> +2xc+ A2 +)?) — (X2 = 2xc + 2+ %) =2af
X2+ 2xe+ A +y*— x>+ 2xc — ¢? —y* = 2af

4xc =2af
_ 2xc

f_a

Reemplazando f'en (II) y sumando las expresiones (I) y (II):
2N(x+ ) + () =2a +—22C

Simplificando y elevando al cuadrado:

2.2
(x+ ) +y?=a?+ 2xc + 5~
a

2 2., .2 2 x?c?
X +2xc+cty =a +2xc+——
a
2.2
2 _X°¢C _ 22
X p +y2—a c
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Resolviendo y dividiendo la expresién por a” — ¢?:

2 2
ot =1
a  a*-c

Reemplazando a? — ¢? por b?, tenemos:

2 2
X
=+
a

=1

25

[ Ecuacién de una elipse con ejes paralelos a los ejes de coordenadas ||

Siuna elipse tiene sus ejes mayor y menor paralelos a los ejes de coordenadas,
y su centro en el punto O(h, k), se pueden dar los siguientes casos:

= Eje mayor horizontal: Y
Fi(h—c, k) Fy(h+c, k)

ot 0ot ST
P b2 Vith — allk) - Vo(h + a, k)

Los vértices son los puntos de la forma (k& % a, k) y los focos son de la
forma (h ¢, k).

X

= Eje mayor vertical:
Vih, k+ a)
_ 2 AV Fi(h, k+c)
(kP , G=m? _,
a b?
)
Fz(h, k— C)
Vy(h, k—a) X

Los vértices son los puntos de la forma (4, k £ a) y los focos son de la
forma (h, k+ ¢).

|| Forma general de la ecuacién de una elipse ||

Dada una ecuacién del tipo Ax*> + By? + Dx + Ey + F =0, donde A y B tienen
el mismo signo, ademas 4, B, D, E, F €R, siendo 4 #0, B # 0, ésta puede

x-m? (y=k’
7zt =% 1.

transformarse en otra del tipo



Asi, la condicidon necesaria para que la ecuacion cuadratica represente a una
elipse, es que los coeficientes A y B tengan igual signo, pero diferente valor.

Si el segundo miembro fuese positivo, se tendria una elipse centrada en
(h, k). En el caso que resultare negativo, como una suma de cuadrados es
siempre positiva, se tendria que ningln punto la verifica y se habla de una
elipse imaginaria. Asi mismo, si el segundo miembro es cero, la ecuacion
representa un punto en (4, k).

Ejemplo 10.34 Ecuacién de una elipse. S

Determine la forma candnica de la ecuacion 4x? + 9y? — 8x + 18y — 23 = 0. Si
se trata de una elipse, encuentre su centro, sus focos y sus vértices.

Solucién:

Se agrupan los términos en x? con los términos en x, y los términos en
y?* con los términos en y:

(4x2 — 8x) + (992 + 18y) =23 = 0

Se saca el factor comun, en cada paréntesis, dado por el coeficiente del
término de segundo grado:

4> -2x)+9()*+2y)—23=0

Se completan los trinomios cuadrados perfectos:
Ax =12 =1]+9[(y+1)*-1]-23=0
Ax—-112+9(y+1)7>=36

Se divide entre 36:
4(x — 1)? 1)? —1)? 1)?
=17 Sy+1P | _G-1P (p+1P_

36 36 =9 4 I

Centro de la elipse: O(1,—-1); a=3y b=2.

Por la forma de la ecuacién, se concluye que se trata de una elipse con
eje mayor horizontal; y para hallar los focos hay que sumar y restar ¢
a la abscisa del centro.

PP p=32_-2=52¢c=V5

Las coordenadas de los focos son:
Fi(1-\5,-1)
F(1+V5,-1)



Fi(1-V5,-1) F(1+V5,-1)

Ejemplo 10.35 Ecuacién de una elipse. -

Ejemplo 10.36 Ecuacién de una elipse. pr—
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Ejemplo 10.37 Elipse y circunferencia. S

Una elipse concéntrica con una circunferencia tiene por eje menor el
didmetro de dicha circunferencia. El eje mayor de la elipse mide 6u, y es
paralelo al eje X. Si la ecuacidn de la circunferencia es x> +)? — 8x—6y+21=0,
determine la ecuacion de la elipse y las coordenadas de sus vertices y focos.

Solucién:

Trabajamos en primer lugar, con la ecuacidn de la circunferencia dada:
X2+ —8x—6y+21=0

Completando los valores para obtener trinomios cuadrados perfectos:
(x>—8x+16)+(y*—6y+9)=25-21

(x—4)7+(y-3)y=4

A partir de esta ecuacion, se tiene que:

04,3);,r=2

De acuerdo a los datos del problema, la ecuacion de la elipse solicitada
tiene la forma:

(c—h?  (y—k)
— Jr(yb2 Y

Donde:

2a =6 = a =3 (semieje mayor de la elipse).
d=2r=4=2b= b =2 (semieje menor de la elipse).
Luego, la ecuacién de la elipse requerida es:

AV _ 2\
(=42, (=3 _

9 4
A partir de esta ecuacion, se obtiene:

P2=g?—¢2
s

?=9-4

¢ =5

7(1,3)  F4-15,3)

7,(7,3)  Fy4+5,3)

Llevando la ecuacién a la forma general:
4x—42+9(y-3)>=36

4> = 8x+16) +9()?> — 6y +9) =36

4x? —32x + 64 +9y*> — 54y + 81 = 36

4x> +9y> —32x — 54y + 109 =0
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4> +9y> —32x — 54y + 109 =0

x2+)?-8x—6y+21=

1 2 3 4

10.2.4 Hipérbola

Definicion 10.6 (Hipérbola)

l
>
%z

El valor constante al cual se hace referencia en la definicidon es 2a y corresponde
a la longitud del eje transverso de la hipérbola. La mediatriz de este eje se
denomina eje conjugado de la hipérbola.
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El punto donde se intersecan ambos ejes (que es, evidentemente, el punto
medio de los focos) se denomina centro de la hipérbola O.

Los puntos donde la hipérbola interseca al eje transverso se denominan
vértices de la hipérbola V;y V.

Al igual que en la elipse, se conoce como distancia focal a la distancia
entre los dos focos 2¢. La distancia entre los vértices es 2a. A diferencia de
la elipse, aqui se tiene 2¢ > 2a (por tanto ¢ > a) y se puede considerar
b =+/c? — a*. Este valor se denomina longitud del semieje conjugado de la

hipérbola.

El segmento de recta perpendicular al eje transverso, que une dos puntos de
la hipérbola y que incluye a uno de los focos, se denomina lado recto y su
2b?

longitud es =

El cociente ezg, gue es un numero mayor que 1, se denomina excentricidad

de la hipérbola.

Al igual que en la elipse, se consideraran en primer lugar las hipérbolas
centradas en el origen de coordenadas y con focos en el eje de abscisas.

| Forma canénica de la ecuacién de una hipérbola |

La ecuacién de una hipérbola centrada en el origen, y con focos en Fi(—c, 0)
y Fy(c, 0), se puede obtener aplicando la definicion:

|d (P, F\) — d(P, F,)| = 2a (se supondra que d(P, F)) > d(P, F,))

N+ e + () =N =) + () =2a (D)

N+ e+ (p)? +N@x =) +(p)? =f (D)

Multiplicando las expresiones (I) y (II):

(Vo+o+ (7)) - (Na=e?+ 07 ) = 2af

(x*+ 2xc + ¢ + %) — (x> = 2xc + ¢ +)?) = 2af
X2+ 2xc + 2+ 3 — x4+ 2xc — 2 —y* = 2af
4xc =2af

=5
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Reemplazando f'en (II) y sumando las expresiones (I) y (I):
2 (x+c)? +)? =2a+2xTc

Simplificando y elevando al cuadrado:

2.2
222 x’c
(x+c)+y*=a*+2xc+ -

2.0
X2 +2xc+ A+ =at+ e+ 25
a

2.2
x-c
Ao =X 2y
a
2
c
2 e’ =2 [—2—1]—)/2
a
2_ 2
Pl ettty DR S B
P

Resolviendo y dividiendo la expresidn por ¢ — a?:

x> )

a2 c2 _ a2

=1

2

Reemplazando ¢? —a?> por b?, tenemos:

Si una hipérbola tiene sus ejes transverso y conjugado paralelos a los ejes de
coordenadas, y su centro en el punto O(4, k), se pueden dar los siguientes casos:

= Eje transverso horizontal:
y

(x = h)* (y—k)2_1
P

Fih—c k)Y OB \F(h+c, k)

X
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Los vértices son los puntos de la forma (4 *+ a, k), y los focos son de la
forma (h L c, k).

= Eje transverso vertical:

=k _@=hP _,
—0? _ _

a b?

V, (h, k+a)
KO, )
X Vy(h k- a)

Los vértices son los puntos de la forma (4, k £ a), y los focos son de la
forma (h, kt ¢).

En ambos casos, los focos estan en la interseccion del circulo centrado en
O(h, k), y de longitud de radio ¢, con el eje transverso.

Para el caso de una hipérbola con eje transverso horizontal, cuyo centro es
el origen de coordenadas, la ecuacion seria:

X2 P

XY

a®  b?

Despejando y en la ecuacion:

V¥ ox
L
52

()
b2x? a2

po2(-5)

bx a?

A PN B

y a 2
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2
, . a .
Cuando x — — o o cuando x — + o, el termino —- se aproxima a cero, de

modo que la expresion radical se aproxima a uno. La grafica de la hipérbola
se aproxima a las asintotas oblicuas, cuyas ecuaciones son:
= éx y y=——x
Y= Y a

Para el caso de una hipérbola con eje transverso vertical, cuyo centro es el
origen de coordenadas, la ecuacién seria:

Xy

a’> b
Realizando un procedimiento algebraico similar, esta hipérbola tiene dos
asintotas oblicuas, cuyas ecuaciones son:

y=pX*X VY y=—p*

Si el centro de la hipérbola es O(h, k), considere:

Eje transverso horizontal
Las asintotas oblicuas tienen las ecuaciones:

(y-0=2G-ny (y-H=-2x-n

Eje transverso vertical
Las asintotas oblicuas tienen las ecuaciones:

(y-R=7@=hy (y=H==F0=h

Dos hipérbolas que tienen el mismo conjunto de asintotas son denominadas
conjugadas, como es el caso de las hipérbolas x> —)? =1y )? —x?=1.

|| Rectangulo auxiliar ||

Las dimensiones de este rectangulo son 2a y 2b; geométricamente, las
diagonales de esta figura plana forman parte de las asintotas oblicuas a las
cuales se ha hecho referencia. El area de la superficie de este rectangulo es
4ab unidades cuadradas.

Si el rectangulo auxiliar es un cuadrado, esto es a= b, a este tipo de hipérbolas
que tienen iguales las longitudes de sus semiejes se denominan hipérbolas
equilateras.



|| Forma general de la ecuacién de una hipérbola ||

Dada una ecuacion del tipo Ax> + By + Dx+ Ey+F=0, A, B, D, E, FeR,

AV 2
A+#0, B+#0, ésta puede transformarse en otra del tipo (xazh) -k =1

b2

_IN2 _ 2

o) 6l 5 by _ (xb2 m =1, la cual representa la ecuacién de una hipérbola con
a

eje transverso horizontal o vertical, respectivamente.

Asi, la condicion necesaria para que la ecuacion cuadratica represente a una
hipérbola, es que los coeficientes 4 y B tengan signos diferentes.

Ejemplo 10.38 Ecuacién de una hipérbola. Jpr—

Encuentre la forma candnica de la ecuaciéon de la hipérbola
x?—y?+2x+4y—-12=0.

Determine su centro, sus vértices, sus focos y sus asintotas.
Solucién:
**+2x)—(y*—4y)—-12=0
(x+1P=-1-(y=-22%+4-12=0
(x+1)P2—(y=2y =1-4+12=9

@1 (=2 _,
9 9 B

Se trata de una hipérbola con el eje transverso horizontal, con centro
en O(—1, 2) y sus semiejes a=3, b =3.

Los vértices son los puntos V(= 4,2) y V,(2, 2).
La semidistancia focal es ¢ = Va2 + b* =18 =3V2.
Los focos son F;(—=1 =3 \/5, 2)y F)(-1+3 \E, 2).

Para hallar las asintotas se iguala a cero el primer miembro de la
ecuacion reducida:

x+1=y-2 = y=x+3

x+1=—y+2 = y=1-x
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Ejemplo 10.39 Ecuacién de una hipérbola. Pr—




Ejemplo 10.40 Circunferencia e hipérbola. Pr—
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Ejemplo 10.41 Elipse e hipérbola. -
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1/ F\% 0(2?—1) 3%:2 \21V2(4,—1)x
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10.2.5 Lugares geomeétricos

Las definiciones de las cénicas han sido estructuradas a partir de propiedades
geométricas relacionadas con las distancias entre puntos, lo cual significa
que las cdnicas son “lugares geométricos”, cuyas ecuaciones pueden ser
deducidas tomando como referencia ciertas condiciones, tal como se presenta
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.42 Lugares geomeétricos. S

Determine la ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos
P(x, y) tales que su distancia al punto P (1, 2) es tres veces su
distancia al punto P, (2, -3).

Solucién:
Aplicando el teorema de la distancia entre puntos, se debe cumplir que:
NG =12+ (y=2)* =3V =2+ (y + 3

Elevando al cuadrado ambos miembros:

=12+ (y=2=9(x-2)>+9(y+3)>

Desarrollando los binomios y agrupando términos semejantes:
X2 =2x+1+)>—4y+4=9x>—36x+36+97” + 54y + 81
8x? +8y?—34x+58y +112=0

Reduciendo a una forma candnica que sea conocida:

8(x2 3 )+8(y +38 y)——112

>34 289 (2 58 841) 289 841
8(x x+—)+8y + == 2 y+ o4 —112 + =3~ 2 g
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Ejemplo 10.43 Lugares geométricos.
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Ejemplo 10.44 Lugares geomeétricos. Jpr—
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Ejemplo 10.45 Lugares geomeétricos. Jpr—

NV 06277,

..,1'/IIIIIII.\..IIIIIIX
1-T23 45 67 8 9 101t124314151617 18

,
o A A
T T T
:
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10.2.6 Excentricidad

El conjunto de los puntos P(x, y), tales que la distancia entre P y el foco
F, dividida para la distancia entre P y la recta directriz L, es una constante
positiva e denominada excentricidad, satisfacen la siguiente ecuacion:

|d(P, F)|=e|d(P, L)|
La cual representa un lugar geométrico en el plano denominado
conica, de acuerdo a los siguientes casos:
Si e =0, se trata de una circunferencia.
Si e =1, se trata de una parabola.

Si 0 <e< 1, se trata de una elipse.
Si e > 1, se trata de una hipérbola.
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