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RESOLUCION Y RUBRICA

Tema 1 (5 Puntos: 1 punto cada literal)
Complete las siguientes frases.

. _ S+26 . _26t
a) Latransformada inversa de Laplace de B(S) = = esigual ae cos(V81t).
2;0<t<1
b) La funcion g(t) =4 01 <t < 3 expresada en términos de la funcion escalon unitario es igual a:
—4; t=3
A 1 e—S e—BS
g(®) = 2(1 — uq(t)) — 4ps(t) y su transformada de Laplace es igual a: 2 (E — T) 4
T —t.6

c) [, e ‘t°dt=6!

Justificacion:

Sea conoce que la transformada de Laplace de t© esta dada por: L[t®] = [* 7 e~St¢odt = g.5>0.

0 s’

Entonces para S = 1 se tiene que: f0+°° e ttedt = 6!

d) Si q(t) es una funcién de orden exponencial y seccionalmente continua en el intervalo [0, o) tal que su

transformada de Laplace se denota por L[q(t)] y ademas q(t) = q(t + T), entonces:

[T eStq(e)dt = (1 = e SML[q(®)].

e) Considere la ecuacion diferencial: ay’ +y" +by' +y = f(x) + g(x), tal que a,b e R" vy
f(x), g(x) son polinomios de grado 2 y grado 1 respectivamente. Usando el método de los coeficientes
indeterminados y sin hacer uso del principio de superposicién, la solucién particular de la ecuacion se

plantea de la forma: ¥,, = x°(Ax* + Bx + C), tal que:

S es el menor entero no negativo con el cual cada término de la solucion particular es linealmente
independiente a cada término de la solucién complementaria.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




Tema 2 (9 Puntos)
Determine la solucion general de la ecuacion diferencial: y"'(x) + y(x) = tan(x) ; x € (O,g).

sec?(x)+sec(x) tan (x)

No utilice transformada de Laplace y recuerde que: sec(x) = P ——

Desarrollo:
Se halla la solucién complementaria y, (x) resolviendo la ecuacion homogénea: y"”' (x) + y(x) = 0.
Se plantea la solucion de la forma: y(x) = e™, con lo cual: y'(x) = re™ y y"'(x) = r2e’.
Sustituyendo en la ecuacion homogénea se tiene:
r2e™4+e™ =0 - e™r?4+1)=0 ->r?2+1=0 - r=0=%i
Asi, y.(x) = c,e%cos(x) + c,e%%sen (x) ; ¢1,¢5,¢c3 € R,
v:(x) = cycos(x) + cysen(x); ¢1,¢z,¢5 € R.

A continuacién, se halla una solucion particular para la ecuacién no homogeénea, cuya forma canonica es:

y"'(x) + y(x) = tan(x) , de donde se define la funcion g(x) = tan(x).
Usando el método de variacion de parametros, se plantea la solucién particular de la forma:

Vp(x) = v1y1(x) + v2y,(%),

donde y; y y, son las soluciones linealmente independientes de la solucion complementaria y tal que se
satisfaga el sistema de ecuaciones:

viy1(x) +v3y,(x) =0 0 a5 cos(x) sen(x)][vi] _ 0

{v{yl’(x) + U3y, () = g) [—Sen(x) cos(x)] [vé] B [tan(x)]'

EI Wronskiano, W (y,, y,), esta dado por: | cos(x) sen(x)

—sen(x) cos(x)| cos?(x) + sen®(x) = 1.

Las soluciones del sistema son:

‘ 0 sen(x)
¢ 2
PO IS
ne2
>V, = —f%s(xgx)dx = — [(sec(x) — cos(x))dx = —In|sec(x) + tan(x)| + sen(x) + kq; k; € R.
cos(x) 0
I ‘—sen(x) tan(x)| _ _
V2= ooy cos(x) tan(x) = sen(x)

- v, = [ sen(x) dx = —cos(x) + ky; k, € R.

Con los resultados obtenidos y anulando las constantes k; y k., se obtiene:
»p(x) = (—lnlsec(x) + tan(x)| + sen(x))cos(x) — cos(x) sen(x) = —cos(x) In|sec(x) + tan(x)|

Por lo tanto, la solucion general esta dada por:

y(x) = yc(x) + yp(x)
y(x) = c;cos(x) + cysen(x) —cos(x) In|sec(x) + tan(x)|; ¢q,c, € R,

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 3 (9 Puntos)

Halle la solucion general de la ecuacion diferencial: y'' (x) — 2xy’(x) + 2y(x) = 0, usando serie de
potencias alrededor de x, = 0. Muestre al menos los cinco primeros términos diferentes de cero de la
solucion general.

Desarrollo:
Sean P(x) = 1; Q(x) = —2x ; R(x) = 2 los coeficientes de la ecuacion diferencial. Dado que P(x),
Q(x) y R(x) son polinomios y no hay factor que sea comln para ellos, los valores x, que satisfacen
P(x,) # 0 se denominan puntos ordinarios de la ecuacion diferencial. Entonces, x, = 0 es un punto
ordinario.
Entonces, se plantea una solucidn de la forma y(x) = Yo an(x — xo)™, estoes, y(x) = Ypeo apXx™, cOn
lo cual:
Y(x) =Xnoinapx™t oy y"(x) = Epon(n — Dapx™ 2.
Reemplazando estas series en la ecuacion se tiene:
Yo onm—1)ax" % = 2x Yy na,x + 2Y 0 ga,x" = 0.
Yo an(n — 1)anx™ 2 — T2 2na,x™ + Yoo 2a,x" = 0
Se realiza el siguiente cambio de variable a la primera serie para que el exponente de x sea el mismo en
todas las series:
n—2=m — n=m+ 2. Por lo tanto, la primera serie queda de la forma:
Ynzan(n — Dapx™? = 3 o(m + 2)(m + Damx™
Aplicando a este resultado el cambio de variable m = n se tiene:
Yr—2n(n— Dax™? =30 o(n+ 2)(n + Dagx"
Sustituyendo lo obtenido la ecuacion queda de la forma:
Y=o+ 2)(n + 1) apyx™ — X321 2na,x™ + Y7o 2a,x™" = 0
Desarrollando términos iniciales para que todas las series inicien en el mismo valor:
20, + Yoo+ 2)(n 4+ Dapx™ — Yoz 2na, x™ + 2a + Y=g 2a,x™" =0
Agrupando términos semejantes, se tiene:
(2a, + 2ay) + Yooi[(n + 2)(n + Day,y, — 2na, + 2a,|x™
(2az + 2a0) + Xp=1[(n + 2)(n + Day,, + (2 — 2n)a,|x™
Igualando términos semejantes se obtiene:

e 2a,+2ay,=0 - a,=-—qg
e(n+2)(n+Day,+(2-2n)a,=0;n€eN
2(n—1)

(0] =man,n€N
Generando coeficientes iniciales tal que a,, a; € R se obtiene:

1, 20 . -2 q =2@  __1

n—l.a3—(32(§)a1—0 ; n—2.a4—(4)((33)a2— 2 Qo
.22 _ ) 1 ¢ _ 1

n=3as = =0 5 =4 = 50 = 55k

Por lo tanto, la solucion general esta dada por:
y(x) = ¥ 0 anx™ = ag + arx + azx? + azx® + aux* + asx® + agx® + a;x7 + -+

1 1
y(x) = X5 o anx™ = ag + a;x — agx? — gaox4 — ﬁaox6 + -

y(x) =ag (1—x2—%x4—3—10x6+-~)+a1x; ag,a, € R.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 4
Literal a (5 Puntos)
Usando teoremas de la transformada de Laplace, halle la transformada de:
p(t) = sen(wt) — wt cos(wt), tal que w € R™.
Desarrollo:
Aplicando linealidad:
Llp(t)] = L[sen(wt)] — wL[t cos(wt)]
Aplicando el teorema de la derivada de una transformada y sustituyendo la transformada de sen(wt):
Llp(t)] = L[sen(wt)] wL[t cos(wt)]

= - [——(L cos(wt)] )]

Sz+w2
w

T os24p2
w

w (35 ()]
das \SZz+w?2

SZ+w?-5(25)

T S24w2
w

(sZ+w2)?
w(w2-52)

T Ss24w?

(S2+w2)?

_ w(sZ+w?)+w(w2-s2)

- (52+w?2)2

_ wSZ4+wi+wi-ws?
Gy

Llp(t)] =

(sZ+w2)2

Literal b (4 Puntos)
Haciendo uso del teorema de la transformada de Laplace de la convolucion de forma inversa, halle la

transformada inversa de:

1
1O 56+

Desarrollo:
Aplicando el teorema de la transformada de la integral de convolucion de forma inversa se tiene:

_7-1 1 -1[21 _ -1 1| _ -2t
at) =L [52(s+2)] [52 (s+2)] [s ] *L [s+2] txe
Resolviendo el producto de convolucion se obtiene:

a(t) = fot(t —x)e ¥dx
a(t) = tfote‘zxdx — fotxe‘zxdx;

—-2x

Resolviendo la 2da antiderivada: u =x - du=dx; dv=e ?*dx - v= e_ se tiene:
—-2X —-2X
j'xez_zx(ix — __xe __xe __e
2 4
Entonces:
—2x 2 g-2x t
at) = ¢ ] [,
te‘Zt e‘2 1
a(t) = t[ ] [ 2 - Z]
t 1
a(t) =3 + ~2

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 5 (9 Puntos)
La carretera llamada “Paso del Gois” en Francia, con una longitud aproximada de 4.5 [km], une la isla
de Noirmoutier con el continente. Esta carretera es considerada una de las mas peligrosas del mundo,
debido a que 2 veces al dia desaparece bajo el mar, llegando a estar cubierta hasta por 4 metros de agua.
Si se considera que el dia de mafiana la altura y(t) de agua (en decimetros) en cualquiera de los puntos
de dicha carretera desde el medio dia (t = 0 horas) hasta las 18h00 sera igual a la diferencia entre la
cuarta derivada de y(t) y la funcion §(t — 1), es decir, sera igual a: y™®(t) — §(t — 1), y ademas se
considera que y(0) = y'(0) = y"(0) =y"'(0) = 0, entonces usando la transformada de Laplace,
determine:
a) la altura y(t) de agua para cualquier tiempo t entre las 12200 y 18h00 del dia de mafiana.
b) si es aconsejable cruzar la carretera a las t = (w + 1) [horas] del dia de mafiana sabiendo que sélo
se debe cruzar si la altura del agua y(t) es a lo mucho de 1.5 [dm] (Use senh(m) = 11.5).

Desarrollo del literal a:

El modelo por resolver es:

y(t) = y®(t) — §(t — 1), tal que:
y(0) =y'(0) =y"(0) =y"'(0) = 0.

Aplicando la transformada de Laplace y su

propiedad de linealidad se tiene:

Lly(®)] = Lly™® ()] - L[8(¢ — 1)] donde:
o Lly®®]=SLly®)] - S3y(0) = $2y'(0) — Sy"(0) = y"'(0) = S*L[y(®)]
o L[6(t—1D]=¢e""

Sustituyendo las transformadas se tiene:

Ly®] =S*Ly®)] —e™ - (A=-SHLly®O]=-e - Lly®]=

e-S
Por lo tanto, y(t) = L™* [54—1]

Realizando descomposicidn en fracciones parciales:

1 1 A B
= = = 2 2 _ = 2 -
1= oD — s e O 1A HDHBE* -1 o 1=(A+B)S+(A-B)
A+B=0; A-B=1

A=-B - —2B=1
A:l «— B:—l
2 2

o
S%-1

Entonces:

_y-11es _1e’
y(®) =L [2 521 252+1]

y® =517 [5] =50 5]
y(t) = %ul(t)senh(t -1) - %ul(t)sen(t —1) [dm]

Desarrollo del literal b:
De acuerdo con el modelo matematico utilizado, el dia de mafiana la altura y(t) de agua en cualquiera
de los puntos de dicha carretera a las t = (m + 1) [horas] sera igual a:

y(r+1) = %ul (r + 1)senh(m) — %ul(n + 1)sen(m)
y(r +1) = 2senh(m) ~ > (11.5) = 5.75 [dm]

Por lo tanto, no es aconsejable cruzar la carretera a las t = ( + 1) [horas] dado que la altura del agua
serd mayor que 1.5 [dm].

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 6 (9 Puntos)
Usando valores y vectores propios, encuentre la solucion general del sistema:

{ x1(t) = 9x4(t) + 8x,(t)
x3(t) = —3x,(t) — 5x,(t)

Desarrollo:
- : : , , x{(t)> _(9 8 (xl(t))
De forma matricial, el sistema de ecuaciones esta dado por: (xé o)~ (_3 _5) 50
x'(6) A x(t)

Se plantea la solucion vectorial x(t) = ge™ tal que r es un valor propio de A y £ un vector propio
asociado.
Se halla los valores propios, r, de la matriz de coeficientes, A, resolviendo la ecuacién:

det(A—r1) =0 — |9__3r _58_r| —0 > =T +5)+24=0 — r2—4r—21=0
- (r—-7)r+3)=0 - nn=7yr,=-3.
Se halla el espacio caracteristico y el vector propio asociado a cada valor propio, resolviendo el sistema

(A —rI)B, = 0, donde el espacio caracteristico S, se lo define de la forma 8, = (Z):

Parar, = 7: se resuelve el sistema (4 — 1 1)B,, = 0, es decir, ( 2 ?2| 8)

_3 —
Sumando a la fila 1 multiplicada por 3 la fila 2 multiplicada por 2 y ubicando el resultado en la fila 2 se
(2 8|0
tiene: (0 0 0)

Al eliminarse la tltima fila se tiene una variable libre, con lo cual es valido considerar b € R.
De acuerdo con la fila 1: 2a + 8b = 0, entonces a = —4b.

Asi, By, = {(_gb):b € R} = {b (_14) :bh € R}, conlocual &, = (_14)
12 8 |O)
-3 =210/
Sumando a la fila 1 la fila 2 multiplicada por 4 y ubicando el resultado en la fila 2 se tiene: (102 g| 8)

Parar, = —3: se resuelve el sistema (A — r,1)B,, = 0, es decir, (

Al eliminarse la tltima fila se tiene una variable libre, con lo cual es valido considerar b € R.
. 2
De acuerdo con lafilal: 12a + 8b = 0, entonces a = —gb.

Zb 2 2
Asi, By, = {<_§ ):b € R} ={b<_§> :bh € R}, con lo cual &, = <_§>.
b 1 1

Por lo tanto, la solucion general del sistema esta dada por:
x(t) = crg1e™t + cy80e™t ; ¢1,c, ER

X1 (t)) (7t A g
(xz(t) —cl( 1 )e +c, 13 e
Las componentes de la solucion general del sistema estan dadas por:
x,(t) = —4c,e”t — gcze_“

x(8) = cre’t + c,e73t ; ¢1, ¢, ER.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 1 (5 Puntos)

Capacidades
por evaluar

Nivel de aprendizaje
(para cada literal)

Completar frases
conceptuales
relacionadas a los

Inicial

Excelencia

Deja el espacio en blanco o completa

de forma incorrecta.

Completa la frase conceptual de forma
correcta (se debe presentar una

capitulos del justificacion de la respuesta donde el
segundo parcial. profesor considere necesario).
Puntaje

Tema 2 (9 Puntos)

Capacidades por Nivel de aprendizaje
evaluar

Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia

solucion general Halla la solucién | Halla la solucion | Halla la solucion Halla la solucién

de una EDO lineal | complementaria, | complementaria | complementaria, complementaria,

no homogénea, pero no plantea | y plantea la plantea la forma plantea la forma

usando el método | la forma de la forma de la de la solucion de la solucion

de variacion de solucion solucion particular con el particular con el

parametros para particular. particular con el | sistema que debe | sistema que debe

hallar una sistema que satisfacer y halla | satisfacer, halla

solucion debe satisfacer, | dicha solucion dicha solucién

particular. pero no halla particular, pero no | particulary

dicha solucion presenta la presenta la
particular. solucion general. | solucion general.
Puntaje [0,3] (3,5] (5,8] (8,9]
Tema 3 (9 Puntos)

Capacidades Nivel de aprendizaje

por evaluar

Obtener la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia

solucion Justifica por | Justifica por qué Justifica por qué Justifica por qué

general de qQuéx, =0 |x,=0esunpunto | x,=0esunpunto |x, =0 esunpunto

una ecuacion | es un punto | ordinario de la EDO, | ordinario de la EDO, | ordinario de la EDO,

diferencial ordinario de | indica la formaenla | indicalaformaenla | indicala formaen la

ordinaria laEDO e que se plantea la que se plantea la que se plantea la

(EDO) lineal | indica la solucién usando solucién usando solucion usando serie

usando series | formaenla | serie de potencias, serie de potencias, de potencias,

de potencias. | que se sustituye dicha sustituye dicha sustituye dicha
plantea la solucion planteada solucion planteada solucion planteada en
solucioén en la EDO y obtiene | en la EDO, obtiene la EDO, obtiene la

usando serie
de potencias,

la ecuacion de
recurrencia para los

la ecuacion de
recurrencia para los

ecuacion de
recurrencia para los

pero no coeficientes de la coeficientes de la coeficientes de la
sustituye serie, pero no serie y generalos 5 | serie, genera los 5
dicha genera los 5 primeros términos primeros términos
solucion primeros términos diferentes de cero, diferentes de ceroy
planteada en | diferentes de cero. pero no muestrala | muestra la solucion
la EDO. solucion general. general.

Puntaje [0, 2] (2,5] (5, 8] (8,9]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




Tema 4 literal a (5 Puntos)

Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Calcular la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
trasformada | Aplica la Aplica la Aplica la Aplica la
de Laplace de | transformada | transformadade | transformada de transformada de
una funcion, | de Laplacey | Laplacey su Laplace y su Laplace y su
a partir (_19 la | sy propiedad | propiedad de propiedad de propiedad de
lista basica de | de linealidad, | linealidad y linealidad, obtiene la | linealidad, obtiene
transformadas | pero no obtiene la transformada de la transformada de
y aplicando aplica transformada de sen(wt) y obtiene la | sen(wt), obtiene la
teoremas. teoremas para | sen(wt), perono | transformada de transformada de
obtener la obtiene la wt cos(wt), perono | wtcos(wt)y
transformada | transformada de presenta la respuesta | presenta la respuesta
que se pide. wt cos(wt). final. final.
Puntaje [0, 1] (1,2] (2,4] (4,5]
Tema 4 literal b (4 Puntos)
Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
transformada | Aplica la Aplica la Aplica la Aplica la
inversa de transformada | transformada inversa | transformada transformada
Laplace de inversa, pero | e identifica las inversa, identifica inversa, identifica
una funcion, | no identifica | funciones de ¢ entre | las funciones de t las funciones de t
utilizando la | as funciones | las que se debe entre las que se debe | entre las que se
transformada | de ¢ entre las | realizar la integral realizar la integral debe realizar la
de laintegral | que se debe de convolucién, de convolucién y integral de
de y realizar la pero no plantea la plantea dicha convolucion y
convolucion | jntegral de integral de integral, pero no plantea y halla
de forma convolucién. | convolucién. halla la antiderivada | dicha integral.
Inversa. correspondiente.
Puntaje [0,1] (1,2] (2,3] (3,4]
Tema 5 (9 Puntos)
Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucion de Plantea el Plantea el PVI, Plantea el PVI, aplica | Plantea el PVI, aplica
un problema | PVI, aplicala | aplicala la transformada de la transformada de
de transformada | transformada de | Laplace a ambos Laplace a ambos
aplicacion, de Laplace a Laplace aambos | lados de la EDO, lados de la EDO,
usando la ambos lados lados de la EDO, | aplica la propiedad de | aplica la propiedad de
transformada | de laEDOy aplica la linealidad, halla las linealidad, halla las
de Laplace aplica la propiedad de transformadas transformadas
para resolver | propiedad de | linealidad y halla | planteadas planteadas
el respectivo | linealidad, las transformadas | obteniendo una obteniendo una
problema de | perono halla | planteadas expresion algebraica | expresion algebraica
valor inicial | las obteniendo una con la transformada con la transformada
(PVI). transformadas | expresion de y(t) y halla la de y(t), halla la
planteadas. algebraica con la | solucion del PVI, solucién del PVIy
transformada de | pero no determina si | determina si es
y(t), pero no es aconsejable cruzar | aconsejable cruzar la
halla la solucion | la carretera en el carretera en el tiempo
del PVI. tiempo indicado. indicado.
Puntaje [0,2] (2,4] (4,7 (7,9]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




Tema 6 (9 Puntos)

Capacidades
por evaluar

Nivel de aprendizaje

Determinar la
solucion de
un sistema de
ecuaciones
diferenciales,
usando el
método de
los valores y
vectores
propios.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelencia

Plantea la
forma de la
solucion,
pero no
halla los
valores
propios de
la matriz de
coeficientes
del sistema.

Plantea la forma de
la solucion, halla
los valores propios
de la matriz de
coeficientes del
sistema y plantea la
forma de los
espacios
caracteristicos de
cada valor propio,
pero no halla los
respectivos
vectores propios.

Plantea la forma de la
solucidn, halla los
valores propios de la
matriz de coeficientes
del sistema, plantea la
forma de los espacios
caracteristicos de
cada valor propio y
halla los respectivos
vectores propios,
pero no presenta la
solucidn general del
sistema.

Plantea la forma de la
solucidn, halla los
valores propios de la
matriz de coeficientes
del sistema, plantea la
forma de los espacios
caracteristicos de
cada valor propio,
halla los respectivos
vectores propios y
presenta la solucién
general del sistema.

Puntaje

[0.1]

(1,4]

(4,8

(8, 9]
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