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Tema 1 (5 Puntos: 1 Punto cada literal)
Complete las siguientes frases, para lo cual NO es necesario justificar las respuestas.
A continuacion se presentan las soluciones.

a) Si y(x) =ce™ +ce73* + c3xe3¥;¢q,c5,c3 ER es la solucion  general de la ecuacion
y"'(x) +ay" (x) + by’ (x) + cy(x) =0 donde a,b,c son constantes, entonces la solucion
particular de y'"(x) + ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = 5e~3* usando el método de los coeficientes

indeterminados se plantea de la forma: Ae™3%x?2.

b) Si una funcién g(t) es una funcién seccionalmente continua en el intervalo [0, «) y de orden

exponencial cuando t — oo, entonces su transformada de Laplace definida como G(S) =

f0°° e Stg(t)dt existe para algun intervalo de valores de S.

c) El producto de convolucién entre dos funciones h(t)y k(t) esta definido de la siguiente forma:
h(t) *k(t) = fot h(t — x)k(x)dx. Ademas, la transformada de Laplace del producto de convolucién

esta definido como L[h(t) * k(t)] = L[h(t)]L[k(t)] siempre que estas transformadas existan.

d) Sea p(t) es una funcién seccionalmente continua en el intervalo [0, «0) y de orden exponencial

cuando t — oo. Si p(t) es una funcién periddica de periodo k, entonces la transformada de Laplace

_ 1
T 1-e=Sk

de p(t) esta dada por L[p(t)] fok e Stp(t)dt, con dominio S > 0.

x'(t) + y'(t) — 2x = cos(t)
-y'®) =1

y simplificar la incognita y(t) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial para la incognita x(t):

x"'(t) — 2x'(t) = —sen(t) + 1.

e) Al aplicar el método del operador diferencial al sistema de ecuaciones {

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
El estudiante:
Completa correctamente cada literal sin necesidad de proporcionar justificacion alguna. 10P
cada literal
TOTAL 50P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 2 (4 Puntos)

Sea L[g(t)] = G(S) la transformada de Laplace de la funcion g(t). Obtenga la funcion g(t) si se
conoce que G(S) = arctan ( 25—8) —e™5.

Desarrollo:
Aplicando la propiedad de linealidad:

g®) =L7G)] =Lt [arctan ( 25—8> — e‘S] =L [arctan ( 25_8>] — L 1[e™5]

Del teorema de la derivada n-ésima de la transformada de Laplace se tiene el corolario:
-1 _ 1 _ -1 i
L) = 5 DML 5 (F )]
Paran = 1 el corolario establece que: L™1[F(S)] = —% L1 [% (F(S))]. Entonces:

L1 [arcta" ( 25_8)] - %L_l [% (arctan ( 1_8)>]

L1 [arctan ( 25—8)] = %senEZSt)

La transformada inversa del segundo término esta dada por:
L71[e™5] = §,(t), donde & representa la funcion delta de Dirac.

Por lo tanto, g(t) = %sen(28t) — 81 ().

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
El estudiante:
Aplica la propiedad de linealidad de la transformada inversa de Laplace. 10P
Halla la transformada inversa de Laplace del ler término. 20P
Halla la transformada inversa de Laplace del 2do término. 05P
Obtiene la funcion g(t) sumando los resultados hallados. 05P
TOTAL 40P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 3 (9 Puntos)
Determinar la solucion general de la ecuacion diferencial y"'(x) + y"' (x) = f(x) para f(x) = 2%,
usando el método de variacion de parametros para hallar la solucion particular.

. xq. _ aF
Recordar que: [a*dx = @ T CER

Desarrollo:
Se halla solucién complementaria y,.(x) resolviendo la ecuacion homogénea:
y"'x)+y"(x)=0
Se plantea la solucion: y(x) = e™ = y'(x) = re™ — y"(x) =r?e™ — y"'(x) = r3e™.
Reemplazando en la ecuacion: r3e”™ +r2e™ =0 - ™3 +1r?) =0 - r’(r+1)=0
Entonces, r = 0 con multiplicidad m = 2 y r = —1 con multiplicidad m = 1.
Asi, y.(x) = ¢,e% + c,xe%* + cze™¥; ¢4, ¢y, 3 € R,
Ye(x) =i+ cx+c3e7; ¢q,65,c3 ER.
Se halla la solucion particular y, (x) de la ecuacion, usando el metodo de variacion de parametros:
La solucion se plantea de la forma: y,(x) = vy, (x) + v2y,(x) + v3y3(x), donde y,(x), y,(x) ¥y
y3(x) son las soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea correspondiente, es
decir:
¥p(x) = v1(x) + v2(x) x + v3(x)e™™ , tal que se satisfaga el sistema de ecuaciones:

i Y2 Y3i|wvs 0 1 x e*1[v 0
Yi Y2 Ys||v|= Ol,estoes: [0 1 _e—x‘ v} =[0‘_
y”1 yuz yu3 Ué 2% 0 0 e=% Ué X
1 x e7*
El Wronskiano, W (yy,y,,y3),estddadopor |0 1 —e*|=e™*
0 0 e*

Las soluciones del sistema son:

0 x e*
0 1 —-e™* 2%( x_g-)
r_ 2% 0 e™*1 _ —xe "—e — 92X — x x
= = =2*(—x—1) = —(x2 2
V1 W(¥1,Y2,¥3) e™* ( x ) (x " ) x
—>v; =—[(x2* +2%)dx ;sean u=x;dv = 2xdxentoncesdu=dx;v:lnzﬁ+c,ce R
2% 2* 2% 2% 2 X
L= [x In2) fln(2) dx+ ln(z)] T [x O ZOM ln(Z)] thys kg €R
1 0 e™*
0 0 —-e* e
’ 0 2% e™¥ —27(-e x
= = =2
v W(y1,Y2,Y3) e~x
2x
- U =f2xdx=m+k2;kze]R{
1 x O
01 0 )
r—10 0 2*¥l _ 27 _ ox,x _ x
Vs = W(y1y2y3) e™* 2% (26)

2e)*
- v, =f(2e)xdx=ln(eze)+k3; ks € R

Por lo tanto, descartando las constantes de integracion, la solucidn particular esta dada por:

_ ox B 2% 2% 2% (e)*] —x
yp(x) = [x n@  m@ @ +[ln(2)]x+[1“(29)]e

2 2% 2%
O = ot In(ze)
La solucion general de la ecuacion esta dada por: y(x) = y.(x) + y,(x)
2)( 2)( zx
In2(2) In(2) + In(ze) ’

y(x) = c1 +x+cze + €1,C,C3 ER

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
El estudiante:
Halla la solucion complementaria de la ecuacion diferencial, resolviendo la ecuacién 30P
homogeénea correspondiente.
Halla la solucidn particular de la ecuacién diferencial. 50P
Obtiene la solucion general de la ecuacién diferencial sumando la solucién de la 10P
ecuacién homogénea correspondiente y la solucion particular hallada.
TOTAL 9.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 4 (9 Puntos)

Utilizando series de potencias alrededor de x, = 0, determine la solucion general de la ecuacion
diferencial y"'(x) + 8% y(x) = 0 donde S es una constante fija diferente de cero. Para esto, primero
argumente por qué x, = 0 es un punto ordinario. Ademas, identifique las funciones elementales a las
gue convergen las series linealmente independientes que forman la solucién general hallada.

Desarrollo:
Sean P(x) =1, Q(x) =0 y R(x) = B% los coeficientes de la ecuacion diferencial ordinaria,
entonces P(x,) # 0. Por lo tanto, x, = 0 es un punto ordinario para la ecuacion que se pide resolver.

Entonces, se plantea una solucion de la forma: y(x) = Yn_o a,(x — x)™, €s decir:
y(x) = X% sanx™ conlocual: y'(x) =33 na,x"ty y'(x) =¥ ,nn— 1a,x" 2.

Reemplazando estas series en la ecuacion: Yo, n(n — 1)a,x" 2 + p2 ¥ oa, x™ = 0.
Se realiza el siguiente cambio de variable a la primera serie para que el exponente de x sea el
mismo en ambas series: n —2 = m —» n = m + 2. Por lo tanto, la primera serie queda de la forma:
Ynan(n — Dapx™? = Zo_o(m + 2)(m + 1)amx™.
Aplicando a este resultado el cambio de variable m = n:
Ynman(n— Dax™? = 3 o(n + 2)(n + g x"
Entonces, la ecuacion queda de la forma: Yo o(n + 2)(n + 1)ap2x™ + Yoo f2anx™ =

Agrupando términos semejantes, se obtiene: Y[ (n + 2)(n + 1) a4, + f2ay]x™ =0
De esta forma, la expresion de recurrencia esta dada por:
m+2)(n+1ay, +B%a, =0, n>0AnETL

a =Bl n=0Anez
2T (me2)(n+1)’ T
Generando algunos coeficientes iniciales se obtiene:
ag, a; €ER
n=0:a2=—ﬁ2a°=—ﬁza° n=1:a3=—Bzal=——’82a1
2 2! 3.2 3!
n=2a,= _ﬁzaz — B*ao — B*ao n=3: as = _,32‘13 — B*ay — B*ay
453 4-.32326! 4! 36 BSZA 5.4.;)!6 5! 36
. __Ba4__ a _ _ B°ag . _ _b7as _ _pa; _ _p"aq
n=4a= 65 654! 6 n=5a;= 7.6 : 7.6.5 71
) _ (=D*B**ay | _ (=1D*B**a,
Entonces para k € NU {0}: ay, = T L Sy ey

Por lo tanto, la solucion general esta dada por:
y(x) = Xn=o anx: ~ Ym0 Az x?* + lecjzoka2k+1x
_wow (DFB*ay o o (D*B*a; k41
y(x) - Zk:O (Zk)! X + 2k=0 (2k+1)! X
_ w  (DFB0* o (D¥BB k41
y(x) =Aayp Zk:O (2k)! + a, Zk:o B(2k+1)! X

_ w (DFBx)? 1) yoo  (DF(Bx)HH
y(x)_ggzk=° (2k)! +a1(ﬁ)2k=0 (2k+1)!
€1

2k+1

N
C2

y(x) = ¢, cos(Bx) + c, sen(Bx); ¢1, ¢, ER

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
El estudiante:
Argumenta por qué x, = 0 es un punto ordinario. 10P
Plantea la forma de la solucion en serie de potencias y halla sus derivadas. 10P
Sustituye la solucién planteada y sus derivadas en la ecuacion diferencial, y obtiene la 30P
expresion de recurrencia para los coeficientes de dicha solucion.
Genera una cantidad adecuada de coeficientes iniciales a fin de determinar el patron 20P
gue siguen.
Obtiene la solucion general de la ecuacion diferencial, identificando las funciones a las 20P
que las series convergen.
TOTAL 9.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 5 (14 Puntos)
Considere un circuito eléctrico en serie formado por un resistor R de 44, un capacitor C de 0.25F y un
inductor L de 1H, que es alimentado por una fuente que suministra un voltaje que decrece linealmente
iniciando en 9V en t = 0 segundos y que al llegar a OV en t = 9 segundos se mantiene en OV de alli en
—(t—-9) ; 0<t<9
0 ; t=9 -
Utilice la transformada de Laplace para hallar la corriente i(t) del circuito en cualquier instante ¢, si
se conoce que la corriente inicial es de 0A y que el sistema de ecuaciones que gobierna el
. . ﬁﬂ=f%wme _
comportamiento del circuito es dl(t) , donde q(t) es la carga del capacitor
+Ri() +7 q(t) = v(t)

adelante. Por lo tanto, la alimentacion del circuito esta dada por v(t) = {

en cualquier instante t.
Desarrollo:
La funcion v(t) en términos de la funcion escalén unitario esta dada por:

v(t) = =(t = D (po(t) — o (1)) + Ouug(£) = —(t = N(1 — po(t)) = =t + 9 + (t = Npo(t)
Sustituyendo la lera ecuacion del sistema en la 2da se tiene: L i'(t) + R i(t) + % fot i(6)do = v(t)
Sustituyendo los datos de los componentes: i’ (t) + 4i(t) + 4 fot i(0)d0 = —t+9 + (t —9)ue(t)
Aplicando la transformada de Laplace se tiene:

L[ ©)] + 4L[E@)] + 4L [ [, i(6)d8| = —L[t] + £[9] + LI(t — 9po(£)]

Sea L[i(t)] = I(S):

o LIWOI=SIO)-i0)=SIS) ; L= ; £o]==
— N N
t 1 0 1
o« Llfi®do] =51 LIt Due(D] = e g
Sustituyendo las transformadas se tiene:
4 —_ 1.9, -9s1
521(5)+41(5) +LI(S) =—Gtote™™
SZ+4S+4 _ 1,9 _9s 1
( S )ZI(S) STmtite T e
(S+2) — _L 2 —9s 1 —__1 9 —9s__1
1(5) = tste 7w 7 1(5) S(5+2)2 (5+2)2 + 5(5+2)2
_ 1] 9 —9s__1
Aplicando Ia transformada inversa de Laplace: i(t) = £ [ S(S+2)2 G + 5(5+2)2]
Una manera de proceder es realizando la siguiente descomponiendo en fracciones parciales:
L L _ AG+2HBSEes A+ B)S?+ (4A+ 2B + C)S + 44
S(S+2)2 7 S ' S+2 ' (S+2)? S(s+2)2 S(5+2)2 = ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1
’ i1 4’ 4’ 2 S(S+2)2 4S5  4(S+2) 2(5+2)2

Entonces, se tiene que:
e — -1t 1 -1[_1 -1|,-9s(2 1 1
i) =—-L [45 4(5+2) 2(s+2)2] +9L (s+2)2] +L [e (45 4(S+2) 2(5+2)2)]

_ _ _ _ _ —95 _ e—9S _ e—95
l(t) =-L [ ] +L [4(5+2)] +L7 [2(S+2)2] +9L [(s+2)2] +L [ 48 ] - L [4(5+2)] - L [2(5+2)2]
i(t) = _Z+ Z e 24— e‘Ztt +9e 7%t + —,ug(t)f(t -9) - —,ug(t)g(t -9) - %yg(t)h(t -9),

tal que: £(t) = L1 H =1:gt)=L" [— =e~2t; p(t) = L1 ] = e2t]1 [Si] = te~2t

Por lo tanto, la corriente del circuito esta dada por:

(S+2)2

1 1 19 1 1 1
it)=—7+ Z.e-zt + 7te‘2t + 7 Ho(t) — Z‘Ltg(t)e_z(t_g) —Ho(B)(t 9)e2t=9; ¢t > 0
CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE

El estudiante:
Expresa la funcién de voltaje v(t) en términos de la funcion escalon unitario. 20P
Con base en el sistema de ecuaciones que gobierna el comportamiento del circuito y en 70P
la transformada de Laplace obtiene la transformada de la corriente del circuito.
Aplicando la transformada inversa de Laplace determina la corriente del circuito para 50P
cualquier instante t.
TOTAL 140P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 6 (9 Puntos)
Halle el valor que debe tomar la constante k para que los valores propios de la matriz de coeficientes

xX'(O)] _ k [
yol = y(t)

determine la solucién general del sistema usando el método de los valores y vectores propios.

del sistema [ sean r; , = 2 % 3i. A continuacion, usando el valor hallado de k

Finalmente, obtenga la solucion particular del sistema considerando Iacond|0|0n|n|C|aI[ (0)] [_41]

Desarrollo:
Se halla los valores propios r de la matriz de coeficientes que denotaremos como M, resolviendo:
det(M —rI) = 0:

=0 te=P 1920 5 (k=1)?=-9 5 k-r=13i > r=k+3i v
r=k—3i.
Por lo tanto, para que los valores propios de M seanr; , = 2 + 3i, el valor de k debe ser igual a 2.

x(t)
y(®)

Se plantea la solucion vectorial z(t) = [ ] = ge"* tal que r es un valor propio de M y & un vector

propio asociado.

Se halla el espacio caracteristico y un vector propio asociado a cada valor propio, resolviendo el
sistema (M — rI) B, = 0, donde el espacio caracteristico B, se lo define de la forma g, = [Z] :

Parar; = 2+3ise resuelve el sistema (M —r,I)B,, = 0, es decir, [_—3Bl —33il g]
a A
Sumando a la fila 1 la fila 2 multiplicada por —i y ubicando el resultado en la fila 2: [_g’l 0| 0]
Al eliminarse la tltima fila se tiene una variable libre, con lo cual es valido considerar b € R.

De acuerdo a la fila 1: —3ia + 3b = 0, entonces a = % - a= % = —bi
Asi, By, = {[ ] bER { [[0 ]=b€lR§},conIocualel=[(1)]+[_01]1
- 0 i 1
Parar, = % - él: un vector propio asociado es el conjugado de &, es decir: g, = [1] - [ 0 ] i

a A T \—v—JB
La solucion general del sistema esta dada por:
z(t) = c;e* (Acos(At) — Bsen(/lt)) + c,e% (Asen(At) + Bcos(At)); c¢q,c, €R

1
_ 2t _ 2t
z(t) = cye ([1] cos(3t) [ ]sen(Bt)) + ce ([1] sen(3t) + [ ]cos(St))
Las componentes de la solucién general del sistema estan dadas por:
x(t) = c;e?tsen(3t) — c,e?tcos(3t)
y(t) = cie?tcos(3t) + cye?tsen(3t), talquecy,c, €ER.

Evaluando Iacondiciéninicial[ (0)] [ 1] se tiene:

x(0)=—-c,=-1->¢=1
y(0)=c, =4
Por lo tanto, las componentes de la solucion particular estan dadas por:
x(t) = 4e%tsen(3t) — e?tcos(3t)
y(t) = 4e?tcos(3t) + e?tsen(3t)

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE

El estudiante:

Obtiene el valor que debe tomar la constante k. 10P
Plantea la solucion vectorial del sistema. 10P
Determina un vector propio asociado a cada valor propio. 40P
Obtiene la solucion general del sistema. 20P
Evaluando la condicién inicial, obtiene la solucion particular del sistema. 10P
TOTAL 9.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




