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1) (6 PunTos) Sea la funcién f: R* — R cuya regla de correspondencia es:

X T
-, 0<x<-—
T 2
T
fx) = k, xX=5
cos(x) S T
) X >=
T —2Xx 2
Determine el valor numérico de k € R para que la funcién f sea continua en todo su
dominio.
Solucidn:

. T .
Para que f sea continuaen x = 3 debe cumplirse que:

T
lim, () = £ (3)
T 2
2
Calculamos los limites laterales:
e Limite lateral por la izquierda:
T
x 5 1
lim_—= 2z
rol T w2
2
e Limite lateral por la derecha:
Realizamos un cambio de variable:
T u
U=T—2X = XxX=——— E_E) (E)
2 2 . cos(x) COS(z 2 . seniz) 1
n* lim, T—2x fim, T u fim, u
Xx=o D u- (1 X=y “ :

Debidoaque lim_ f(x) = lim_ f(x), concluimos que lim, f(x) = % .Conbaseenla

- = T x> —
*=3 x=s 2

regla de correspondencia tenemos que f (%) = k. Entonces, para lograr la continuidad
en dicho punto:

N| =
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Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
conoce sobre
la continuidad
de funciones
de variable
realy el
calculo de
limites a partir
de limites
notables.

Desempeio
Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
No plantea la Plantea la Planteala Plantea la

condicion de
continuidad,

condicion de
continuidad y

condicion de
continuidad y

condicion de
continuidad,

ni calcula calcula bien calcula bien los | calcula bien los

limites solamente dos limites limites
laterales, ni uno de los laterales, pero laterales,

evalda la dos limites no concluye compara con la

funcioén. laterales. correctamente funcién
sobre k. evaluaday
concluye sobre
el valor de k.
0 1-2 3-4 5-6

Solucidn:

2) (4 Puntos) Dada la funcién f: [—%,%] ~ R definida por:

f(x) =x(sen(x)+ 1)

Aplicando el TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO, demuestre que existe por lo menos un valor
c en el dominio de f tal que f(c) = 2.

El enunciado del TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO es el siguiente:
“Sea f una funcién definida en [a, b] y sea W un nimero entre f(a) y f (b).
Si f es continua en [a, b], entonces existe al menos un niumero c entre a y b

Puesto que:

tal que f(c) =W”.

e y = x es una funcién continua para todo numero real.
e Siy = sen(x) es una funcidén continua para todo niumero real, entonces también
y = sen(x) + 1 es una funcién continua para todo nimero real porque es la
suma de dos funciones continuas.

Se infiere que f(x) = x (sen(x) + 1) también es continua para todo nimero real,
porque es la multiplicacién de dos funciones continuas. Esto es, la funcién f cumple con
el antecedente del teorema.

T T .. ., .. .
Dado que [—E,E] es el dominio de la funcidn, se encuentre definida en ese intervalo,

podemos evaluarla en los extremos de dicho intervalo, a = —g y b= g .
T I8 T T
f(—E) = —E (sen(—E) + 1) = —E(—l + 1) =0
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Como sabemos que

garantiza que:

2

2

f(z)=g(sen(z)+1)=%(1+1)=n

Jc € [—g,%] / flc)=2

0<2<m yse cumplen todos los requisitos del teorema, se

Rubrica:
Capacidades o
Desempeio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre | No plantea las | Verifica que la | Verifica que la Verifica la
el teorema condiciones funcién funcion cumple | continuidad,
del valor requeridas en | cumple con la | con la condicidn | evalua bien los
intermedio el teorema condicion de | de continuidad | extremos del
para del valor continuidad y evalua bien dominioy
funciones intermedio. pero no los dos concluye que
continuas. evalua bien. extremos del es posible
intervalo del obtener el
dominio, pero numero que
no concluye. satisface el
teorema.
0 1 2-3 4

3)

(6 PunTos) Dada la funcion:

fx)=In(x), vx>0

(a) (4 PunTos) Aplicando la definicién de derivada, obtenga D, (f(x)).
(b) (2 PunTos) Determine la ecuacién de la recta tangentea f en x, = e3.

Solucidn:

In(x + h) — In(x) ~ lim In (x —; h)

h h-0 h

1 1

. h\h _ h\h 1 1
Dx(ln(x)) = f}lino In (1 + ;) =In f}lino (1 + ;) = In(e)x = ;ln(e)

1 x+h
= lim ln( )

Dx(ln(x)) - f}iino n-0h X

1
D, (In(x)) = ~o Vx> 0

Evaluamos en x, = e3 para obtener la ordenada correspondiente:

Yo = f(e®) =In(e®) =3
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Evaluamos la derivada en x, = e para obtener la pendiente:

1
mr =Dx(f(x)) |x=e3 =73

La ecuacién de la recta tangente en Py(e3, 3) es:

e3

y—3=e—13(x—e3) ;. Vx€eR
Rubrica del literal 3.a):
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce la No conoce Conoce sobre | Conoce sobrela | Conoce sobre
definicién de sobre la la definicién definicion de | la definicion de
derivaday definiciéon de de derivada derivaday derivada,
calcula derivada. pero no calcula bien el | calcula bien el
limites a calcula bien el | limite, pero no limitey
partir de limite. concluye. concluye.
limites
notables. 0 1 2-3 4
Rubrica del literal 3.b):
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Excelente
conoce sobre No sabe lo | Obtiene la ordenada o la | Obtiene la ordenada
ecuaciones de que debe pendiente de la recta y la pendiente, y
rectas tangentes realizar. tengante, pero no escribe la ecuacién
a partir de ambos valores. de la recta tangente.
derivadas. 0 1 2

d
4) (12 Puntos) Obtenga d_z para cada expresion:

(a) (2 Puntos)y =

Solucion:

(sen(rt))2

., 2 .,
T €S una constante y la expresién (sen(n)) también lo es, por lo tanto:

dy_
dx

0
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Rubrica del literal 4.a):

Capacidades deseadas Desempeiio
El estudiante sabe derivar Insuficiente Excelente
una funcidn constante. No sabe como derivar. Obtiene la derivada.
0 2
(b) (2 PunTOS) y = arc tan(2x)
Solucion:
d 1 d 2
dx 1+ (2x)? dx 1+ 4x
Rubrica del literal 4.b):
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante Insuficiente En desarrollo Excelente
conoce sobre la No sabe como Deriva la funcion Deriva la funcion
derivada de una derivar. trigonomeétrica inversa trigonométrica

funcion

pero no aplica la regla

inversa y aplica la

trigonométrica de la cadena. regla de la cadena.
inversa y la regla
de la cadena. 1 2
(c) (2 Puntos)y = /ln G)
Solucidn:
_1
dy 1 ) 211 dy 1
dx 2 4 Ly 4 dx X
y'’s 2x |In (Z)
Rubrica del literal 4.c):
Capacidades deseadas Desempeiio
El estudiante sabe Insuficiente En desarrollo Excelente
derivar una potencia, No sabe Aplicalaregladela Deriva la
aplicar la regla de la cémo potencia, pero no potencia, el
cadena y derivar un derivar. aplicalaregla de la logaritmo y
logaritmo natural. cadena. aplica la regla de
la cadena.
0 1 2
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(d) (3 PunTos) 4x — y* — %cos(y) =0

Solucion:

dy 1 dy
4 — 2ya+zsen(y)a =0

1 dy

<2y - Esen(y)>a =4
dy 4
dx

1
2y —5sen(y)

(e) (3 PunTos) y = xsen(®
Solucidn:

In(y) = In(xs"®)
In(y) = sen(x) - In(x)
1 dy 1
——=cos(x)  In(x) + sen(x) - —
y dx

x
dy 1
T y (cos(x)ln(x) + ;sen(x))

d
& _ ysen) (cos(x)ln(x) +
dx

Rubrica de los literales 4.d) y 4.e):

Capacidades o
Desempeio

deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre No sabe Se equivoca Deriva bien Deriva bien
derivacion cémo derivar. enla cada término todos los
implicita (o derivacion de pero no términosy
logaritmica), alguno de los despeja expresa
regla de la términos. correctamente | correctamente
potenciay la expresion de la derivada.
derivada de la derivada.
una funcidén
trigonométrica
(oun
logaritmo
natural y el
producto). 0 1 2 3
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5)

(8 PunTtos) Dadas las funciones de variable real f y g derivables en R. Se conoce que
los puntos (—4,1) y (3,4) pertenecen a la grafica de la funcion f y los puntos
(—4,3) y (3,—2) pertenecen a la grafica de g. También se conoce que: f'(—4) = 3,
ff@A=-449g-=-2yg'3)=6.

(@) Si h=f-g,calcule h'(—4).
Solucidn:

Debe aplicarse la regla de la derivada para el producto de funciones:
h'(=4) = f'(-Hg(-4) + f(=4)g'(—4)
h(=4)=B)B)+()(=2)=9-2

(b) Si k= (2f +3g)*, calcule k'(3).
Solucidn:

Debe aplicarse la regla de la derivada para la potencia, la suma y el producto de una
funcién por una constante y la regla de la cadena:

k'(3) = 4(2f(3) +39(3))’ - (2f'(3) +39'(3))

K'(3) = 4(2)(®) + (3)(=2)) ((D(=4) + (3)(6)) = 4(8 — 6)*(—8 + 18) = 4(8)(10)
| k'(3) =320 |

(c) Si m= fog,calcule m'(—4).
Solucidn:

Debe aplicarse la regla de la derivada de una composicién de funciones mas conocida
como regla de la cadena:
m'(=4) = f'(g(=1) - g'(-4)
m'(-4)=f'3)-(=2)=(-4-(-2)
| m'(—4) =8 |

(d) Si p =£ , calcule p'(3).

Debe aplicarse la regla de la derivada de un cociente de funciones:
v 9B B —fB)g 3)
p'@3)= >
(9(3)
3y CHEH-DO) _8-24 _ —16
PO=TT O ST d
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Rubrica de los literales 5.a), 5.b), 5.c) y 5.d):

Capacidades =
Desempeio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Excelente
conoce sobre | No sabe como | Deriva la funcion segun la Deriva bien la
la regla de derivar. regla presente pero evalua funcién y evalua
derivacion incorrectamente algun correctamente.
presente en término.
cada literal. 0 1 2

6) (8 PunTos) Dada la curva en coordenadas polares:

r =2 cos(30)
(a) (1 Punto) Bosqueje la grafica de esta curva en el plano polar.
(b) (5 PunToOs) Calcule el siguiente valor:

1

=21

(c) (2 PunTos) Explique cual es el significado geométrico del valor calculado en el
literal (b) y represéntelo en la figura que elaboré.

Solucidn:

La grafica de la rosa de 3 pétalos en el plano polar es la curva de color azul:

/ /
/ \ /
/
/

d
Para determinar ﬁ a partirder = f(0) = 2 cos(36), se emplea derivacién polar

teniendo en cuenta que:

x =rcos(@) =2cos(30) cos(8) y=rsen(8) =2 cos(30) sen(0)

Ahora, por definicidn:

dy
dy _da
dx_d_x
do

[2 cos(30) sen(0)] ,2’6% [cos(360) sen(0)]

SEISES

[2 cos(36) cos(0)] él di [cos(30) cos(6)]
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dy_

dy_
dx

dx
Evaluando:
dy
dxlg=sr/6
dy|
dxlg=sr/6

El valor calculado representa la pendiente de la recta tangente m, =

(005(39))’ sen(0) + cos(360) (sen(B))’
(005(39))’ cos(0) + cos(36) (cos(@))’

—3 sen(30) sen(0) + cos(360) cos(H)
—3 sen(30) cos(6) — cos(30) sen(6)

3 sen (1) sen (5T) + cos (5T cas (5
e () cos () o () sen (5
—3(1)(%)+(0)< g) —% 1
so(-9)-o@ E T

& .Si
dxlg= 57t/6

obtenemos el valor negativo de su fraccidn reciproca, representa la pendiente de la

recta normal.

=3

En el plano polar se han bosquejado las graficas de ambas rectas, la recta de color

rojo es la recta tangente y la recta de color verde es la recta normal.

Rubrica:
Capacidades o
Desempeio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar una | No conoce Bosqueja la Bosquejala Bosquejala
ecuacion polar, sobre graficade la graficade la graficade la
funciones derivacion | rosay realiza rosa, realiza rosa, realiza
trigonométricas, polar. bien, o la bien la primera | bien la primera
laregladela derivada derivada (con derivada (con
cadenay polar del las las expresiones
calcular numerador o expresiones simplificadas) y
pendientes con la derivada simplificadas) evalla bien e
derivadas. del pero se indica que el
denominador. equivoca al valores la
evaluar. pendiente de la
recta normal.
0 1-3 4-6 7-8
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7)

(6 PunTos) Dada la curva en coordenadas paramétricas:

Obtenga:

Solucion:

{x(t) =et

y(t) = 2%

&y

dx?

Por derivacién paramétrica, la primera derivada d_ se calcula asi:
x

d d
dy T 7@ 2m@)-@ O
dx_d_x_i(e_t)_ e~t-(-1) et
dt dt
L da derivad &y Icula asi:
a segunda derivada - se calcula asi:
d (%) d 22t+1
dy ddy\ —g %<_l"(2) et )
dx? E(E) T odx T d,
dac ate™)
[e=t22*1in(2) - (2)] — [22* (=e~")]
d2y ~ #In(2) GO
dx? Fet
dzy ln(Z)VtZZtH 21"(52;" ! dzy 2t+1 2t
Frch ot = e In(2)2 (2In(2) + e
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre No conoce | Realiza bien o | Realiza bien o | Realiza bien la
derivadas de sobre la primera la primera primerayla
orden superior | derivadas de | derivada del derivaday la segunda
y las aplica en orden numerador o segunda derivada (con
ecuaciones superior o la del derivdada pero | las expresiones
paramétricas. derivacién | denominador. tiene simplificadas).
paramétrica. problemas al
simplificar.
0 1-2 3-5 6
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