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1. (9 Puntos) A continuacion, se presenta tres enunciados, cada uno de los cuales tienen 5
posibles opciones de respuesta (mas de una puede ser correcta en cada caso). Rellene el
circulo de aquella o aquellas opciones correctas. Cada seleccion incorrecta restara 0,5 puntos
a la calificacion del tema.

(@) Sean T:V = W una transformacion lineal. Si dimV =ny dim W =n — 1, es cierto que:

Si {vy,v,, ..., v,} €s un conjunto linealmente independiente en V entonces
{T(v,),T(vy),...,T(vy,)} es un conjunto linealmente independiente de W.

T(0y) =0y

T debe ser sobreyectiva.

T debe ser inyectiva.

El rango de T es menor o igual an — 1.
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(b) Siuy v son vectores ortogonales de un espacio (V,(.|.)), entonces es cierto que:
lu+vll? = [Jull® + |lv]?

{u, v} es un conjunto linealmente independiente.

Si u y v son no nulos, existe una base de V que contenga a estos dos vectores.
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O uy u+ v no pueden ser ortogonales.

O uy u+ v son ortogonales si u es no nulo.
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(d) Sea A una matriz cuadrada de orden n con entradas en un campo K. Es cierto que:

‘ Ay A* tienen el mismo polinomio caracteristico.

O A tiene n autovectores linealmente independientes
‘ Si A tiene n autovalores diferentes entonces es diagonalizable.

O Si A es diagonalizable entonces debe ser una matriz simétrica.

' Si A es una matriz simétrica entonces todos sus valores propios son numeros reales.

Son 6 proposiciones ciertas, 1,5 punto cada una. Por cada una incorrecta se le penaliza con medio punto y
la calificacidn final serd el maximo entre cero y la calificacion obtenida segun estas condiciones.

2. (10 Puntos) De ser posible, construya una transformacion lineal T de P,(R) en R3tal que,

1 0 1
T(x?+1) = <—1); T(x+1) = <2> s T(x? —x) = (—3).
0 1 -1

Inadecuado En desarrollo Satisfactorio Avanzado
Verifica que la . Define las Construye la
. Determina una .y L
. imagen del imdagenes de transformacion
Indica que base B para .
2 vector que no . cada uno de lineal
En blanco o {x*+1;x+ . P,(R) que incluya .
. 2 es linealmente los elementos | correspondiente
sélo 1;x* —x} no . . dos vectores del
. . independiente, . de B que de manera
incoherencias | forma una base . conjunto .
satisface la 2 satisfagan las correcta.
para P,(R). . {x+ Lx+ -
condicién de 1;x2 — x} condiciones
linealidad ’ dadas.
0 2 2 2 2 2




3. (9 Puntos) Determine los valores de la constante a para los cuales la matriz real

1 a a
A=<—1 1 —1) sea diagonalizable.

1 0 2
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4. (5 Puntos) Demuestre que si (V,(.|.)) es un espacio con producto interno, a¢ € K, v;,v,,v; €V ,
entonces (vq|av, + v3) = @(vy|v,) + (v1|v3).
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(7 Puntos) Considere el siguiente teorema:

Si V y U son dos espacios vectoriales sobre un campo K, V de dimensioén finita
y L:V = U una transformacién lineal, entonces Rango(L) + nulidad(L) = dim(V).

A continuacion se presenta un conjunto de pasos, que ordenados pertinentemente representan
la demostracion de este teorema para el caso en que 0 # k = nulidad(L) < dim(V) = n.

En cada circulo en blanco indique el orden que corresponda al paso adjunto para que la
demostracion sea expresada de manera correcta. Como ilustracion, se indica cual es el paso

octavo.

| Orden |

Pasos
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Sea B, = {vq,v,, ..., Uy} una base para el Ker(L).

Siu € Im(L), entonces existe un vector v €V talque L(v) =u y v =a;v; + av, +
o+ a,v, con aq, ay, .

Se obtiene entonces que Rango(L) + nulidad(L) = (n — k) + k = n = dim(V).




Existen entonces ¢y, ¢y, ..., ¢k € K tales que Vi 1Visq + "+ VnUn = C1V1 + Uy + ..+
Cx Vg, de donde c;vq; + cavp + o CrVk — Vis1Vike1 — =" — YauVn = Oy

Se pueden elegir vectores vy 1, Vi42, -, Uy tales que B, = {vy,V,, ..., U} Sea una base
para V.

Se tiene entonces que ¢; = ¢y = " = C = Y41 = *** = ¥n = 0, por lo tanto
{L(Vk41), -, L(v,)} es linealmente independiente y base de Im(L).

SiVi+1L(Vk41) + -+ vul(vn) = 0y se tiene que L(Yr+1Vk+1 + -+ ¥an) = Oy, esto es
Yi+1Vk+1+-+y,Vn € Ker(L).

Luego, u = a1 L(Vy1) + -+ + @, L(vy), por lo tanto {L(vk44q), ..., L(vy)} genera a Im(L).
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Son 7 “pasos” a ser ordenados ya que el quinto fue indicado como ilustraciéon. Se asignara un
punto por cada paso correctamente seleccionado, siempre que el siguiente también esté
correctamente seleccionado (el tercero y el cuarto, por ejemplo)

6. (10 Puntos) Sea (V,(.|.)) un espacio con producto interno y sealW un subespacio de V.
Demuestre que el complemento ortogonal de W, W+, es un subespacio de V y determine ademas
W n w
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