m oL Facultad de
P Ciencias Naturales y Matematicas

ANO: 2022 PAO2

MATERIA: CALCULO VECTORIAL SOLUCION Y RUBRICA
MEJORAMIENTO

TIEMPO DE DURACION: 2 Horas FECHA: Febrero 13 de 2023

PRIMER TEMA (40 puntos)
Justifique el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) C es la curva cerrada formada por las curvas y = x% ,x = y?, entonces si se aplica el Teorema de

Green para calcular la integral de linea fc (y + e‘/;) dx + (Zx + cos(yz)) dy, suresultado es §

VERDADERO
oM
M= \ —=1
yte - 3y
ON
N= 2 2 —=2
x + cos(y*) — 7%
l___
1

ON oM L '
jf <___> dA:_[ (2—1)dA:fj dAzf f dydxzj y|‘fz dx =
r \Ox 0y R R 0 Jx2 0
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Rubrica:
Capacidades .
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe utilizar
correctamente e| | No realiza Realiza Realiza un grafico | Realiza un grafico
teorema de proceso correctamente el correcto, plantea correcto, plantea el
Green para coherente alguno, | grafico, identifica la el teorema de teorema de Green,
calcular una no realiza un curva cerrada consu | Green, deriva bien | deriva bien, coloca

integral de linea
dada.

grafico correcto
ni plantea bien el

regién internay
plantea

y coloca
correctamente los

bien los limites de
integracion en la

teorema de correctamente el limites de integral doble, la
Green. teorema de Green. integracion en la resuelve y concluye
integral doble que la proposicion
es verdadera.
0 1-4 5-8 9-10

b) Dada las funciones g(x,y) = (x* + 1, ¥*) y f(u,v) = (u+ v, u,v?), entonces la suma

de los elementos de la matriz D(f © g)(1 1) es igual a 8.

FALSO

Df(u,v) =
99,
ox

Dg(x,y) =
99,
ox

D(f o g)(1,1) = D(f)g(1,1) D(g)(l,l)

g(1,1) = (2,1)

1 1

0 2

o, o
Jdu dv 1 1
d d
%, |1 o > D(fen=1 0
u Jdv 0 2v
o5 93
Ju Ov
%9,
gy | _(2x O (2 0
g, _(0 2y> —>Dg(1,1)—(0 2)
ay
1 1 2 2
2 0
Dfegan=(1 0)(5 ,)=(2 o
0 2 0 4
10+ 8
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Rubrica:
Capacidades N
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe calcular la y
) No realiza Plantea Plantea Plantea
matriz
. proceso correctamente la correctamente correctamente la
Jacobiana de coherente alguno
una 8UNO. | regla de la cadena | laregladela regla de la cadena
L generalizada cadena generalizada,
composicién de - dicand . lizad cula Dev D
. indicando en qué eneralizada calcula
funciones q & y Y Ve
- puntos debe calcula las evaluadas puntos
utilizando la ) )
evaluar cada matrices correctos, realiza
regla dela _ . S
matriz. Jacobianas de la multiplicacion
cadena ] o
. las funciones fy | matricial, suma
generalizada. )
g evaluandolas los elementos y
bien en los concluye que el
puntos enunciado es
correctos. falso.
0 1-3 4-8 8-10
2,237
cos(x +y2+ 2)

c) Sia usted se le asegura que el lim existe, entonces su valor es -1

(xy)~(0,0)  x*+y?

FALSO

Note que si (x,y) — (0,0) entonces cos (xz +y% + 32—”) -0y (x> +y?) - 0, teniendo una

. L 0
indeterminacion de la forma 5

Como el limite existe, el limite puede ser determinado a través de cualquier trayectoria.
Escojemos la trayectoria: y = x

cos (2x2 + 3%)

cos (x2 +y2+ 377T) . cos (xz + x% + BTH) .

li
(x'y)ILIE(),O) x2 + yz x50 x2 4+ x2 X0 2 %2

Podemos aplicar la Regla de L’Hopital:

lim

x>0 2 x2 x—0 4x x-0

3m 3
cos | 2x% + 5~ —4x sen (2x% + =5~ 3
( 2 ) = lim ( 2 ) = lim <—sen (sz + ;)) =1
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Rubrica:
Capacidades .
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe calcular un - - - -
- No realiza Indica que hay Indicala Indica la
[imite para una ) o ) o ) o
iy proceso alguno, | indeterminacién indeterminacién, | indeterminacién,
funcion de dos . -
variables pero identifica 0/0, y elabora una | elaborala elabora la
gue hay una estrategia para estrategia de estrategia de
indeterminacion | resolver el limite o | resolucién resolucion
de tipo 0/0 para probar que no | llegando a un llegando a un
es -1, sea usando limite que o no limite que
identidades resuelve o lo resuelve
trigonométricas o resuelve de correctamente
mediante la forma errada. usando limites
eleccién de una notables o regla
trayectoria. de L'Hopital.
Ademas, concluye
que el enunciado
es falso.
0-1 2-4 5-7 8-10

d) Sea Q la regidn tridimensional ubicada en el primer octante y limitada por las superficies x +y =

. 5
1, z =1 — x?, entonces el volumen de Q es igual a — u3

VERDADERO

12

Un bosquejo de la region limitada por el plano y la superficie cilindrica dada es el siguiente:

Entonces, la proyeccion de Q en el plano XY es el tridngulo limitado por lasrectasx +y =1, x =0,

y y=0:

z

"
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1 r1-x 1-x? 1 ~1—x 1
sz j f dzdydx:f f (1-x2) dde=j(1—x2)(1—x) dx =
0 Jo 0 o Jo 0

1
jl(l 24 ) d x? x3+x4 L 1 1 5 |
—-x—x“+x x=|lx———-——=+—]| =1—-=—c+-=—1u
0 2 3 4 o 2 3 4 12
Rubrica:
Capacidades .
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como - - -
No realiza Grafica Plantea la Plantea la integral
calcular el , .
proceso correctamente el integral doble o | doble o triple con
volumen de un . _ _
" coherente solido en el espacio | triple con base base en los
solido en el - o o
espacio alguno. y la regién de en los graficos graficos correctos
. integracion en uno | correctos para para calcular el
mediante el uso
. de los planos calcular el volumen
de integrales
. coordenados. volumen colocando
dobles o triples.
colocando adecuadamente
adecuadamente | los limites de
los limites de integraciény
integracion. ademads resuelve
bien la integral y
concluye que el
enunciado es
verdadero.
0 1-3 4-7 8-10
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SEGUNDO TEMA (15 puntos)

Obtenga, identifique y bosqueje la superficie en coordenadas cartesianas, cuya ecuaciéon en coordenadas
esféricases p = 3 csc(¢)

Para obtener la superficie partimos de la ecuacién

3
sen(¢)

p=3csc(p) = p= psen(¢) =3 (1)

De las coordenadas esféricas se sabe que:
x = pcos(B) sen(@) ; y = p sen(@) sen(®) , por tanto, multiplicando en (1) en ambos lados de la igualdad
por cos(0) con cos(0) # 0, se tiene que
pcos(0) sen(¢) = 3cos(8) = x = 3cos(0)
De forma anéloga multiplicando (1) por sen(6) con sen(6) # 0, se tiene que
y = 3sen(0). Elevando al cuadrado tanto a x como a v, se tiene que

x% +y? =9 cos?(0) + 9 sen?(0) = 9.
Entonces, la ecuacién en cartesianas es: x? + y2 =9

Es una superficie cilindrica con eje principal Z y con traza circunferencia centrada en el origen de radio igual a
3.

>
Rubrica:
Capacidades DesempeRo

deseadas P
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
tiene la - . - _

. El estudiante no | El estudiante El estudiante El estudiante
capacidad de ' '
sabe diferenciar | expresa expresa expresa
obtener, -
. o gue la ecuacion | correctamente el correctamente correctamente el
identificar y de ]
araficar esta expresada valor de x, y, pero el valordex, v, valor de x, y, sabe
superficies en coordenadas | no sabe identificar | sabe identificar | identificarla
' esféricas y por la superficie en la superficie en superficie en
expresadas en ' ' ) }
tanto plantea cartesianas, ni cartesianas, cartesianasy
coordenadas ) ) . . )

. mal todo el grafica dicha pero no grafica grafica dicha
esféricas a ol fici dich fici fici
coordenadas problema. superficie. icha superficie. | superficie.
cartesianas. 0-2 3-8 9-12 13-15
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TERCER TEMA (15 puntos)
La temperatura en cualquier punto (x,y) de una placa metalica es T grados. Se conoce que en el punto

P(3,2) la temperatura crece a razén de 2v/5 grados por decimetro en la direccién de P hacia Q(4,4) y
disminuye 1 grado por decimetro en la direccion —j . Determine el vector gradiente de temperatura en el
punto P.

La razoén de cambio de T en cualquier punto (x,y) en la direccion unitaria U esta dada por la derivada
direccional, entonces: T'((x,¥),%) = VT(x,y) - i
Considerando la siguiente gréfica:

L

4,4

P32y

El vector unitario en la direccién del vector P—Q) esta dado por:

__ P _(4H-GB2)_(12) (1 2
SR T Aol Vs ‘(F'F)
Por lo tanto, T' ((32)( )) VT (3,.2) - (w f) ( (3,2), (32)) (f })
1 9T
= Fox —@B3.2)+ \Fa (32)—2\/_

Por otra parte, T'((3,2), —j) = ( (3,2), (3 2) ) (0,—1) = —3—5(3,2) -1 > %(3,2) =1

2 0T

Puesto que: —= (3 2) + (3 2)=2V5y —(3 2) = 1, tenemos que:

oT oT
—((,2)+2=10 » —(3,2)=8
0x 0x

El gradiente solicitado es: VT(3,2) = (8,1)
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Rubrica:
Capacidades .
Desempefo
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
entiende el - — —
No realiza Plantea la ecuacion | Plantea la ecuacién | Plantea la
concepto de . ) -
. proceso que relacionaala que relaciona a la ecuacion que
derivada ' ] '
. . coherente derivada derivada relaciona a la
direccional y ) . ) ) .
. alguno. direccional con el direccional con el derivada
sabe cdmo esta ] _ ) _
. gradiente para gradiente para direccional con el
se relaciona con ) . . ) i
. ambas direcciones, | ambas direcciones | gradiente para
el gradiente _
pero no coloca los | sustituyendo datos | ambas
cuando la o ) ,
FUncion es vectores unitarios | correctamente, direcciones
diferenciable. PQy—jde luego 'resuelve las sustituyendo
manera correcta ecuaciones que datos
en las ecuaciones o quedan pero correctamente,
no coloca una comete errores 'y resuelve las
expresion general nollegaala ecuaciones que
para las respuesta. guedan de forma
componentes del correctay
gradiente. concluye su
respuesta.
0 1-5 6-12 13-15
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CUARTO TEMA ( 20 puntos)

Calcule la integral de linea 456 (xy2 + xz) dx + (4x — 1) dy para la curva C mostrada en la siguiente
figura:

y

a) De manera directa
b) Utilizando el Teorema de Green

a) Disponemos de 3 segementos de recta C;, C, y C3

Parametrizamos:

C:7(t)=(0,t); 0<t<3
entonces, x =0=>dx=0dt, y=t =>dy =dt

C:7(t) = (1—-1)(0,3) +t(—3,0) = (—3t,3—-3t); 0<t<1
entonces, x = =3t = dx = —3dt, y =3 -3t = dy = —3dt

C3:7(t) =(t,0); -3<t<0
Entonces,x =t = dx =dt, y =0 = dy = 0dt,

asi las integrales de linea estan dadas por:

3 3

(ey? +x2) dx + (4x — 1) dy =f [(0)(O)2 + (0)2](0) dt + f [(4)(0) — 1] (1) dt = -3
0 0

C1

(xy?+x?)dx+ (4x—1)d
c
1

1
=f [(=30)(3 — 36)% + (—=30)2](=3) dt+ f [(4)(=36) — 1] (=3) dt =
0 0

1 1 75
= f (81t3 — 189t2 + 81t) dt + f (36t +3) dt = T
0 0

0 0

[(O©2 + ©](1) de+ f [(@(® —1] (0)dt=9

(xy? +x?)dx+ (4x — 1) dy = j
-3

Cs -3
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75 99
f (xy2+x2)dx+(4x—1)dy=(—3)+7+9=7
c
Rubrica:
Capacidades Desempefo
deseadas P
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente

esta en
. El estudiante no | El estudiante El estudiante El estudiante
capacidad de ) ) _
puede parametriza parametriza parametriza
resolver
. establecer correctamente las | correctamente correctamente las
integrales de
linea por correctamente curvas, pero no las curvas, curvas, plantea
L la integrales de plantea plantea correctamente las
definicion. ) ) -
lineas correctamente las | correctamente integrales de linea
requeridas integrales de linea | las integrales de | y resuelve
linea, pero correctamente
comete algunos | dichas integrales.
errores al
resolverlas.
0-2 3-5 6-8 9-10
b) Utilizando Teorema de Green
2 2 M
M= xy*+x* -» ———=2xy
) ON
N= 4x—-1x“> —=
Ox

de ésto se tiene que:

ij (g—lz-%—]:) dA=ij (4 —2xy) dA

Los limites de la regién de integraciéon son: -3<x<0;0<y<x+3

ffR (4 —2xy)dA = fL dA = f_"g LX+3(4 —2xy)dydx = f_(;(4y — xy?)|5*3 dx =

0
f (12 —5x — 6x2 — x3) = —
-3

99
4
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Rubrica:
Capacidades .
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
esta en , _ - ,
. El estudiante no | El estudiante El estudiante El estudiante
capacidad de
- puede establece establece establece
utilizar el
establecer correctamente el correctamente correctamente el
teorema de
correctamente Teorema de Green, | el Teorema de Teorema de

Green para

resolver el Teorema de pero comete Green, plantea Green, plantea

. Green errores en los correctamente correctamente los

integrales de o o T

linea limites de los limites de limites de

integracion integracion, integracion, y
pero comete resuelve
errores al correctamente al
integrar integrar.
0-2 3-5 6-8 9-10

QUINTO TEMA (10 puntos)
Demostrar que el drea de una regién R limitada por una curva cerrada simple a trozos C esta dada por:

1
Az—f xdy —ydx
2)c

Escojemos un campo vectorial tal que F= (M,N) = (—% ,g)
oN _
dax

/] (1 (1)>dA $  ydrtixd
-—|—-z = ——ydx+-x dy
R \2 2 c 2 2
1
ff dA=—j£ xdy—y dx
R 2C

Aplicando el Teorema de Green: | [, ( 3—1‘;) dA=¢. Mdx+Ndy
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Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante
esta en
capacidad de
demostrar
porqgue el
Teorema de
Green sirve
para calcular el
area de una
region plana.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

El estudiante no
puede
establecer
correctamente
la forma de
iniciar la
demostracion.

El estudiante
expresa
correctamente los
componentes My
N del campo
vectorial,
requeridos para la
demostracion y
establece la
expresion del
Teorema de
Green.

El estudiante
obtiene las
derivadas de My
N con respecto a

“on “u,n

vy’ ya“x
respectivamente,

reemplaza en el
Teorema, y
procede a trabajar
ambos lados de la
igualdad.

El estudiante
finalmente
comprueba que
efectivamente la
expresion sirve
para calcular el
area de una regién
plana.

0-1

2-4

5-9

10
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