Primer tema - a

Cambiar el orden en la siguiente integral:
2 2—x
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NOTA: Usted debe obligatoriamente seguir los siguientes pasos:

1. Analizar el tipo de barrido original

2. Representar graficamente la region original de integracion en el plano

3. Plantear la integral(es) con el nuevo barrido

Se trata de la regién comprendida entre la pardbola y = z2/4 — 1 y la recta y = 2 — =.

2

Al invertir el orden de integracion, la integral se descompone asi:

2vy+1
1—/dy/ xydz+/dy/ y) dz.
2/y+1 0 z\/uTl

Primer tema - b

Cambiar el orden en la siguiente integral:
3v25-x2
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NOTA: Usted debe obligatoriamente seguir los siguientes pasos:
1. Analizar el tipo de barrido original
2. Representar graficamente la region original de integracion en el plano

3. Plantear la integral(es) con el nuevo barrido



La regién de integracion, indicada en la figura, es la que verifica el sistema

0<z<3 4z/3 <y < V25—1z2.

Como el punto (3,4) es la interseccién entre la circunferencia y la recta, la nueva integral

se escribira como

3 V25—x2 4 3y/4 5 \/ﬂ
/ dz f(z,y)dy=/ dy/ f(r,y)dr+/ dy_/ f(z,y)dz.
0 4z /3 0 0 4 0
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Segundo tema - a

Calcular la siguiente integral doble:

8

(Aplicar el método de integracién por partes en la segunda integral.)

Segundo tema - b

Calcular la siguiente integral doble:

|x]

1
f e**Y dx dy
-1 -

2|x|

Calculamos primero la integral respecto a la variable y:

1 |z| 1 |l 1
/ d:r/ etV dy = / ety dr = / (extl2l — e==2121) dg,
-1 —2|z| -1 -1

—2|z|




Ahora descomponemos la integral simple en suma de dos integrales para sustituir el valor

absoluto:
1 0 1
/ (e*tlzl — g2y dg = / (1- e‘“)d:r+/ (€** —e *)dx
1 1 . 0 )
. <z— %eh) + <%e2z+e_1>
-1 0
N —%+%67:i+%82+671.
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Tercer tema - a

Sea Q la region del espacio que esta en el primer octante limitada por las graficas
de las superficies con ecuaciones: x +y=1; z=1— x?

a) Bosqueje la region tridimensional Q

b) Calcule el volumen del sélido Q utilizando integrales triples

a) Laecuacién x+ y =1 corresponde a la ecuacion de *

un plano que se extiende paralelamente al eje z, y

z=1-x" corresponde a la ecuacién de una superficie 1

que se extiende paralelamente al eje y, e interseca al

plano xz en la pardbola de ecuacién z=1-x>. El sélido
Q es la parte del sélido limitado por ambas superficies ! Y
que esta en el primer octante.

b) La proyeccién en el plano xy de Q es el tridngulo 4y
limitado por las rectas de ecuaciones x+y =1, x=0y 3
y = 0 . 2

! x+y=1
Por lo tanto, T T

0 0 0

Tercer tema - b

Sea D la region del espacio que esta en el primer octante limitada por las graficas
de las superficies con ecuaciones: x =3; y=2x;z=1—1y?

a) Bosqueje la region tridimensional D

b) Calcule el volumen del sélido D utilizando integrales triples



La integraciéon con respecto a 2z seria de

0<z<1—9?

la proyeccién en el el plano zy es del tipo II

y
Y<or<s
g =T =

0<y<l1

3

1 3 pl—y? 1 53 1
///dv:/// dzda:dy://l—yzd:zrdy:/:L'—:l:y2 dy =
D o Jz Jo 0o Ji 0 ¥
1 1 =
=/ 3—3y2—%y+%y“d'y=3y—y“—}1y’+éy4 =1§0
0 0
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Cuarto tema - a

Calcule la integral | [ R (x% + y%) dA mediante un cambio de variable apropiado,
si R es el cuadrado de vértices (2,0), (0,2), (-2,0) y (0,-2)

Los puntos (2,0), (0,2) quedan sobre la recta de ecuaciéon x+ y =2, épor qué?

Los puntos (— 2,0) y (0,2) quedan sobre la recta de ecuaciéon y —x=2, ¢por qué?
Los puntos (— 2,0) y (0,— 2) quedan sobre la recta de ecuacién x+ y =-2, ¢ por qué?
Los puntos (0,-2) y (2,0) quedan sobre la recta de ecuacién x —y =2, ¢por qué?

Si hacemos el cambio de variable x + y=u y y—x=v, despejando xyyen términosde uyv se

u-—v u-+v

obtiene x = yy= 7

La recta de ecuacién x + y =2 se transformaen u=2
La recta de ecuacién y —x =2 se transformaen v=2
La recta de ecuacién x + y =-2 se transformaen u =-2

La recta de ecuacién x — y =2 se transformaen v=-2
La imagen de la regién R, bajo la transformacién dada es el cuadrado S de vértices (2,2), (— 2, 2),
(—29_2) y (2’_2)

Oox ox
Por otra parte (x,y)= ou ov|_Ox0 oxoy_ (lJ(l)_(_lJ(l)=l+l=l
w,v) | | ouov ovou \2)\2 2\2) 4 4 2

ou Ov

Por lo tanto,

[ £y} =] S (x50 v)) oxy)

dudv=1 | [(”'”Jz +(u+v)2J(l)dvdu
V) 2 2 2 2 2

2
1220 , _, 1220, 12 v3 12(2 16)
=— 2 2v7 )dvdu =— +v*)dvdu =— ~ | du==1[|4u*+—|du=
8_I2_Iz(u+v)vu 4_j_j(u v)vu 4_}{ 3 _Zu 4] u 3 u

2
=%[§u3'+?u]_2 =%[(8+8)+(8 +8)]=?

Cuarto tema-b

Calcule la integral [ [ (x +¥)* sen? (x —y) dx dy mediante un cambio de
variable apropiado, si R es el cuadrado de vértices (0,1), (1,2), (2,1) y (1,0)

El recinto R estd limitado por las rectas x+y=1,x+y=3, x—y=—-L,x—y=1



Junto con la presencia de los términos x+y y x —y en el integrando, esto sugiere efectuar el cambio de

variables u = x+y, v=x—y.

El inverso de este cambio estd dado por las ecuaciones x = (u+v)/2, y = (u —v)/2, cuyo jacobiano en
valor absoluto es |J(u,v)| = 1/2, mientras que el nuevo recinto de integracién

viene determinado Por las condiciones 1 <u <3, —1 <v < 1. Consecuentemente,

//R (x+y)*sen®(x—y) dxdy =

13 ! 26 ! 13 1 b3
= —/ u? du/ sen’vdv="— [ (1—cos2v) dv=— |v——sen2v| = — (2—sen2)
2 1 -1 6 2 -1 6

12 /1
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe calcular No puede Establece bien | Desarrolla Resuelve
una integral establecer la regidn de bien el correctamente
doble bien la integracion ejercicio hasta | todo el ejercicio
mediante un region de original, escoge | calcular el respetando los
cambio de integracion bien el cambio | Jacobiano pasos requeridos
variables original ni de variables, pero plantea |y obteniendo el
adecuado escoger un pero comete mal la integral | valor de la
cambio de errores al final o comete | integral doble
variables calcular el errores al solicitada.
adecuado Jacobiano o calcularla
plantear la
nueva region
de integracion
0-4 5-10 11-14 15




Quinto tema

Para una industria de software la funcion de produccion de Cobb-Douglas esta dada
por: f(x,y) =100 x3/* y1/* | donde x representa las unidades de trabajo a $ 150
por unidady y representa las unidades de capital a $ 250 por unidad. El costo total
de trabajo y capital esta limitado a $ 50.000 . Utilizando multiplicadores de
Lagrange determine el nivel maximo de produccion de este fabricante.

max f(x,y) = 100x3/4y1/4
s.a g(x,y) = 150x + 250y = 50,000

Aplicar la funcién lagrangeana £ (x, y,A) = f (x,y) + A (c - g (x, y)) pararesolver:
L(x,y,2) = 100x*/*y*/* + (50,000 — (150x + 250y))
L(x,y,2) = 100x3/*y*/* + 2(50,000 — 150x — 250y)

3 11
L, =100 (Z) x~4y1/% _ 1501 = 0 & 75x 4yd — 1501 =0 (1)

1 3 3
£, =100 (Z)x3/4y‘3/4 — 2504 = 0 & 25xiy"i —250A =0 (2)

L; = —150x — 250y + 50,000 = 0 & 150x + 250y — 50,000 = 0 (3)

Resolviendo para 4 en (1):

11 11
11 11 75x"4ys  x 4yd
75x 4y4 — 1501 =0 1501 =75x 4y4e @ A = =
150 2
11
X 4y4
A=— (4)
Resolviendo para 4 en (2):
3 3
3 3 3 3 25x3y~4
25x4y 4 — 2501 =0 & 2504 = 25x4y ¢ @ A = 250
3 3
x4—y 4
A= 10 (5)
Se iguala (4) y (5):
N T W A N
x 4yd xay 4 4 x4 1,3 3.1 4 4
Y T o T =T o 10yatE = 24478 © 10y4 = 243
2 10 = —
y 4 x 4



©10y=2xex=5y (6)

Sustituyendo (6) en (3), se tiene
150(5y) + 250y = 50,000 < 750y + 250y = 50,000 < 1,000y = 50,000

50,000
1,000

ey 50

Se sustituye y = 50 en (6): x =50(50) =250

Finalmente:

£(250,50) = 100 (250)3/# (50)*/* unidades de producto
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