PRIMER TEMA

Considera la funcidn:
xt+ yt
fCe,y) = {x% + y2
0 x*+y*=0
a) Determine si la funcion es continua en el origen.

. . d . .. .
b) Encuentre la derivada parcial respecto a x a—‘; para los puntos distintos al origen.

c) Usando la definicion, encuentre la derivada parcial respecto a x en el origen
of

o (0,0).

d) Repita el literal b) y c) pero para la derivada parcial respecto a y.

e) Determine si f es una funcién diferenciable en el origen.

x> +y2#0

a) Se calcula el limite para comprobar la continuidad:
_ x*+y*  r*cos*@+r*sinte 4
lim ———=I1im =limr“cos*0 +r<sin“6 =0
(x,y)—(0,0) x2 + yz r—0 12 -0
La funcidn si es continua en (0,0)

b) Empleando las reglas de derivacion.
of o <x4 + y4> AP (x? +y?) = 2x(x* +y*)

dx  0x \x2 + y? (x2 + y?)?

c¢) Usando la definicién de derivada:

h* +0*
of _fO+R0)=£00)  f(h0)-f(00)  pzgor 0
ax "0 =1 h IR N
= lllirrcl) h=0

d) El mismo proceso aplicado para la derivada parcial respecto a x lo aplicamos para la
derivada parcia respecto ay:
Para puntos distintos del origen:

of _ o (x“ + y‘*) _ 4GP +y?) -2yt )

dy  dy\x? +y? (x2 + y2)?
En el origen:
of FO0+R — 00 . OB —fO0) -0
= i (OO ZTOY _ oy FOR ZFOO _ 02k R
5y (00) = lim n = lim n e —

=limh=0
h—0
e) Antes de usar la definicién de diferenciabilidad, veamos si la funcién es C* en el

origen.
of . . . . .
Como ya sabemos que é existe en el origen, veamos si es continua en el origen:
4x3(x2 + y2) — 2x(x* + y*)

li —_— = i
(X'Y)ILTEO,O) 0x (x,y)lirgo,o) (x2 + y2)2

I 415 cos3(0) — 2r° cos(0) (cos*(0) + sin*(0))
= lim

r—0 T'4

= lin& 41 cos3(0) — 2r cos(0) (cos*(8) + sin*(0)) =0
Vi



. af of
(xy)ol0.0) dx  Ox ©.0

Lo mismo para la derivada respecto a y:
. AP +y?) -2y (et + )
lim —= im
(x¥)=(0,0)dy  (x,y)~(0,0) (x%2 +y2)2
~ 4r5sin3(8) — 27> sin(0) (cos*(0) + sin*(H))
im

r—0 1‘4

= lin& 47 sin3(0) — 2r sin(0) (cos*(0) + sin*(8)) = 0
r-

. of of
e o.0) dy ady 0.0)

Las derivadas parciales son continuas en el origen, la funcién es clase C! en el origen,
entonces por teorema la funcidn es diferenciable en el origen.
Aplicando la definicion de diferenciabilidad:

flh ) = £00) - [ 00, L 00| o)

lim
(h1,h2)~(0,0) Vhi+h3

hi + h3
_ h? + h2 _ hi + h; . 1r*(cos* 0 + sin* 9)
- (h hh)m(o 0) [h2 7 (h hh)m(o 0) 3~ m& r3
) Ed , ) - ) = Tr—
2 hi + h; 2 (h? + h)2
= lin&r (cos* @ +sin*8) =0
Vs

Por definicién también se ha comprobado que la funcidn si es diferenciable en el
origen.
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SEGUNDO TEMA
2_
Hallar el dominio de la funcién f(x,y) = xZ’;ny_g y realizar el bosquejo del mismo

en el plano.

(x,y) EDom f &

2

y*—x
x?+y2—-9 "~

>0

S (y2—=x=20 A x24y2-=9>0) V (?2—x<0 A x2+y2-9<0)
e (y2z2x A x2+y2>9) v (y2<«x
S (x<y? A x24+y2>32) v (y?<«x
Sean Ry ={(x,y)/x<y* A x*+y?2>3%}y

Rzz{(x,y)/yZSx

entonces Dom f = R, UR,

A\

x? +y?% < 3%}

A x2+y?<9)
A x?+y?<3?)
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TERCER TEMA

La segunda derivada direccional de f(x,y) es definida como
Dif(x,y) = Du[Duf(x,y)]. Si f(x,y) =x*+ 5x% + y*, u=<3,2 >, calcule

D%f(2,1).

Como

17.

f(x,y,2)

= x* + 5x%y + y? entonces
Vf(x,y,z) = (2x + 10xy, 5x* + 2y ), asi

D,f (x,y) = (2x + 10xy, 5x* + 2y )(g,g) =42 (x + 5xy + gxz +y ) Ahora
VZ 2
Du(Duf (x,¥)) = VDuf (x,¥) (5,55 pero
VD,f(x,y) =2 (1+5y+ 5x,1), entonces
Du(Duf (6, ¥)) =VZ (1 45y +5%,1)(2,2) = 2+ 5y + 5% = D (D f(21) =
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CUARTO TEMA

La temperatura en un punto (x, y, z) esta dada por
T(x,y,z) = 200e* ~3Y*+92°
donde Tse mideen °C y x,y,z en metros. Determine la razén de cambio
de temperatura en el punto P = (3,3,1) en direccion al punto (0, 4, 3).

Claramente la derivada direccional da una respuesta, por lo que es necesario
obtener el vector gradiente y el vector unitario direccional. Entonces:

VT(x,y,z) = 200e2¥°~3Y*+%2° (4x —6y,18z), luego
vT(3,3,1) = 200(12,—18, 18), el vector direccional unitario es é(o, 4,3). Asi
Df,(3,3,1) = 40(12,—18,18)(0,4,3) = 40(—18) = —720.
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QUINTO TEMA

Verificar el Teorema de Green para el campo vectorial F(x,y) = (e* — x2y, 3x%y)
en la regién R encerrada por las curvas: y=x°, x=)’

Vemos que se cumple la hipdtesis del TEOREMA DE GREEN, el campo es de clase C1, la
Regidon R encerrada por una curva cerrada y suave (conexa)

ff a—Q—a—P dydx

= f f (x? + 6xy) dydx
= f (x2Vx +3x - x) — (x? - x% 4+ 3x - (x2)?)dx

41
70

Mediante la integral de linea

@ () = (&, t2);
@ (0) = (t%,0) f F (a; (6)) ", (t)dt

1
=f F (t,t2)°(1,2t)dt
0
1
= f (et —t%-t2,3t%2 - t?)°(1,2t)dt
0

1 1
=f (et —t*+6t°)dt=e—=
0 5

Sobre a,(t)

F(a,(t)) = F(tz,t)f d a,

To

1
:f (e — £5,3t5) "(2¢, 1)at
0

1
= f (2tet” — 25 +3t5) dt
0

1
T 12

[ Fda= [ -ria - [ Faa, = (e=g)- (- 33) =7
cprees “ 2=\¢75)7\*T14) T 70
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SEXTO TEMA

y*-x z23-x

sea g(x,y,z) = f( ) , con f(u,v) de clase C?

Demuestre que

xy? ' xz3
2 y 2t
X°Gx+ 59yt 592, = 0
2 3
y2-x _ z3—x
y vz ="
gx = fuux +fvvx

Sea entonces

u(x,y, z) =

xy?2

Calculando u, y v,, tenemos
0 yP—x  —xy?—(y?—x)y?

Y = oy xy? x2y*
_ yAxt+y?—x)
- x2y4
1
T2
Y
—xz3 —z3(2%3 — x)
Ve = X276
—z3(x + 2% — x)
1
T

Andlogamente g, = fy,u, + f,v,
_ 2y(xy?) = 2yx(y* —x)
- x2y*

y




_, y2—y%+x
- xy x2y4

2
B

vy, = 0 < no es funcién de y

2
entonces g, = Ffu

g =S+ 1.
u, = 0 < no es funcionde z
3z%(xz3) — 3z%x(z% — x)
- x?%z°
z3—z3+x

zZ

— 2,2
= 3z°x 1276
Tzt
3
9z = Z_4fv
Es decir
y3 Z4
2
Xg+ gt 78 (L) +/=0
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