ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DEL LITORAL
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

ANO: 2017 PERIODO:  PRIMER TERMINO
MATERIA: Calculo de una variable PROFESOR:
EVALUACION: TERCERA FECHA: 11/septiembre/2017

SOLUCION y RUBRICA

1)

(20 PunTOS) Obtenga las siguientes antiderivadas:

sen(2x)

dx

) f (1 — cos?(x))’

Solucion:

Se utilizan identidades trigonométricas y se simplifica el integrando:

_ f 2sen(x) cos(x) s

(sen?(x))’

Se aplica la técnica de sustitucion:

La nueva funcién a integrar es:

_, [sertD) cos(x)

sen%(x)

cos(x)

x =2 f —senS(x) dx

u=sen(x) - du = cos(x) dx

du . u™* 1
=2|—==2]u du=/2/—+C=——4+C
u —4 2u
Por lo tanto:
sen(2x) 1
(1 - cos2(x)) 2 sen*(x)
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe la técnica | No aplica Reconoce Aplica la técnica | Aplica bien la
de integracion | jdentidades qué técnica de integracién técnica de

por sustitucion
y conoce la
antiderivada de
una funcién
potencia.

trigonomeétricas
0 no reconoce
que debe
aplicar
integracion por
sustitucion.

aplicar, pero
tiene
problemas
con el
diferencial o
con el cambio

por sustitucion,
pero tiene
problemas para
integrar una
funcidn potencia,
con el signoola

integracion por
sustitucion y
considera la
constante C.

de variable. simplificacion de
la fraccién.
0 1-4 5-8 9-10
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b) fxz cos(x) dx

Solucion:

Se utiliza la técnica de integracién por partes:

u=x?

du = 2x dx

dv = cos(x) dx

v = sen(x)

La nueva funcidn a integrar es:

= x? sen(x) — 2 f x sen(x)dx

Utilizamos nuevamente la misma técnica:

u==Xx

du = dx

dv = sen(x)dx

v = —cos(x)

Tenemos ahora la siguiente expresion:

x? sen(x) — 2 [—x cos(x) + f cos(x) dx]

= x? sen(x) + 2x cos(x) — 2 f cos(x) dx

Por lo tanto:

] x? cos(x) dx = x? sen(x) + 2x cos(x) — 2 sen(x) + C

Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
aplica la técnica
de integracion
por partes,
conoce la
derivada de
funciones
potenciay la
antiderivada de
funciones

trigonométricas.

Desempeiio
Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
No logra Aplica la técnica | Aplica la técnica | Integra por
identificar la de integracion de integracion partes
técnica de que debe usar que debe usar correctamente
integracion por primera por segunda cada término
que debe vez, pero se vez, pero se en las dos
aplicar, ni equivoca al equivoca al ocasiones y
tampoco sabe | derivarla derivar la considera la
la antiderivada | funcién funcion constante C.
de una funcién | potencia o potencia,
trigonométrica. | integrarla multiplicar el
funcion coeficiente o
trigonométrica. | integrarla
funcion
trigonométrica.
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2)

(10 PunToOSs) Calcule:

Solucion:

lim x+3\/1—x3

X = 400

Se identifica el tipo de indeterminacion:

()

lim
X—>+00

)

=400 + lim x -

X—>+00

La forma de indeterminacién es: oo — co.

Se realiza el trabajo algebraico correspondiente:

2 _x V1= + (V1=2)
= lim x+31/1_x3.x X\/ X (\/ x)

y—+oo

x%—x

)+ (W1—a3 )Z

Vi—x3+(V1- x3)2

1
xX—+00

X2—x- x3(xi3—1)+ <3 x3(xi3—1)>2

2+ 1 -8

1

%[

Por lo tanto:
lim x+3y1—-x3=0
X -+
Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica el tipo | No logra Identifica el tipo | Identifica el tipo | Identifica el tipo
de identificar el de de de
indeterminacion, | tipo de indeterminacion, | indeterminacion, | indeterminacion,
racionaliza indeterminacién | pero no racionaliza racionaliza y
correctamente, | ytampoco identifica que correctamente, resuelve
aplica limites resuelve el debe pero no resuelve | correctamente el
conocidos y el limite. racionalizar o el limite. limite.
teorema de racionaliza mal.
sustitucion.
0 1-5 6-9 10
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3)

4)

(10 PunTos) Utilizando la definicion § — 6 , demuestre que:

Solucion:

- xz
lim

-4

x>2 x—2

Al aplicar la definicién, se debe demostrar que:

VES>036>0

Analisis preliminar:

0<|x—-2|<6 =

x%>—4 4l <
X —2 ¢

x?—4 x?—4—4x+8 x2—4x+4 (x — 2)? 2]
_ = = = x _—
x—2 x—2 x—2 x=2
Demostracién formal:
Sea = |x—2|<¥¢
VES>DIF>0[0<|x—-2]<d = |x—2|<{]
k| P
:> —_—
x—2
Rubrica:
Capacidades Desembefio
deseadas P

El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe la No conoce Conoce la Determina el Planteala
definicion de la definicidon | definicion de | valor de 6, pero definicion,
limites y de limites. limites e no sabe determina el
determina el intenta concatenar valorde dy
valor de 6 que encontrar el correctamente. demuestra la
permite valor de 6. implicacién
establecer la légica
implicacién correspondiente.
légica. 0 1-4 5-9 10

(10 PunTOS) Sea la regién:

Rz{(x,y) eR? / (%x

a) Bosqueje R en el plano cartesiano.

b) Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar R alrededor del

ejeY.

SyS%)A(x>O)}
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Solucion:

Se igualan las funciones para determinar posibles puntos de interseccion.
3 6

7x :7 - x2 =4 - |x|:2 - (x:—Z)V(XZZ)

Evaluando en alguna de las dos funciones, se concluye que el punto de interseccién a
considerar es (2, 3), debido a que en la regién debe tomarse en cuenta que x > 0.

Ambas funciones, en el primer cuadrante, definen la siguiente regién en el plano:

i

Se utilizara el método del disco:

Volumen=7TJ (—y) dy+7tf (—) dy
0 3 3 y
3 4 + 00 6
Volumen = nU ?yz dy+f — dyl
0 3 y

4 3 b
Volumen = I—j y2dy +36 lim J y 2 dyl
9 Jo b=+eo Jg

4 (y3\|°
Volumen =t |—| =
91\3 o

1 b
ra6,im, (-2
b —> +o y 3

Volumen = [;%(27— 0) —36 bl_iﬂloo (% B %)]

1
Volumen = [4 # 36 (0 ~ ?)] =n(4+12)

|V0lumen = 16m [u3]|

También se puede considerar una integracidon con el método de las capas cilindricas,
pero el resultado sera el mismo.
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica una No logra Identificala | Identifica la Identifica la
region en el identificar la region a region a integrar, | regiéna
plano acotada regién o no integrar pero | plantea integrar, plantea
por funciones plantea tiene correctamente la | correctamente
de una variable | correctamente | problemas expresion de la expresion de
real, observa el | |a integral para plantear | célculo del calculo del
sélido de definida la expresién | volumen del volumen,
revoluciéon que | asociada al de calculo del | sélido de integra
se formaycon | yolumen. volumen del revolucién, pero | correctamente
un analisis de sélido de se equivoca al cada término y
célculo integral revolucién integrar algun expresa bien el
obtiene su con alguno de | término. resultado.
volumen. los métodos
validos.
0 1-4 5-9 10

5) (10 PunTos) Dada la funcién f: R — R tal que f(x) = x* — 4x3.
a) Realice un analisis de la monotonia de f.
b) Determine los extremos relativos de f .
c) Realice un analisis de la concavidad de f.
d) Determine los puntos de inflexion de f .
e) Bosqueje la graficade f en el plano cartesiano.

Solucion:
a) Derivamos por primera vez:

f'(x) = 4x3 — 12x% = 4x%*(x — 3)
f'x)=0 - (x=0)V (x=3) Estos son los puntos criticos estacionarios.

Analizamos el signo de la primera derivada:

ff(x)>0 - 4x?(x—3)>0 - x—3>0 - x€ (3, +»)
ff(x) <0 - 4x3(x—3)<0 - x—3<0 - x€(-x,3)

La funcidn es estrictamente creciente en el intervalo (3,+) y es estrictamente
decreciente en el intervalo (—o, 3).

b) Puesto que en (x = 3) la curva cambia su monotonia de estrictamente decreciente
a estrictamente creciente, tiene un minimo relativo. Su ordenada es:

£(3) = (3)* —4(3)% =81 — 4(27) = 81 — 108 = —27
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c) Derivamos por segunda vez:
f"(x) = 12x% — 24x = 12x(x — 2)
Analizamos el signo de la segunda derivada:

f"(x)>0 12x(x—2) >0
[(x>0O)A(x—2>0)]V[(x<0)A(x—-2<0)]
[(x>0)A(x>2)]V[(x<0)A(x<2)]

x>2)v(x<0) = x€(-,0)U (2 +x)

U

f'(x) <0 12x(x —2) <0
[(x>0)A(x=2<0)]V[(x<O0A(x—2>0)]
[x>0)A(x<2)]V[x<0)A(x>2)]

(0<x<2) -» x€(0,2)

Vil

La funcién es cdncava hacia arriba en en el intervalo (—o,0) U (2, +) y es concava
hacia abajo en el intervalo (0, 2).

d) Se verifica cuando la segunda derivada es igual a cero:
f"(x)=0 - (x=0)V (x=2) Estos son los puntos de inflexion.
Sus respectivas ordenadas son:

f(0) = (0)*—4(0)*=0
Q) =(2)*-4(2)3=16-4(8)=16—-32=—-16

e) Para bosquejar la gréfica de la funcion, resulta Util determinar sus intersecciones con
el eje X:

x*=4x3=0 - x3(x—-4)=0 - (x=0Vv(x=4)

Y
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Rubrica del literal a):

Capacidades

deseadas Desempefio
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No sabe que debe derivar o no | Deriva bieny Deriva bieny
una funcién deriva bien. plantea las concluye sobre
polinomial y inecuaciones, los intervalos
determinar sus pero no de monotonia
intervalos de determina los de la funcién.
monotonia. intervalos.

1 2
Rubrica del literal b):
Capacidades ~
Desempeio

deseadas

El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente

sabe derivar

No sabe que debe derivar o no

Deriva bieny

Deriva bieny

una funcién deriva bien. plantea la concluye sobre
polinomial y ecuacion, pero el tipo de
determinar sus no determina el extremo
extremos valor solicitado. relativo.
relativos. 1 2
Rubrica del literal c):
Capacidades o
Desempeno
deseadas

El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No sabe que debe derivar o no Deriva bieny Deriva bieny
una funcién deriva bien. plantea las concluye sobre
polinomial y inecuaciones, los intervalos
determinar sus pero no de concavidad
intervalos de determina los de la funcion.
concavidad. intervalos.

1 2

Rubrica del literal d):
Capacidades "
Desempeio
deseadas

El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente

sabe derivar
una funcién
polinomial y
determinar sus
puntos de
inflexion.

No sabe que debe derivar o no

deriva bien.

Deriva bieny
planteala
ecuacion, pero

Deriva bieny
concluye sobre
los puntos de

no determina los | inflexion.
valores
solicitados.

1 2
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Rubrica del literal e):

Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe bosquejar | No logra graficar la funcién Tiene algin Bosqueja
la grafica de solicitada. problema en el correctamente
una funcién de bosquejo. la grafica.
variable real. 0 1 2
6) (20 PunTos) Calcule:
4
A [ [x-11+ pex-2)]d
0
x—1, x—1=20 x—1, x=>1
lx_ll:{—(x—l) x—1<0={1—x x <1
,u(x—2)={1’ x—2>0={1, x> 2
0, x—2<0 0, x<2

=j1[(1—x)+0]dx+f
0

:f1(1—x)dx+f2(x—1)dx+f4xdx:(x_xz_z>1
6 1 2

SRS

2

1

[(x—1)+0]dx+f

4

2

0

11
+(8-2)=-+-+6

[(x —1)+ 1] dx

2 2
Por lo tanto:
4
f [[x—1]4+ u(x—=2)]dx =7
0
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe aplicarla | No logra Identifica que Identifica que Identifica que
propiedad identificar que | debe sumarlas | debe sumar las debe sumar las
aditiva de las debe sumar funciones dadas | funciones dadas, | funciones
integrales las funciones, | aplicando las integra dadas, integra
definidas; y, ni sabe la definiciones de | correctamente, correctamente;
conoce la antiderivada las funciones pero no evalua y, evaluiia bien
antiderivada de una especiales, pero | bien algun cada término.
de una funcion | funcién no lo hace término.
polinomial. polinomial. correctamente.
0 1-3 4-9 10
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b) fz 1 dx

— x2
2 1—-x

Se puede aplicar la propiedad de simetria:

22 1al
_,I;) 1—ax2

Se utilizara la técnica de descomposicion en fracciones parciales:

b 1 2
1— x2 dx=2lbh_r)n1j; 1— x2 dx+(}1in1 a

1 1 A B

_ _ _A(l=x)+B(1+x)
1—x2_(1+x)(1—x)_1+x+1—x_

1+x)1-x)

1=A0-x)+B(1+x)
1=A40)+B2) -
1=4Q)+B(0O) -

x=-1 - A=1/2

b r1/2 1/2 2 11/2 1/2
/ + / dx + lim / + / dx
o I+x 1-x a~1), \1+x 1-—x

! 1 b
= 2| lim (—ln|1+x|+—ln|1—x|)
_b—>1 2

Entonces:

lim
b—-1

+ i (1z|1+|+1z|1 |)2
2 o aBy g T L X

a

1 1 1 1 1
=2 _l}1£n1 <§ln|1+b| +Eln|1 —bl) +C11£n1 (EZn(S) —Elnll + a| —Elnll—al)]

- 1l 1l 1l 1l 1l
- <E n(2) +E n(O)) + (E Tl(3) —E Tl(Z) —E n(O))l

~ Laintegral impropia es DIVERGENTE.

Rubrica:
Capacidades "
Desempeio
deseadas

El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como No logra Identifica qué | Integra Integra
resolver aplicar técnica debe | correctamente correctamente,
integrales técnica de aplicar, pero cada término, evalua bien la
impropias 'y integracion | se equivoca pero no evalua integral definida
concluir si alguna. enla bien el limite o no | y el limite, e
convergen o integracion. concluye. indica que es
divergen. divergente.

0 1-3 4-8 9-10
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7)

(10 Puntos) Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la funciéon f: R~ R

definida por f(x) = 4x3 — 2x + 1, que son paralelas alarecta y = 10x + 2.

Solucion:

Larecta y = 10x + 2 tiene pendiente m = 10.

Determinamos la primera derivada de la funcién dada:

Como las rectas deben ser paralelas:

Las rectas tangentes a la funcion en los puntos (l,f(l)) y (—1,f(—1)) son paralelas a

12x*2—-2=10 - x?

larectay = 10x + 2.

fH=41)3-2(1D)+1=4-2+1=3

1042

mr = f'(x) = 12x% — 2

12

- |x]=1

f(-1)=4(-12-2(-D+1=—-4+2+1=-1

Las ecuaciones de las rectas tangentes son:
y—3=10(x—1)
y=10x -7

y+1=10(x+1)

y=10x+9
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No obtiene | Deriva Obtiene Obtiene
funciones la correctamente, | correctamente la | correctamente
polinomiales y pendiente pero se pendiente de la la pendiente de
puede obtener de larecta equivoca al recta tangente, la recta tangente
las ecuaciones tangente. igualar las pero no evallia y las ecuaciones
de las rectas expresiones o | bien las solicitadas.
tangentes. determinar los | ordenadas.
dos valores.
0 1-4 5-8 9-10

Elaborado por @gbaqueri

Pagina 11 de 15




De los siguientes ejercicios, SELECCIONE SOLAMENTE UNO y resuélvalo.

8) (10 PunTos) Una agencia de publicidad elabora afiches rectangulares, lo cual incluye el
area imprimible (también rectangular) mas dos margenes de 2 cm a la izquierda y
también a la derecha, y 3 cm de los margenes superior e inferior.

Si un cliente necesita un afiche rectangular que tenga 480 cm? de area imprimible,
justificando su respuesta con criterios de cdlculo, calcule las dimensiones que debe
tener el afiche rectangular para que el valor de su drea sea minimo.

Solucién:
2 2
. s s . .y > >
Se hace una representacién grafica, tomando en consideracién el
area imprimible y los margenes especificados: —_— 13
x:dimension del ancho en cm (area imprimible)
y:dimensién del largo en cm (area imprimible) y

Iz
Al considerar los madrgenes izquierdo, derecho, superior e inferior, se plantea la
siguiente expresion de drea A para el afiche, la cual depende de dos variables:

Alx,y) = (x+4)(y + 6)

Pero:

480
xy =480 - y=—

Lo cual permite trabajar con la funcién de drea A en término de una variable:

480
AGO) = e+ ) (—+6)
Se deriva por primera vez:

480 480
A(x) = (x +4) (— —2) +(1) (— + 6)
X X
480x +1920 480 + 6x
> +
X X
—480F — 1920 £4B0% + 6x? _ 6x2 — 1920

x2 x2

A(x) = -

A'(x) =

AX)=0 - 6x2-1920=0 - x2=320 - x2=(64)(5) - |x|=8V5

A'(x)noexiste - x?=0 - x=0 - Nofactible.
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Se deriva por segunda vez:

x*(12x) — (6x* —1920)(2x) _ 12x° — 6x* +3840x>  3828x> — 6x°

14 —
A7) = x? x? x?
Evaluamos:
A”(8\/§) >0 - Minimo
Observe que no tiene sentido evaluar x = —8+/5.
Por lo que:
480 480 60 60 V5 60V5 12T
y:—:—:—:_._:_:
x 8/5 V5 +5+5 5
Las dimensiones del afiche seran:
e Ancho: x+4=8V5+4=4(2V5+1)cm
e largo: y+6=12\/§+6=6(2\/§+1)cm
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
plantea un No logra Plantea la Plantea la Plantea la
problema de asociar los expresion de expresion de expresion de
optimizacion datos areadela areadela areadela
con proporcionados | superficie de un | superficie de un | superficie de un
expresiones o se limita al rectanguloy rectangulo, rectangulo,
de geometria | planteo del determina bien | determina bien | determina bien
plana, realiza | dreadela la funcion a la funcion a la funcion a
el andlisis de superficie de minimizar, pero | minimizar, minimizar,

cdlculo
diferencial e
interpreta los
resultados
encontrados.

un rectangulo.

se equivoca el

aplica el criterio

aplica el criterio

derivar. de la primera de la primeray
derivada, pero | de la segunda
no aplica el derivada; y,
criterio de la determina las
segunda dos
derivada. dimensiones
solicitadas.
0 1-4 5-8 9-10

Elaborado por @gbaqueri

Pagina 13 de 15




9) (10 PunTos) Suponga que la funcién de demanda para cierto producto es lineal y viene
dada por p(q) =400 — 2q (en donde p representa el precio unitario y q es el
numero de unidades producidas) y que la funcion de costo promedio por unidad

producidaes c(q) = 0.2q + 4 + % .

Justificando su respuesta con criterios de calculo, determine:
a) El nivel de produccion en donde se maximizan las utilidades.
b) Las utilidades maximas.

Solucion:

Las utilidades que se pueden lograr dependen de los ingresos y los costos a través de la
siguiente expresion matematica:

Utilidades  Ingresos totales  costos totales
—— — —
Ulq) = 1(q) - @
Los ingresos totales dependen del precio unitario p y la cantidad producida gq.

Los costos totales dependen del costo unitario ¢ y la cantidad producida q.

La expresion de utilidades sera:
Ul@=p-q—7-q
400
U(g) = (400 — 29)q — (02 + 4 + T) q

U(q) = 400q — 2q% — 0.2q> — 4q — 400
U(q) = —2.2q% + 396 — 400

Para obtener las utilidades maximas, se deriva esta expresion:

U'(q) = —4.4q + 396

Se determina el punto critico estacionario:
U'(@) =0
—4.49+396=0
4.4q = 396

396
T 44
q =90

q

Se deriva por segunda vez:
U'(q9) =—-44 - U"(90)<0 - Maximo

~ Las utilidades se maximizaran cuando se produzcan 90 unidades.
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Entonces:

U(90) = —2.2(90)2 + 396(90) — 400 = —17820 + 35640 — 400 = 17 420

. Con este nivel de produccion, se tendran $ 17 420 de utilidades maximas.

Rubrica del literal a):

Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce No conoce Conoce sobre el | Determina la Determina la
sobre el sobre el calculo | calculo de expresion de expresion de
planteamien | de una utilidades, pero | utilisades, utilidades, deriva
tode expresion para | se equivoca al deriva bien la correctamente y
problemas las utilidades o | derivar su primera vez, concluye que el
de economia | se equivoca expresion. pero no aplica el | valor encontrado
basado en para criterio de la es un maximo
ingresos y determinar su segunda con el criterio de
costos. expresion. derivada. la segunda
derivada.
0 1-4 5-8 9
Rubrica del literal b):
Capacidades "
Desempeio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente

sabe evaluar

variable real.

una funcidon de

No evalua bien.

Evaltia bien el
valorgenla
funcion de
utilidades.

1
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