PRIMER TEMA

Considere el camino formado por: el segmento de la elipse 3x? + 2y?> = 6 en el

primer cuadrante, el segmento de recta que va desde el punto (0, 3) hasta el origen'y

el segmento de recta que va desde el origen hasta el punto (2, 0).

Compruebe el Teorema de Green para el trabajo generado por el campo vectorial:
F(x,y) = [2y —3x, 3x—2y]

Al recorrer la curva C en sentido positivo.

Aplicando el teorema de Green:
Sea C la curva formada con los segmentos indicados en el enunciado.
Como C es cerrada, suave a trozos y ﬁ(x, y) es clase C! en la una regién abierta que
encierra de C, se cumple con las hipdtesis del teorema de Green; entonces se define
una regién D € R? tal que su frontera es C, véase Figura 1, y se cumple que:
I dN oM
f F -dr = f ax 3y dA

C=0D D
Donde aD significa la frontera de la regién D; M y N son las componentes del campo

y {xl(t)=2° cos(?)

y1(l)=3° sin(t)

vectorial ﬁ(x, y).

{x2(t)=0

y2(t)=3-3-1 ! c=3D =
{;3(1)—2-1
y3(2)=0

Figura 1. La curva cerrada y suave a trozos C encierra una region D, en la region D el campo vectorial F cumple las
hipdtesis del teorema de Green

En la integral doble:

oo,
dx dy

0 d 1 3n
= ffa(Sx—Zy) —@(Zy—?)x)dA = ff 1dA = A(D) =Zn(2)(3) ==

Si se usa el cambio a coordenadas polares generalizadas:

1 X =2rcosf
n  3n I ]

s
21
r? :
=ff1dA=ff6rdrd9=67 y = 3rsinf
D 00 0 J=@)0B)r
Usando la definicion de integral de linea.
Los segmentos que forman a la curva C se parametrizan tal como se muestra en la
Figura 1, y sus intervalos de parametrizacién son:
T
r;(t) = [2cos(t), 3sin(t)]; 0<t< 2

() =[0, 3-3t]; 0<t<1
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r(t) =[2t, 0], 0<t<1

Se calcula cada integral de linea:

-

fF-dfzfﬁ-dﬂfF-dﬂfﬁ-dF
fﬁ -dr = f[6 sin(t) — 6 cos(t), 6cos(t) —6sin(t)]-[—2sin(t), 3cos(t)]dt

30 cos?(t) — 6sin(t) cos(t) — 12 dt

3
15(1 + cos(2t)) — 3sin(2t) — 12dt = -~ 3

T
2
0
T
2
0

1 1
fﬁ - dr = f[—6t +6, 6t—6]-[0, —-3]dt= f—18t + 18 dt = —9t% + 18t|}
0 0
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El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe aplicar el N g Establ 2 | = I
teorema de 0 puede stablece esuelve esuelve
Green y establecer correctamente el correctamente uno | correctamente
realizar su correctamente el | Teorema de Green | de los dos métodos | ambos métodos
comprobacion georemglde glaﬁ tres integrales | pero comete . Ycorlgp;udeb? la
por medio de | reen rln ads e mlea pero no elrlrores en uno de igualdad de la
integrales de |Integra es g resuelve ellos respuesta.
linea linea requeridas | correctamente
ninguno de los dos
métodos
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SEGUNDO TEMA
Una particula da una vuelta moviéndose sobre la curva r(t):
r(t) =[x(), y)]=[2cos(t) 2sin(t)[;0<t<2m
Esta curva estd en el plano, donde también actia la funcién:

fry) =5 =x=?

Demuestre que en todos los puntos sobre los que se mueve la particula, el valor de la

- f s ‘s . 2V5
maxima variacion de la funcién f(x, y) es igual a —~

El gradiente de la funcion f(x, y):

—X

Vi(x,y) = [

El gradiente en cada punto de la curva esta dado por:

VE(r@®) = Vf(x(®),y(®))

—2 cos(t)

—y
\/9—x2—y2' \/9—x2—yzl

—2sin(t)

N L/9 —(2cos(t))? — (2 sin(t))z, \/9 — (2 cos(t))? — (2sin(t))?

_l—2cos(t) -2
= N

sin(t)l
V5

El valor de la maxima variacion de f(x,y) es el médulo del gradiente:

lvr r@)ll =

l—Zcos(t) -2
N

sin(t)l
V5

B j(—Z cos(t))2 N (—2 sin(t)

V5

V5
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Este es el valor de la méaxima variacidn en los puntos de la curva r(t), es constante y no
depende de t, i.e. es el mismo en todos los puntos de la curva.

Capacidades
deseadas

Desempeiio literal

El estudiante debe
ser capaz de aplicar
el gradiente de una
funcién para obtener
el valor de maxima
variacion de una
funcién

Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe Calcula Deduce que el El estudiante
como correctamente | valor de maxima desarrolla en
obtener el el gradiente variacion es el forma correcta
gradiente de la funcidn madulo del todo el ejercicio
dela pero comete vector gradiente y demuestra lo
funcién errores al pero lo calcula solicitado

generalizarlo mal
para cada
punto de la
curva
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TERCER TEMA

Considere el paraboloide de ecuacion:
z=a(x*+y?);a€e R

Utilice a=2.

Considere la recta L, que es una recta paralela al eje zy que pasa por el punto (1,1, 5).
Considere la recta L, que es normal al paraboloide y que inicia desde el punto de
intercepcion entre la recta L, y el paraboloide.

Encuentre el punto en que la recta L, intercepta al eje z.

larectal;(t) =1[2, 3, 5+t];teR

La intercepcion entre la recta L, y el paraboloide:
5+t=22%2+3)=t=21

Punto de intercepcion: (2, 3, 26)

La recta L, iniciaen el punto (2, 3, 26)y es normal al paraboloide; el vector

normal al paraboloide en el punto (2, 3, 26)es:

0z 0z
T T oo 1]=[—4x —4y 1l 3 20 =[-8 —12 1]

0x dy
Larectal,(t) = (2, 3, 26)+[-8 —12 1]t=[2-8t 26 + t]

La intercepcion de la recta L, (t) con el eje z:

N=|
3—12¢t

[2—8t 3—12t 26+t]=(0, 0, k)
{32 _182t _ 00 t - k 105
26+t=k 4 4

. ., 105
Punto de intercepcidn: (O, 0, T)



El Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
estudiante . . -
sabe aplicar No sabe como Obtiene Desarrolla.b|en todo | El estudiante
la teoria de obtener el correctamente el lo anterior pero desarrolla en
olanos y parametro t parametro t, el comete errores al | forma correcta
rectas producto de la punto de analizar la todo el ejercicio y
relativos a interseccién de la | interseccion de la interseccion de la obtiene el punto
una recta 1 conla recta 1 conla recta 2 con el solicitado
superficie superficie .superﬂue pero paraboloide o calcula

tiene problemas al mal el punto de

calcular el vector interseccion

normal al solicitado
paraboloide
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CUARTO TEMA

Considera las superficies:

S1:z=+a?—-x%2—-y?

S,yx=y
V3
53=x=?y

Sea Q el volumen acotado las superficies S1, S, S3 en el primer octante.
Determine el valor de a tal que:

viQ) ==

Usando el sistema cilindrico, las variables se comportan segun los mostrado en la

Figura 2.

a2—r2

- [[]

a
T
rdzdrdf = 0|3 f Jaz—r2rdr
4
0

[u=a?—1r?]

du = =2rdr

du p m

2 "7 12
u(0) = a?

L u(a) =0 |

T T .

ViQ)=—a*=>n=—a3=2>a=1736

36

36
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Figura 2. Uso del sistema cilindrico

Usando el sistema esférico, las variables se comportan segin los mostrado en la XXX.

nn
3 2 a
p3a % 3
2 L _ -
V(Q) fffp sin ¢ dpd¢d9—9|,, 3 cos ¢ 7 3 (-0+1)
T oo 0
4
3
~ 36 T
V(Q)——a ﬁn—%a =a =336

Figura 3. Uso del sistema esférico



El Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente

estudiante . -

sabe como No sabe como Bosqueja el Desarrolla lo El estudiante

calcular el plantear el escenario anterior pero desarrolla en

volumen ejercicio en tridimensional del | comete erroresenel | forma correcta

limitado por ninguno de los ejercicios y plantea | calculo de la integral | todo el ejercicioy

superficies dos sistemas la integral triple en yno llegaala demuestra lo

en cualquiera de los respuesta deseada solicitado

coordenadas dos sistemas

cilindricas o

esféricas 0-3 4-8 9-14 15
QUINTO TEMA

3/2 _13/2
&,(10 ,t)contEIc]R
3 3 V2.

a) Determinar el mayor intervalo / en el cual la curva C es regular.
b) Calcular L(C), longitud de C,si f €/

o~ 11 .
c) Obtenerelvector T en el punto P, = (5 5,0) y sabiendo que el vector

11J_

binormal ent=0es : B(0) = ( 35 —j calcule N.

Sea C una curva dada por 7(t) = (

a) Elintervalo I debe cumplir 1+7>0 1-r>20 = -1<r<l1

Y Para que la curva C sea regular se tiene que cumplir que: 17(t) # (0,0,0)
- a+o¥? a-o¥% 1
t) = ,— ,— | # (0,0,0
Por tanto, C es regular, y el intervaloes: [ =[—1,1]
b) Dado que t € [—1,1], entonces la longitud de la curva estd dada por la expresién

L(C) = f: ||7(t)|| dt, t€ [a,b]

ol S (-5 o (g5) -

7(t)H -1

Por tanto
L(O) = [ dt,te[-11]



L(CO) =2

c) Primero, obtendremos el punto t, tal que 7(t,) = P,

F(to) (14132 (1 —1t)*% ¢, (1 1 0)
r = B 1= 155
0 3 3 V2 3’3
Es decir
3 3
(1+tg)z _ 1 (1-to)z _ 1
3 3’ 3 3’
=0 = =
Entonces 75 0=¢t=0
pAra calcular los vectores calculamos primero
= = — 1
las normas ||r (())H =1, |r(0)xr (O)H =—=
22
Luego
R () R 1 -1+2
T(0) = # =>>T(0) = (—,—,—)
[~ 22
Para N usamos el dato dado:
A (V22
Capacidades Desempeifio literal
deseadas
El estudiante debe Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
ser capaz de aplicar No sabe Aplica las Aplica El estudiante
las férmulas de como féormula para correctamente las | calcula en
geometria vectorial plantear el | calcular los féormulas, pero no | forma correcta
problema o | elementos, llega a los y expresa la
se pero COMETE | resultados respuesta de
confunde a | ERRORES correctos forma clara
la hora de
aplicar las
féormulas.
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SEXTO TEMA

2
Empleando una transformacion adecuada, evalué la integral ffD i—zsin(nxy)dA,

donde D es la region en el primer cuadrante encerrado por las hipérbolas xy = 1,
xy=4ylasrectasy =x, y=5x.

Encontremos la nueva region S que dependa de u y v, para ello consideremos u = xy,

vzz,asi

X
xy=1=u=1 y:x:>§=1:>v=
xy=4=u=4 y=5x:>%:5:>v=5



PorloqueS={(u,v):1<u<4 1<v<5}

Despejando x, y en funcion de u, v se tiene que
1

=2 vy y= (uv)2

4

T(u’ 17) = (x(u, v)r }’(u: v)) = (E)E ) (uv)%

Ahora
y X
() 2y ¢ 26y 1 -
=|-y 1|==—= 2v, de aca = wy)
a(x,y) xz x|l * 8(uv) o(x.y) 2v
Otra forma es
1 -1 [u

0x.y) _|2vuw 2vNv|_ 1
d(u,v) 1 v 1 [u 2v

2Nu  2Nv
En consecuencia I, z—zsin(nxy)dA = ff fls v? sin(mtu) |2iv| dvdu

1 4 05 .
=/, J; vsin(mw) dvdu
-12

[




El
estudiante
debe estar
en la
capacidad
de resolver
integrales
dobles,
mediante
cambios de
variables

Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
Realiza los Realiza los cambios Realiza los cambios Realiza los
cambios de de variables de variables cambios de

variables adecuados, adecuados, variables
adecuados, y encuentra la region | encuentra la region S adecuados,
encuentra la S que depende de | que depende de u,v . encuentra la
region S que u,v . Encuentra la Encuentra la region S que
depende de u,v . trasformacion trasformacion T(u,v), | depende de u,v.
Pero no T(u,v), y grafica las | grafica las regionesy Encuentra la

encuentra la

trasformacion
T(u,v), no grafica
las regiones, no

encuentra el
determinante del
Jacobiano de T,

regiones, pero no
encuentra el
determinante del
Jacobiano de T, no
plantea la integral
en funcion del

cambio de variable,

encuentra el
determinante del
Jacobiano de T, pero
no plantea la integral
en funcion del
cambio de variable,
ni resulve las

trasformacion
T(u,v), grafica las
regiones,
encuentra el
determinante del
Jacobiano de T,
plantea la integral

no plantea la ni resulve las integrales en funcion del
integral en integrales cambio de
funcion del variable, y resulve
cambio de las integrales de
variable, ni forma correcta
resulve las
integrales
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