ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DEL LITORAL Examen:
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICAS :
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Lecciones:
3 - . Deberes:
ANO: 2017 PERIODO: PRIMER TERMINO
MATERIA: Célculo de una variable | PROFESOR: Total:
EVALUACION: PRIMERA FECHA: 26/junio/2017 '
SOLUCION y RUBRICA
(5 PunTos) Identifique el tipo de indeterminacidn y luego calcule:
. 1 — cos(x)
lim | ————
x—0 sen (x)
Solucion:
Se evalua la tendencia para identificar el tipo de indeterminacion:
y 1— cos(x) 1— cos(x) 1-1 0
im | —————= = = |—
x—0 sen?(x) x>0 sen?(x) 02 0
Se realiza el trabajo algebraico correspondiente:
] 1— cos(x) ~1—cos(x) 1+ cos(x)
lim | —————= |[lim .
x>0 sen?(x) x->0 sen?(x) 14 cos(x)
11— cos?(x) 1
= | lim .
x>0 sen?(x) 1+ cos(x)
Y ser*(x) 1
= 1 .
x-0sen*(x) 1+ cos(x)
y 1 1 1 V2
x->0 1+ cos(x) 1+1 2 2
Rubrica:
Capacidades Desembefio
deseadas P
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica el tipo | No logra Identifica el tipo | Identifica el tipo Identifica la
de identificar el tipo | de de indetermina-

indeterminacion,
racionaliza
correctamente,
aplica limites
conocidos y el
teorema de
sustitucidn.

de indeterminacion, | indeterminacion, cion,
indeterminacion | pero no identifica | racionaliza racionalizay
y tampoco que debe correctamente, resuelve
resuelve el limite. | racionalizar o pero no resuelve el | correcta-
racionaliza mal. limite. mente el
limite.
0 1 2-3 4-5
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2) (4 Puntos) Utilizando la definicion de limite, demuestre que:
lim  (2x%2-4) =14
x—->-3

Solucion:

Al aplicar la definicion, se debe demostrar que:

VES03IF>0[0<|x+3]<6 = |(2x2—-4)—14| < §]

Analisis preliminar:

|(2x% — 4) — 14] = |2x% — 18] = |2||x2 = 9] = 2|(x — 3)(x + 3)| < &

Sead=1 = |(x+3)|<1

Pero: 2|lx = 3| =2|x+ 3 — 6|
2|x = 3] = 2|(x +3) — 6|
2|x = 3| < 2|x + 3| + |-12]
2lx — 3| < 2|x + 3| + 12
2lx — 3] < 2(1) + 12
2lx — 3| < 14

Demostracion formal:

i}zi

714 14
VE>03I5>0[|x+3|<d6 = 2/(x—3)(x+3)| <14 6]

Sea & > 0, elegimos § = min{l

2|x? —9| <,1/4-%
[2x2 — 18| < ¢
1(2x% — 4) — 14| < &

Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe la No conoce Conoce la Determina el Planteala
definicién de la definicion | definicion de | valor de &, pero definicion,
limites y de limites. limites e no sabe determina el
determina el intenta concatenar valordedy
valor de 6 que encontrar el correctamente. demuestra la
permite valor de 6. implicacién
establecer la logica
implicacion correspondiente.
I6gica. 0 1 2-3 4
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3) (4 PunTtos) Calcule:

Solucion:

Ya que Vx € R se tiene que: —1<cos(x)<1 ©)
entonces se puede emplear el TEOREMA DEL EMPAREDADO para calcular el limite solicitado.

Sea la funcion:

X

—_ @)
x2 + 4

h(x) =

Para x > 0 setiene que h(x) > 0 y al multiplicar ® por @ encontramos que:
—h(x) < h(x)-cos(x) <h(x) ®

Por otro lado:

. 2% i lim ~
lim ( )= lim [ =X— | = lim X = S
xoveo 2+ 4 aote\ X2 4 [ xssel g 4 f gy L
XZ, xz 2 X — +00 x2
x 0
li =
x—1>r-1;-loo (xZ + 4) 1+ 4’(0)
lim h(x) =0
X — 400
Pero:
xl_l)l‘iloo(—h(x)) - xgr-rklw(h(x)) =0 ®

Por ® y @ las hipdtesis del teorema se satisfacen y en conclusién:

. L X _
xl—l>I:I+-100 h(x) cos(x) = lim (x—z m 4) cos(x) =0 ®

X > 400
Para x < 0 setiene que h(x) < 0 y al multiplicar ® por @ encontramos que:
h(x) < h(x)-cos(x) < —h(x) ®

y ademas que:

(Jim_(h(x)) = tim_(~h(x)) =0 ®
Por ® y @ nuevamente se satisfacen las hipdtesis del teorema y en conclusion:
x
xl_l)njoo h(x) cos(x) xl_l)r£10o (xz m 4) cos(x) =0 ®

De ® y ® se concluye que:

lim (x2 ):_ 4) cos(x) =0

X — 0
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeiio
deseadas

El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce del No conoce Acota la Acota la funcién Aplica el
acotamiento de | quela funcion coseno, calcula el | teorema del
la funcidn funcién coseno o limite al infinito emparedado y
coseno, el coseno es calcula el de la funcion concluye
teorema del acotada, ni limite al racional, pero correctamente.
emparedado y calcula infinito de la tiene dificultad
sabe calcular limites al funcidn en aplicar las
limites al infinito, ni racional. hipétesis del
infinito. tampoco el teorema del

teorema del emparedado.

emparedado.

0 1 2-3 4

d
4) (10 PunTos) Obtenga d—z si:

a) y=(x*-1)%"3 +sen3(x)
Soluciodn:

Aplicando la propiedad de la derivada de una suma de funciones:

L= S - )P+ [sen’(x)] O

d . Y
e Calculamos E[(x2 —1)?**3] empleando derivada logaritmica, la regla de la

cadena vy la derivada del producto de funciones.

Sea f(x) = (x? — 1)?**3, aplicando logaritmo natural y propiedades se tiene:
In[f(x)] = 2x +3)In (x? - 1)

Derivamos ambos lados y despejamos la derivada:

d d
a(ln[f(x)]) = x [(2x + 3)In (x% — 1)]

1 d d d
= T @ 43) ol G~ DI+ [@x+ 3] I G~ D)
d}:ich) = f(x) (2x+3)-x21_1-2x+2-ln(x2—1)]
:_x [(% = 1)243] = (o — )2+ [% +20n (o - 1)] @
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d . - . .
e Calculamos = [sen3(x)] empleando derivada de una funcién polinomial y la regla

de la cadena.

dx

Sustituyendo @ y @ en O:

ﬂ_ 2 2x+3[
dx_(x 1)

2x(2x + 3)
x

21

d [sen3(x)] = 3sen? (x)%[sen(x)] = 3sen?(x)cos(x)

®

+21In (xz - 1)] + 3sen” (x)cos(x)

Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivarla | No distribuye | Solamente Aplica la Deriva
sumay el correctamente | deriva la derivada de la correctamente
producto de la derivada en | funcion suma, deriva la expresion
funciones, la suma de trigonométrica. | bien la funcién dada.
derivacion funciones o no trigonométrica
logaritmica, conoce sobre pero tiene
derivacion de técnicas de alguna dificultad
una funcién derivacion. en la derivacién
trigonométrica logaritmica.
ylaregladela
cadena. 0 1 2-4 5

b) r=5+3sen(0)

Solucion:

Para determinar Z—z a partir de r = f(0) = 5 + 3sen(0), se emplea derivacién polar

teniendo en cuenta que:
x =rcos(@) =[5+ 3 sen(0)] cos()
y =rsen(6) =[5+ 3 sen(8)] sen(6)

Ahora, por definicion:

d_y 2:39/ _ dd_H [[5 + 3 sen(6)] sen(G)]

dx Z_; dd_H [[5 + 3 sen(6)] cos(@)]

dy  [3cos(0)]sen(8) + [5 + 3 sen(8)] cos(6)
dx [3 cos(8)] cos(@) + [5 + 3 sen(8)] [—sen(0)]

dy 3 sen(8)cos(0) + 5 cos(0) + 3 sen(6)cos(0)
dx 3 c0s%(0) — 5 sen(6) — 3 sen?(0)
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5)

d_y 6 sen(0)cos(0) + 5 cos(0)

dx  3(cos?(9) — sen?(6)) — 5 sen(6)
dy 3 sen(26) + 5 cos(0)

dx ~ 3cos(20) — 5 sen(8)

Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar una | No conoce Obtiene Tiene alguna Sabe la técnica
ecuacion polary | sobre correctamente | dificultad para de derivacion
funciones derivacion la expresion derivar la polar y simplifica
trigonométricas. | polar. para una expresion de x o la expresion
derivacion de y, o no conoce | resultante.
polar, pero no | sobre identidades
deriva bien. trigonométricas.
0 1 2-4 5

(5 PuntOos) Determine la ecuacion de la recta normal a la curva paramétrica
{x(t)=t2+1

,ent =2,
y(t) = t3 + 2t en

Solucion:

Determinamos el punto Py(x,,y,) que pertenece ala curva cuando t = 2:

Po(x0,¥0) = (x(1), y(®)|,_, = * + Lt + 20)|¢p = (2> + 1,23 + 27 2) = (5,12)

Por otro lado, la pendiente de la recta normal viene dada por:

o . . d . -
En donde, por derivacidn paramétrica, la derivada i se calcula por medio de la siguiente

expresion:
dy
dy _dt
dx dx
dt
Entonces:
d .3
dy gelt”+2t] 3t2+2
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Por tanto:
dy

_ 3(2)%2 +2 _ 14 7
dxli=p B

22) 4 2

Reemplazando este Ultimo resultado en @, se obtiene:

1 1 2
mN = —_—_—— e —_—— = —
my 7/2 7

Basado en la expresion punto — pendiente de una recta, se determina que la ecuacion de
la recta normal solicitada es:

2
y—12=—7(x—5)

6)

Rubrica:
Capacidades "
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar una | No obtiene Obtiene Obtiene Obtiene
curva la ordenada, | correctamente | correctamente la | correctamente la

paramétrica,
funciones
polinomiales y
sabe obtener la
ecuacion de la
recta normal a
partir de la
pendiente de la
recta tangente.

nila

la ordenada,

ordenaday la

ordenada, la

pendiente pero no puede | pendiente de la pendiente de la
de larecta derivar para recta tangente. recta tangente,
tangente. obtener la la pendiente de
pendiente de la recta normal y
la recta su ecuacion.
tangente.
0 1 2-3 4-5

(4 PunTos) Calcule (f~1)'(8) donde f(x) = x3 + In(x — 1).

Solucidn:

Por el teorema de derivada de la funcidn inversa, en el punto y, = 8 se tiene que:

FH'®=

_L
f ' (x0)

donde x, estal que:

Yo = f(x0) = x(?,’ + In(xo — 1)

Por simple inspeccién se deduce que x, = 2, ya que:
22+mm(2-1)=8+In(1)=8+0=38

Por otro lado:
d
X

f'x) = d_[x3 +In(x — 1] = 3x +x—L1
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Entonces:

F®) : -
G 1 g2y 4 L 1241 13
0 3x°+x0—1 ) 3(2)+2_1
x0—2
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
aplica No logra Deriva Aplica Deriva bien la
correctamente | realizar la correctamente | correctamente | funcion
el teorema de | derivada de | la funcion el teoremade | inversay
la derivada de | la funcién original, pero | la derivada de | expresa
las funciones | original, nila | no determina | las funciones | correctamente
inversibles. de su correctamente | inversibles y el valor
inversa. el punto a determina el solicitado.
evaluar. punto, pero se
equivoca al
evaluar.
0 1 2-3 4
7) (5 Puntos) Obtenga una expresion matematica para:
e
dx"\2x -1
Solucion:
Sea: fx)=302x—-1)"t

Se obtienen las primeras derivadas para observar el patrén:
o) =3-DCx-172(2)=-)B)(M2x -2
@@ =-@)AMEDCx-1)3(2) = 2)B)(1-2)(2x - )73
@@ =2HB)A-)(=3)2x-1)*2) =-2HR)(A-2-3)2x -1
f® @ =-2HB)1-2-3)(-H2x - 1D°2) = 2HR(A-2-3-H(2x - 1)7°

Se concluye entonces que:

f(n) ) =CFD"2MHB)(NH(2x — 1)—(n+1)

dar 3 =DM Y
W( )=3 (2x — 1)ntt l

2x—1
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeiio
deseadas

El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No logra realizar | Expresa Deriva Derivay
funciones la primera correctamente correctamente | establece
polinomiales; | derivada dela laregladela por lo menos correctamente
Yy, puede funcion. cadena parala hasta la una expresion
generalizar primera cuarta/quinta | parala
una expresion derivada, pero derivada para | n-ésima
parala se equivoca en establecer la derivada.
n-ésima la siguiente generalizacion.
derivada. derivacion.

0 1 2-4 5

8) (5 PunTOs) Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacion
y(y* + x?)? + xy = x + 243 en el punto P(0,3).

Solucion:

Se trata de una ecuacién dada en forma implicita, la cual debe derivarse.

W . ()2 1 522 2 4 52 (2% dy _
x *+x°)+y [Z(y +x)(2ya+2x)]+x a+1 y=1

d d d
(y? +x2)2—y+4yz(y2 +xz)£+4xy(y2 + x?) +x—y+y =1

dx dx
dy 2 2\2 2 2 2 2 2
a[(y +x9)*+4y (v +xf) +x] =1—-4xy(y* +x°) —y
dy 1—4xy(y*+x*)—y 1—4xy(y* +x*)—y

dx ~ (2 +x2)2 + 4y2(y% + x2) + x - 2+ x2)(y?+x2+4y%) +x
dy 1-4dxy(y*+x*)—y
dx  (y2 +x2)(x2 +5y2) + x

Se determina la pendiente:
_dy B 1-0-3 -2 2
“dxles  (32+0)(0+(5)(32)+0 9(45) 405

Basado en la expresidon punto — pendiente de una recta, se determina que la ecuacién de

la recta tangente solicitada es:

2
y=3= 405"
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No obtiene | Deriva Obtiene Obtiene
funciones la pendiente | correctamente | correctamente la | correctamente la
polinomiales, la | de la recta en forma pendiente de la pendiente de la
regla de la tangente. implicita, pero | recta tangente. recta tangentey
cadena y puede se equivoca al su ecuacion.
obtener la evaluar.
ecuacion dela
recta tangente. 0 1-2 3-4 5

De los siguientes ejercicios, SELECCIONE SOLAMENTE UNO y resuélvalo.

9) (8 PunTOS) La altura de un triangulo disminuye a razén de 2 % mientras que el area del

2
. . . , cm . , . . .
mismo disminuye a razon de 3 i ¢A qué velocidad cambia la base del triangulo cuando

la altura es igual a 20 cm y el area es de 150 cm? .
Solucién:

Sean el area 4, la longitud de la base b y la longitud de la altura del triangulo h, en el instante
t. Esto se puede representar graficamente asi:

En los datos del problema se especifica que tanto la longitud de la altura h como el area A
de la superficie del triangulo disminuyen, por lo tanto se consideran signos negativos para

ambas variaciones respecto al tiempo:

- y = — 3 |=

dh cm] dA cm?
dt min dt min

La funcién del dreay las variables de las cuales depende seran derivadas respecto al tiempo:

dA 1( dh db)

PR A TR

2(3) = () + 4 ()
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a _2(g) =t ()

dt h

Se indica que h = 20 cm y A = 150 cm?, por lo que:

,_2A _20150)
~Th T 20 M

La razén de cambio de la longitud de la base del tridngulo se calcula con:

db _2(-3)-15(-2)
At (p,n,a)=(15,20,150) 20
db _—6+30 24 6
dtl(p,n,a)=(15,20,150) 20 20 5
db cm
— =1.2 [—
dtl(p,h,4)=(1520,150) min

Por cada minuto transcurrido, la longitud de la base del tridngulo aumenta 1.2 cm.

Rubrica:

Capacidades ~
Desempeio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
planteay No logra Plantea Plantea Planteay
resuelve interpretar la correctamente correctamente | resuelve
correctamente | situacion la relacién del la relacidon del | correctamente
un problema geométrica areadela areadela el problema
de razén de especificada. superficie del superficie del de razon de
cambio. triangulo en triangulo en cambio.
funcidn de las funcidn de las
longitudes de la | longitudes de
base y la altura, | labaseyla
pero no deriva alturayla
bien. deriva bien,
pero no asocia
bien los signos
o no simplifica
bien.
0 1-3 4-6 7-8
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10) (8 PunTos) Una fabrica de zapatos tiene costos mensuales por alquiler, servicios basicos y
salarios de $ 4 000 y un costo de produccién que esta dado por la expresion:

qZ
C(Q) :E— 5q+ 120

Si la empresa tiene la capacidad de producir 100 zapatos por quincena, determine:

a)
b)

El costo total de produccion mensual de la empresa.

Si en un mes determinado aparece un nuevo cliente solicitando le fabrique 200 pares
para él, fuera de lo que se produce en la fabrica, determina la variacion del costo de
produccion de la fabrica para poder producir este pedido del cliente.

¢Cree usted que sea necesarios incrementar el precio del zapato para este cliente o se
le debe mantener el mismo precio como a cualquier otro? Justifique su respuesta.

Solucion:

a) Conociendo que el costo total es la suma del costo fijo con el costo de produccidn:

Cr(q) = Cr+ C(q)

2
C-(q) = 4000 +Z—O— 5¢ + 120

Y que en el mes (que tiene 2 quincenas) se producen 200 pares de zapatos:

(200)2

C(200) = 4 000 + — 5(200) + 120
(40 x 5)2

Cr(200) = 4120 +-—,———1000

Cr(200) = 4 120 + 1 000 — 1 000
C-(200) = 4120 [$]

b) Si un cliente requiere 200 pares mas de lo que la empresa produce mensualmente,

determinamos la variacion del costo de produccion para fabricar el pedido el cliente.

ac  2q _q

dg 40 20

dc 2
_=_q_5=i_5

dg 40 20

dc $
— =10—5=5l—
dq =200 par

c) Dado que se incrementa el costo de produccion, también se le deberia incrementar el

precio de venta en 5 [$/par].
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeno
deseadas

El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
planteay No logra Determina Determina bien | Planteay
resuelve interpretar la correctamente | el costo total de | resuelve
correctamente | situacion el costo total de | produccion, correctamente
un problema econdmica produccion, deriva bien, el problema
de razon de especificada. pero no deriva pero no evalua de razon de
cambio. bien. correctamente. | cambio.

0 1-3 4-6 7-8
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