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COMPROMISO DE HONOR QUE SE DEBE LLENAR
PARA QUE ESTE EXAMEN SEA CALIFICADO

Yo,

al firmar este compromiso, reconozco que en el presente examen:

1) cualquier instrumento de comunicacion que hubiere traido, como teléfono celular, debo
apagarlo y depositarlo junto con cualquier otra pertenencia en mi mochila, y ésta debo ubicarla en
la parte frontal del aula. En el caso de no haber traido mochila, los instrumentos de comunicacion
los debo colocar sobre el escritorio del profesor.

2) cualquier instrumento de comunicacion, como teléfonos celulares, que se encuentre en mi poder
(como en los bolsillos de mi ropa, etc.), serd considerado como una prueba de intento de copia,
aun cuando el instrumento se encuentre apagado, descargado, dafiado, etc. En el caso de que se
me detecte alguno de estos instrumentos, la(s) persona(s) responsables de la recepcion de la
evaluacion me tomara(n) una foto junto con el dispositivo como evidencia, sin embargo, podré
continuar en el aula resolviendo el examen luego de poner el instrumento de comunicacion sobre
el escritorio del profesor.

3) no puedo usar abrigos, gafas, relojes ni gorras.

4) no puedo girar esta primera carilla hasta que la(s) persona(s) responsable(s) de la recepcion de
la evaluacion permita(n) iniciar.

5) debo resolver la evaluacion de manera individual, sin consultar con otro estudiante y sin
consultar en libros, notas o apuntes.

6) no puedo usar calculadora, ni cualquier otro instrumento para hacer calculos como laptops o
tablets.

7) s6lo puedo usar un boligréfico, un lapiz, un borrador y un sacapuntas, mientras que todo lo
demas, incluido cartucheras, debo ubicarlos dentro de mi mochila.

8) s6lo puedo comunicarme con la(s) persona(s) responsable(s) de la recepcion de la evaluacion.

9) los temas los debo desarrollar de manera ordenada y clara.

Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptado todos sus 9 items.

"Como estudiante de la ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con
honestidad, por eso no copio ni dejo copiar".

FIRMA: NUMERO DE MATRICULA: PARALELO:

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia.



Solucion y Rubrica

Tema 1 (14 Puntos)
En el proceso industrial de la elaboracién de diluyente, uno de los componentes principales es el tolueno. Se

observa que durante la elaboracion de diluyente en cierta industria, dicho componente se esta derramando del

recipiente de almacenamiento, de modo que en la primera hora de la elaboracién se derraman (sen (%))

2 3
. 2T . 3T
litros, en la segunda hora se derraman <sen (ﬁ)> litros, en la tercera hora se derraman (sen (@)>

4
. 41T . , -
litros, en la cuarta hora se derraman <sen (ﬁ)) litros, y que este patrén se mantiene conforme avanzan las

horas. Si este proceso industrial y el derrame de tolueno observado continuara infinitamente, entonces ¢la
cantidad de tolueno total derramada seria convergente o divergente?

Solucion:
Las cantidades derramadas forman la siguiente susecion:

2 3 4
((_))( ((_))> ( (ﬁ)) ( (ﬁ)

a

an as ay

La cantidad total derramada se puede representar con la serie Y. a;, esto es:

t
er:i (sen (4(21))) )

Aplicando el criterio de la raiz a la serie planteada se tiene:

i (sen (25) =t (sen (:2) = im (s (i) ) =5en () -

S

t
Dado que el resultado de este limite es menor que 1, la serie es convergente.

Por lo tanto, la cantidad total derramada de tolueno seria convergente si el proceso industrial y el derrame de
tolueno observado continuara infinitamente.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia.



Tema 2 (21 Puntos)
Usando el método de los valores y vectores propios, determine la solucion general del siguiente sistema y

luego obtenga y(3):
X®] -1 2 17[*x®
y')| = [ 0 1 3] y()].
Z'(t) 0 0 offz(®
Solucion:
x(t)
Sea A la matriz de coeficientes del sistema y sea w(t) = [y(t)] una solucion vectorial del mismo.
z(t)

Entonces, se plantea w(t) = ge™, tal que r es un valor propio de A y £ un vector propio asociado a r.
—1—r 2 1
0 1—-r 3
0 0 -1
Resolviendo la ecuacion o recordando que los valores propios de una matriz triangular superior son los
elementos de la diagonal principal se tiene que:
T'l = _1,7"2 = lyT'3 :0
Para hallar el vector propio asociado a cada valor propio, se halla el espacio caracteristico de cada valor propio

Se halla los valores propios de A4, usando la ecuacion det(A — rI) = 0, esto es: =0.

a
resolviendo el sistema (A — rI)B,- = 0, considerando el espacio caracteristico 3,- de la forma 3, = <b> ;
Cc

0 2 10
Parar; = —1: se resuelve el sistema (4 — r;1)B,, = 0, esto es, (0 2 3 0).
0 0 110

De acuerdo con la fila 3: ¢ = 0.
De acuerdo con lafilas1: 2b + ¢ =0— b = 0. Con c = 0y b = 0 también se satisface la fila 2.
Entonces, se considera a como variable libre, es decir, a € R.

a 1 1
Asi, By, = {<0> ‘a € R} = { (0) ‘a € R}. Entonces, un vector propio asociado a r; €s: &, = (0)
0

0 0
-2 2 1]0
Parar, = 1: se resuelve el sistema (A — ,1)B,, = 0,estoes,{ 0 0 3 (0]
0 0 -—1l0

De acuerdo con la fila3: —c = 0 = ¢ = 0. Con este valor, también se satisface la fila 2.
De acuerdo conlafilal: —2a+2b+c¢c=0 - —2a+ 2b = 0. Considerando a b como variable libre,
estoes, b € R, se tiene que a = b.

b 1 1
Asi, B, = {(b) NS R} = {b (1) :heER } Entonces, un vector propio asociado a r, €s: &, = (1)

0 0 0
-1 2 10
Parar; = 0: se resuelve el sistema (A — r31)B,, = 0,estoes,( 0 1 3|0
0 0 o0I0

De acuerdo con lafila2: b 4+ 3¢ = 0. Considerando a ¢ como variable libre (b € R), se tiene que b = —3c.
De acuerdoconlafilal: —a+2b+c=0 - a=2b+c - a=-5c.

—5¢ -5
Asi, Br, = {(—3c> :ceER ;= {c <—3> :ceR
c 1

La solucién vectorial del sistema esta dada por:
w(t) = cie.eMt + cyee™ + c3e5e™Y; ¢, 05,05 ER,

1 1 -5
w(t) =c (0> e t+c, (1) et +cg (—3); €1,C3,C3 € R.
0 0 1

Las componentes de la solucidn del sistema estan dadas por:
x(t) = cie”t + c et — 5¢q
y(t) = cyet—3cs , tal que ¢y, ¢p, ¢35 € R.
z(t) = c;

-5
. Entonces, un vector propio asociado ar; es: g3 = (—3).
1

Finalmente, y(3) = c,e3—3cs.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia.



Tema 3 (21 Puntos)
Cambiando la expresion (at + by) por una nueva variable, determine la solucién y(t) del problema de valor

L. dy 1 _a., _
inicial @ =@ty b y(0) =1,dondea <0yb > 0.

Solucién:

Utilizando el cambio de variable v = at + by se tiene que:

v at dy
= - — — - —_ =
Y b b

Sustituyendo (at + by) y % en la ecuacion diferencial:

1dv a 1 a 1dv 1
— - % _

2.9 _
= == -5 v“dv = bdt.
bdt b wv2 b bdt w2

Integrando la ecuacidn separable obtenida:

3
[v?dv = [bdt - 17?=b1,“+c;cE]R.

Sustituyendo el cambio de variable para obtener y(t):

(at+by)3

Y =bt+c - at+by=33bt+3c - y(t)=5V3bt+3c—t.
Reemplazando la condicion inicial y(0) = 1:

13 b3
~V3c=1 - c=—.
b 3

Por lo tanto, la solucién del problema de valor inicial estd dada por:

y(t) =%3\/3bt+b3—%t; a<0yb>0.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia.



Tema 4 (22 Puntos)

Utilizando la transformada de Laplace, determine la solucion de la ecuacion y'(t) + f(t) = g(t); y(0) = 2,

; < . .
tal que f(t) = {/?t ’ 0 ;; Tolo y g(t) = 6(t — 3), donde & denota la funcion delta de Diracy A > 0.

Solucion:
Expresando a la funcion f(t) en términos de la funcién escalon unitario:

f(®) = 0(#0 () — #10(0) + At(#m(t))-

Entonces la ecuacion se puede escribir como:
y'() + At(#w(t)) = 83(t).

Al aplicar la transformada de Laplace, denotada por L, y su propiedad de linealidad:
Lly'(®] + AL[tp10(0)] = L[63(D)].

Hallando las transformadas planteadas:
o Ly'®)]=sY(s) —y(0) =sY(s) -2,
o Lftp1o(0)] = Llu1o(®)(t — 10 + 10)] = Llpy0(£)(t — 10) + 10p10(£))] = e—1055i2 + 109—105%,
o L[53(t)] = e 3.

Sustituyendo se tiene:

52
351, 2  _105 A 105 A
Y(s) =e 35-+=— e 105= — 107105 =
s s 5?2

sY(s)—2+ A (e‘1OSl + 10e710s %) =e 3,
53

Aplicando la transformada inversa se tiene:
y(t)2=L‘1[Y(S)], ) )
—_7-1],-3s1 -1 -1|,-10 -1|,-10
O e R R Gt B (e

s2

Y(£) = u3(t) + 2 =5 (£ = 10)%p139(£) — 10A(t = 10)po(8) ; £ 2 0.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia.



Tema 5 (22 Puntos)

Considere un circuito eléctrico en serie con un resistor de resistencia R = 100 ohmios, un inductor de
inductancia L = 10 henrios, un capacitor de capacitancia C = % faradios y una fuente de voltaje dada por
f(t) = et voltios. De acuerdo con la ley de Kirchhoff la ecuacion que describe la carga q(t) del capacitor
de este circuito es L——— @ Q(t) +R—— dq(t) +1 q(t) = f(t). Utilizando el método de variacion de parametros halle
una solucién partlcular para esta ecuacién, y luego indique su solucion general.

Finalmente, obtenga la intensidad de corriente i(t) del circuito si se conoce que la relacién entre i(t) y q(t)
esta dada por i(t) = d‘;—(tt).

Solucion:
Se halla la solucion complementaria q.(t) resolviendo la ecuacion: 10 + 100 + 160q = 0
Para esto, se plantea la solucion de la forma: q(t) = e, con lo cual: g (t) = re” y q'(t) =r2e”
Sustituyendo en la ecuacion homogénea se tiene:

1072e™ + 1007e™ + 160e™ =0 — 10e™(@?+10r+16)=0 - (r+8)(r+2)=0
Entonces,r = -8y r = —-2.
Asi, q.(t) = ;e 8 + c,e™%; ¢q, ¢, ER.

A continuacion, se haIIa una solucién particular para la ecuacion no homogénea, cuya forma candnica es:

dtz 14 10 + 16q = e ~t  de donde se define la funcién g(t) = 1—10e‘t.

Usando el método de variacion de parametros, se plantea la solucién particular de la forma:

qp(t) = v1y1 + V27,
donde y; y y, son las soluciones linealmente independientes de la solucion complementaria y tal que se
satisfaga el sistema de ecuaciones:

v1y1 + vy, =0 ) [ e 8t [ ]
, . esto es: ~ ~ _
{vlyl + vhy,’ = g(t) —8e 8t —2e 2t

e—2t

_ _o,-10t -10t _ £,—10t
|—8e‘8t _e-2t| T 2e + 8e = 6e .

El Wronskiano, W (y,, v,), esta dado por:

Las soluciones del sistema son:

0 e—Zt
1 -t -2t 1 -3t
—e —2e - 1 1 1
vy =10 =L _—=——¢”t 5 y=—=fe"tdt=——e""+ky; k; ER,
W(y1,Y2) 6e 60 60 420
-8t
e 0
_ge—8t ie—t ie_‘” 1 1 1
vy = =20 ——et - py=—{[eldt==—e'+ky k, €R
W(y1.y2) 6e 60 60 60

Con los resultados obtenidos y anulando las constantes k; Yy k., se obtiene:

1 _ _ 1y, 1 _ _
qp(t)=(——e7) 8t+—ete = —ett—et=—¢t
420 420 60 70

Entonces, la solucion general esta dada por:
q(t) =q.(t) + Qp(t)’
q(t) = e 8+ ce %t + 7—10e_t [Culombios]; cq,c, € R.

Finalmente, la intensidad de corriente i(t) del circuito esta dada por:

dq(t)
(t) - 71
i(t) = —8c,e 8 — 2c,e7 %t — %e t [Amperios]; ¢i,c; € R.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia.



Tema 1 (14 Puntos)

Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucion de un | Plantea una Plantea una serie Plantea una serie Plantea una serie
problema de serie numerica que numeérica que numerica que
aplicacién, numerica que | describe al describe al problema | describe al
utilizando describe al problemay utiliza |y determina que problema, determina
series problema, criterios de converge utilizando | que converge
numeéricas y pero no convergencia para | un criterio adecuado, | utilizando un criterio
sus criterios utiliza analizarla, pero no | pero no redacta una | adecuado, y redacta
de criterio de determina si la conclusion acerca de | una conclusion
convergencia. | convergencia | serie converge o la convergencia de acerca de la
alguno para diverge dado que la cantidad de convergencia de la
analizarla. no se satisfacen las | tolueno total cantidad de tolueno
condiciones derramada. total derramada.
suficientes de los
criterios usados.
Puntaje [0, 5] (5,8] (8,12] (12, 14]
Tema 2 (21 Puntos)
Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucion de Plantea la Plantea la forma | Plantea laformade la | Plantea la forma de la
un sistema de | formade la | de lasolucion solucion vectorial que | solucién vectorial que
ecuaciones solucién vectorial que se se busca, determina se busca, determina
diferenciales, | vectorial busca, determina | los valores propios de | los valores propios de
utilizando el | que se los valores la matriz de la matriz de
método de busca, pero | propios de la coeficientes del coeficientes del
los valoresy | no matriz de sistema, halla los sistema, halla los
vectores determina coeficientes del espacios espacios
propios. los valores | sistemay plantea | caracteristicos y halla | caracteristicos, halla
propios de los sistemas con | los respectivos los respectivos
la matriz de | los que se hallan | vectores propios, pero | vectores propiosy
coeficientes | los espacios no presenta la presenta tanto la
del sistema. | caracteristicos, solucion del sistema ni | solucion del sistema
pero no halla el valor de y(3). como el valor de y(3).
dichos espacios.
Puntaje [0, 3] (3,9] (9, 18] (18, 21]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




Tema 3 (21 Puntos)

Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Resolver una Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
ecuacion Cambia la Cambia la Cambia la expresion | Cambia la expresion
diferencial expresion expresion (at + by) por una (at + by) por una
de primer (at + by) por | (at + by) por | nueva variable, nueva variable, obtiene
orden que se | una nueva una nueva obtiene la la transformacion para
transforma variable y variable, transformacion para | y', sustituye dichas
en separable | obtiene la obtiene la y', sustituye dichas expresiones en la
a través de transformacion | transformacion | expresiones en la ecuacion, resuelve la
un cambio de | paray’, pero | paray’, ecuacion, resuelve la | ecuacion separable
variable. no sustituye sustituye dichas | ecuacion separable obtenida, sustituye la
dichas expresiones en | obteniday sustituye | variable original, halla
expresiones en | la ecuaciony la variable original, la constante de
la ecuacién. separa las pero no halla la integracion utilizando
variables, pero | constante de la condicién inicial y
no resuelve la | integracion utilizando | presenta la solucion del
ecuacion la condicién inicial. problema de valor
obtenida. inicial.
Puntaje [0, 6] (6, 11] (11, 17] (17, 21]
Tema 4 (22 Puntos)
Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucion de Aplica la Aplica la Aplica la transformada | Aplica la transformada
un problema | transformada | transformada de Laplace a la de Laplace a la
de valor de Laplacea | de Laplace ala | ecuacion, aplica la ecuacion, aplica la
inicial, laecuaciony | ecuacion, propiedad de propiedad de
usando la luego aplica la | aplica la linealidad de la linealidad de la
transformada | propiedad de | propiedad de transformada, halla transformada, halla
de Laplace. linealidad de linealidad de la | todas las todas las
la transformada, transformadas transformadas
transformada, | halla las planteadas, obtiene planteadas, obtiene
pero no halla | transformadas | una expresion parala | una expresion para la
las planteadas, transformada de y(t), | transformada de y(t),
transformadas | excepto la aplica la transformada | aplica la transformada
planteadas. transformada inversa con su inversa con su
de f(t). propiedad de propiedad de
linealidad, pero no linealidad, determina
determina las las transformadas
transformadas inversas | inversas planteadas y
planteadas. presenta y(t).
Puntaje [0, 4] (4,10] (10, 17] (17, 22]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




Tema 5 (22 Puntos)

Capacidades por
evaluar

Nivel de aprendizaje

Determinar la
solucién de un

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelencia

Halla la solucién

Halla la solucion

Halla la solucion

Halla la solucién

problema de complementaria | complementaria | complementaria complementaria
aplicacion de la ecuacion de la ecuacion de la ecuacion que | de la ecuacion que
asociado a una que define la que define la define la carga del | define la carga del
ecuacion carga del carga del capacitor, plantea | capacitor, plantea
diferencial capacitor, pero | capacitor y la forma de la la forma de la
ordinaria lineal de | no plantea la plantea la forma | solucion particular | solucion particular
segundo orden no | forma de la de la solucion con el sistema que | con el sistema que
homogénea, solucion particular con el | debe satisfacer y debe satisfacer,
usando el método | particular. sistema que halla dicha halla dicha
de variacion de debe satisfacer, | solucion solucion
parametros para pero no halla particular, pero no | particular,
hallar una los pardmetros presenta la presenta la
solucion de dicha solucion general solucion general
particular. solucion de la carga del de la carga del
particular. capacitor ni halla | capacitor y halla la
la intensidad de intensidad de
corriente del corriente del
circuito. circuito.
Puntaje [0, 6] (6,10] (10, 18] (18, 22]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




