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Tema 1 (5 Puntos: 1 Punto cada literal)
Complete las siguientes frases, para lo cual NO es necesario justificar las respuestas.

a)

b)

d)

{f (%), g(x), h(x)} es un conjunto fundamental de soluciones de a,y""’(x) + a,y'' (x) = 0 donde
a;,a; ER Aay # 0 si: f(x),g(x)y h(x) son soluciones de la ecuacién diferencial y ademas son

linealmente independientes.
Si y(x) = ¢; + cyc0s Gx) + c3sen (%x);cl,cz,qo, € R es la solucién general de la ecuacién
y"'(x) + byy" (x) + by’ (x) + b3y(x) = 0 donde by, b,, b5 son constantes, entonces la solucion

particular de y"'(x) + b1y" (x) + by’ (x) + b3y(x) = —x cos G x) usando el método de los

coeficientes indeterminados se plantea de la forma: [(Ax + B) cos (% x) + (Cx + D) sen (% x)] x.

Sit*y@(6) + A3t3y3 (1) + A,t2y @ (1) + Aty D (t) = 0 donde A3, A,, A, son constantes tiene
a{1,t%, t3,t~1} como un conjunto fundamental de soluciones, la solucién particular de t*y® (t) +
Azt3y3 () 4+ A,t2y @ (1) + Aty D (t) = sec(t) usando el método de variacion de parametros
se plantea de la forma: y,(t) = v4(t) + t?v,(t) + t3v3(t) + t 'v,(t) con la condicion de que se

v+ v, + vy + T, = 0
2tvh, + 3t2vy —t 2y, = 0
0
t~*sec(t)

satisfaga el sistema de ecuaciones: ! : , 3

6v; — 6t v,

Considere el sistema x'(t) = Ax(t), donde A es una matriz de 3x3. Si A tiene como valores propios
ar = 2yr = —1 tal que el primero tiene vectores propios [0 1 0]7,[v2 0 1]7 yelsegundo
tiene vector propio [1 0 —+/2]7, entonces la solucion general del sistema esta dada por:

0 Vz
1 0
0 1

Considere el sistema x'(t) = Ax(t), donde A es una matriz de 2x2. Si A tiene valores propios

x(t) = cie?|1| + ce?t

1
+cge“[ 0 I; €1,C3,€3 ER.
vz

— % + %i con vectores propios [é] +i [_04] la solucion general del sistema esta dada por:

x©) = exe’$([§eos (§) =[] sen (§)) + exet([g]sen () + [ cos @)} vcre

EL ESTUDIANTE:

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE

Completa correctamente cada literal sin necesidad de proporcionar justificacion alguna. 10P

cada literal

TOTAL 5.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 2 (5 Puntos)

Demuestre formalmente la siguiente proposicion.

Sea f(t) es una funcion seccionalmente continua en el intervalo [0, o) y de orden exponencial cuando
t - oo. Si f(t) satisface f(t + T) = f(t) para algin nimero positivo fijo T, entonces la transformada

de Laplace de f(t) esta dada por L[f ()] = fOTe_Stf(t)dt; S§>0.

1-e~ST

Una manera de realizar la demostracion es:

LIFO] = [ e St f)dt = [ e St f)dt + [2T e StF(O)de + [ e SEF(H)dt + -
LIFO] = o ([ " et f (D))

Se aplica el cambio de variable:
v=t—nT , dv=dt , sit=nT=v=0, sit=(n+1D)T=>v=T

Entonces se tiene:

LIf(©)] = Xa= o( f ~S(+nT) f(v+nT)dv)

Dado que f es periddica de periodo T, entonces f(v + nT) = f(v):
LIF®O] = Bz (f e e~ f(w)dv)
LIF@®] = Ziizo (€757 f) e=S7f(w)dv)

LIF@] = (J; e f@w)dv) Bizo(e=T)"

Dado que Y- (eST)™ es una serie geométrica convergente a7
L[f(®)] = (f e_Stf(t)dt)( —);5>0
Lif®] = —= — o Jy e S f(Ddt ; S > 0.

— 57 siempre que S > 0:

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Realiza una secuencia de pasos validos para demostrar la proposicion. 50P
TOTAL 50P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 3 (10 Puntos)
Halle las funciones y(8), w(8) y z(08) que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones, donde el
operador * denota el producto de convolucién:
y'(8) — (cos(0) * y(6)) = z(6) —w(0)
w'(0) = y'(6)6(6 —m) ;¥(0)=1; w(0) =4; A€R; 0 € [0, ).
y'(6) = cos(6)

Desarrollo:

De la tercera ecuacion:

y(0) = [ cos(0)dO = sen(8) +¢y; ¢c; ER

Sustituyendo y(0) = 1: sen(0)+c¢;=1 - ¢;=1 - y(0)=sen(6)+1

De la segunda ecuacion:
w'(0) = cos(0)6(60 — ) - w'(0) =cos(m)d(0 —m) » w'(0) =—-6(6 —n)
Aplicando la transformada de Laplace: L{w’'(6)] = L[-8(6 — m)].
o Lw'(@)]=SW(S)—w(0)=SW(S)—-A
o L[-86(0—-m)]=—-eT
Sustituyendo se tiene:

A e A e
SWS)—A=—eTS s W(S) =5- > w®) =L 5-5—| > w@®) =a-p@ -n);aer

De la primera ecuacion:
cos(f) — foe cos(0 — a) (sen(a) + Vda = z(0) — (A — u(6 — m))
Entonces, se tiene: z(0) = cos(8) — foe cos(0 — a) (sen(a) + 1)da + A — u(6 — )
foe cos(8 — a) (sen(a) + 1)da = foe(cos(e —a) sen(a) + cos(0 — a))da
= foe G [sen(6) + sen(2a — 6)] + cos(6 — a)) da

= [gsen(H) — icos(Za —0) —sen(6 — a)]z

= (g sen(0) — %cos(@)) - (—icos(—@) - sen(@))
= Zsen(6) —cos(6) + = cos(8) + sen(8)
foe cos(0 — a) (sen(a) + 1)da = (g + 1) sen(0)

Asf, se tiene que: z(6) = cos(6) — (g + 1) sen(0) + A — u(0 — )

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Halla la funcion y(0). 20P
Halla la funcion w(8). 40P
Halla la funcion z(6). 40P
TOTAL 10.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 4 (10 Puntos)
Para la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden que se muestra a continuacion, obtenga la
solucion general usando series de potencia alrededor de x, = 0, identificando las funciones a las que
las series solucién convergen:
1 p—
- Jy=0
Desarrollo:

Sean P(x) = x% ; Q(x) = x ; R(x) = x? — i. Dado que P, Q, y R son polinomios y no hay factores
que sean comunes para ellos 3, los valores x, que satisfacen P(x,) = 0 se denominan puntos singulares
de la ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Por lo tanto, x, = 0 es un punto singular de la EDO dada.

x2y" +xy' + (xz

: e mXQ@) (0@ _ - (x=x9)?R(x) ol Gt ) R WP
Ademas, dado que: xlirgo 00 }HO = 1 yleXO o }HO = — eXisteny
son finitos, se dice que x, = 0 es un punto singular regular.

Para la EDO dada se supone soluciones de laforma: y(x) = Yo an(x — x0)™" =Yg apx™.

De este modo, y'(x) = ¥ o(n+ 1)a,x""ty y'(x) =Yun+r)(n+7r—1a,x"" 2,
Sustituyendo estas series en la EDO:

x? Z o+ (n+r—1Da,x™ 2+ x 3+ r)a ™t + ( - —) S apx™" =0
M Ar)Mm+ 71— Dax™ + 38 (n+ r)ax™T 4+ XS a a2 — Y ! S anX
Reallzando el siguiente cambio de variable a la 3era serie para que todas las serles tengan el

mismo exponente parax:n+r+2=m+r-> n=m—2 - m = n+ 2. Por lo tanto:

La 3era serie: Y42 a,x™7t2 = ¥ o a_px™.

Apllcando un 2do cambio de variable: m = n, se obtiene: Y, a,_,x™*".
Ast: Yo m+r)(n+r—Da,x™ + 35+ r)a,x™ + 352 an_ox™T —

n+r:0

Zn 04‘1 X = ()

Desarrollando términos iniciales para que el indice de todas las series inicie en el mismo valor:
r(r— 1)a0x +(r+ 1)ralxr+1 + Y m+r)(n+1r—Dax™ +ragx” + (r + Dagx™! +

1 n=0
T+ +00 1 +r —
Zn ZZanxn T

n=0 n=1
Agrupando términos semejantes, se obtiene:

(rr =D +7r—Daex" + ((1 +)r+(1+71) - %) ax"t +
+o [((n +r)n+r—-1D+m+71r)— %) a, + an_Z] x™T =0
Igualando coeficientes, se obtiene los valores de r y la expresion de recurrencia:
(rr—=1D+r-— i)ao =0 — r?—1=0 (ecuacién indicial) »r=1vr= -2
(ap se considera como variable libre, esto es, a, € R).
((1+r)r+(1+r)—%)a1 =0 - a, =0.

((n+r)(n+r—1)+(n+r)—i)an+an_2=0;nZZ/\nEZ

n=1

i (n + r)a,x"t" + Zn 2 An_2 X" —2a0x" —2a

—Aap_3
a, = >2AneEZ
n+r)(n+r—-1D+n+71) ——
Reemplazando los valores de r en la expreS|on de recurrencia y generando términos iniciales, se
obtiene:

- —Qn-
R — ‘n > Parar = -%: q, = 2. n>2ANn€EZ

Parar =2: a, n(n+1) n=2Anez 2t = i 2
2 =7 33 » a3 3(4) a2 2(1) ' a3 3(2) 0

= _ %2 %o . — % _ =_ % _ _% . — % _
Q=" 9s) " 2345 35 = 5 0 Qs 43) 1234 v 45 =50 0

- %4 _ _ @ . _ T4 _ - _ % _ __ % . — 9 _
% =~ o 234567 'Y T 7 e 6(5) 123456 ' Y T 70 0

- _ % __ @ ., _ % _ Qo=— 26 —_ G . _Z%_
8 =~ 30 23456789 ' T 510) 8 8(7)  12345678' 2  9(8)
Entonces para k € N u {0}: Entonces para k € N u {0}:

_ (=D"a, . _ _ (=D"ag . _

Ao = 2k+1)! ) Az+1 =0 Aok = e ; azk+1 =0

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Asi, las soluciones estan dadas por:
y(x) = Xnzo anx™'"

— 2k+ 2k+1)+
V(%) = Biteo Agex KT + Tiesg Agpeq g x GRFDT

Parar =
— 2k+r _ (-D"ay _2k+> _ D" 2k+1-2 _1 )
Y0 = T apex? T = Bz S = g 3 LA = agxasen(x);ag € R
Parar = -2
2
_ 2k+r _ (-D"ag _2k-% _ (0" 2k-% _1 .
y(x) - ZI?:O aka = ZIO{O=O (2k)! Ox 2= aO ZIOCO=O (2K)! X 2= aO‘x ZCOS(X), aO € R

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial esta dada por:

1 1
y(x) = cyx 2sen (x) + c;x 2cos(x);cq, ¢y €ER.

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Muestra que x, = 0 es un punto singular regular de la ecuacion diferencial e indica la 20P
forma en la que se plantea la solucion usando serie de potencias.
Sustituye la solucion planteada y sus derivadas en la ecuacion diferencial para obtener 30P
la ecuacion indicial con sus soluciones y la expresion de recurrencia para los
coeficientes de la serie planteada.
Para cada raiz de la ecuacion indicial, genera una cantidad adecuada de coeficientes 40P
iniciales para obtener la respectiva solucion en serie de potencia y la funcion a la que
ésta converge.
Indica la solucién general de la ecuacién diferencial. 1.0P
TOTAL 10.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Tema 5 (10 Puntos)
Considere un sistema masa-resorte-amortiguador con movimiento unidimensional suspendido desde un
punto fijo. La masa del sistema, la cual corresponde a la masa de un bloque, es de 2[kg], el coeficiente
de amortiguamiento debido a la resistencia del medio es de 4[N.s/m], la constante de restitucion del
resorte es de 10[N/m]. El sistema inicialmente se encuentra en reposo y en equilibrio, esto es, la
posicion y velocidad inicial del bloque son iguales a cero. Considerando que el sistema recibe una
excitacion externa dada por la funcién f(t) del grafico, encuentre la posicion del bloque en cualquier
instante de tiempo ¢t = 0 con respecto a la posicion de equilibrio usando la transformada de Laplace.
O,

Desarrollo: I n
|
|
|

o~

A partir de un diagrama de cuerpo libre del sistema en movimiento:
El modelo matematico que se obtiene usando la segunda ley de Newton es:
mx"' (t) + cx'(t) + kx(t) = f(t), donde:
x(t): posicion del bloque en el tiempo t con respecto a la posicién de U —
equilibrio y con signo positivo hacia abajo [m],
m: es la masa del blogue del sistema,
cx': fuerza de resistencia del medio, donde c es el coeficiente de amortiguamiento,
kx(t): es la fuerza de restitucion del resorte, donde k es la respectiva constante de restitucion,
f(t): representa la excitacion externa que actta sobre el cuerpo considerando signo positivo hacia abajo
(podria considerarse también signo positivo hacia arriba dado que esto no se indica en el enunciado,
con lo cual el modelo matematico quedaria como mx" + cx’ + kx = —f(t)),
0; 0x<m
Del gréfico, f(t) ={—-10 ; m < x < 2m. Entonces f(t) = —10(uz(t) — 2z ().
0 ; X =2
Asi, el problema de valor inicial que describe el movimiento del bloque esta dado por:
2x"(t) + 4x'(t) + 10x(t) = —10[ur () — oz ()] x(0) =x"(0) =0

e _g2
ID::‘

Aplicando la transformada de Laplace:
2L[x" ()] + 4L[x"(£)] + 10L[x(£)] = —10(L[pr ()] = Llp2n(©)D
o L[x"(t)] = S2X(S) — Sx(0) — x'(0) = S2X(S)

o L[x'(©)] =5X(S) —x(0) =SX(S) ; Llx(®)]=X()

o L®1=2 0 Llue®] =
252X(S) + 4SX(S) + 10X(S) = ~105~ + 10°-
(252 + 45 + 10)X(S) = —106_5”5 + 106_;”5

e™TS e
X($) = _55(52+25+5) t O 5G2r2545)
Aplicando la transformada inversa de Laplace:
e e

—-7S
— -1
x(6) =1L [_55(52+25+5) t O SGzrases)
Una manera de proceder es realizando la siguiente descomponiendo en fracciones parciales:
1 _A BS+C 1 __ A(S%+25+5)+(BS+C)S
S(S2+254+5) S = S2+25+5 S(52+25+5) S(52+25+5)

0=A+B;0=24+C; 1=54 > A=1/5B=-1/5; C=-2/5 =

—2mS

—-2nS

1=(A+B)S?+ (2A+C)S+54
1 S+2
S(S2+25+5) 55  5(S2+25+5)
Entonces, se tiene que:

0= P () e ()

S  S2+2S5+5 S24+25+5
_ e S _ S+2 e~2ms _ S+2
x(t)=L1[— + e ——e 2”5—]
N S24+25+5 N S2+425+5
_ e TS _ S+1+1 e~2mS _ S+1+41
x(t)=L1[——+e mS —e 2”5—]
S (5+1)2+4 S (5+1)2+4
) —271S
x(t) = L1 =€ P iems_OD o ems 1 e ops (St -2ms 1
N (5+1)2+4 (5+1)2+4 S (5+1)2+4 (5+1)%2+4
N———— ——— ~——— N e
G(S) H(S) G(S) H(S)

x(t) = —u () + u (gt — m) + pr (O — 1) + ppr () — ppr (£)g(t — 21) — pp (OR(t — 2m),

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



tal que: g(t) = L7[G(S)] = L‘l[ (5+1) ] =e L1 [L] = e~tcos(2t)

(S+1)2+4 S2+4
- - 1 —ty— 1 1 _
h(t) =L 1[H(S)] =1L 1 [(S+1)2+4] =e 'L 1 [m] = Ee tsen(Zt)

Por lo tanto, la solucion del problema de valor inicial est4 dada por:
x(t) = —pz(t) + pr (D)e~ ™ cos(2(t — m)) + ur(t) ;€™ sen(2(t — m)) +
Hor () — tor (£)e ™2™ cos(2(t — 2m)) — ,uzﬂ(t)%e_(t_zn) sen(2(t — 2m)); t = 0 [m]
x(t) = pu; (t) (—1+e_(t_”) [cos(Z(t —-m) + %sen(Z(t - n))]) +
U (1) (1 — g~ (t=2m) [cos(Z(t —2m)) +%sen(2(t — 27T))D ; =0 [m]
x(t) = p (t) (—1+e‘(t‘") [cos(Zt) + %sen(Zt)D

+ Uy (1) (1 — e~ (t=2m) [cos(Zt) +%sen(2t)]> ;=0 [m]

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
El estudiante:
Determina el problema de valor inicial que describe el movimiento del bloque del 30P
sistema, indicando lo que representa cada expresion de la ecuacion diferencial.
Aplica la transformada de Laplace al problema de valor inicial y obtiene una expresion 3.0P
para la transformada de la posicion del blogue del sistema.
Aplica la transformada inversa de Laplace para determina la posicion del bloque del 40P
sistema para cualquier tiempo t.
TOTAL 10.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Tema 6 (10 Puntos)
Usando el método del operador diferencial determine la solucién general del sistema:
{x”(t) +y' () —x() +y() = -1
x'(t) +y'(t) — x(t) = t?
(Nota: No aplique la transformada de Laplace en la resolucién del ejercicio)

Desarrollo:
Expresando el sistema con la notacion del operador diferencial se tiene:
{sz +Dy—x®O+y®=-1 _ (D?-Dx+D+1)y=-1
Dx + Dy — x(t) = t? (D—1)x+ Dy = t?
Multiplicando la primera ecuacion por —D y la segunda por (D + 1) para luego sumar las ecuaciones
resultantes de manera que se elimine la variable y:
—-D(D?-1)x—D(D + 1)y = -D(-1)
(D+1)(D—1Dx+ (D+1)Dy = (D +1)(?)
Sumando las ecuaciones resultantes se tiene que:
[-D(D? = 1)+ (D + 1)(D — 1)]x = 2t + t2
—D3x + Dx + D?x — x = 2t + t2
x"'(6) —x" () — x'(t) + x(t) = -2t — t?
Se halla solucion complementaria x.(t) resolviendo la ecuacién homogénea:
X" —x"({t)—x'"(t)+x(t) =0
Se plantea la solucion: x(t) = e —» x'(t) =re™ - x''(t) =r2e™ - x'"'(t) =r3e".
Reemplazando en la ecuacion: r3e™ — r2e" —re™ + et =0 > e (3 —r?2—r+1) =0.
Entonces, r2(r—1)—(r—-1)=0-> r—-1D(r*-1)=0 > r—-1*(r+1)=0
> r=1conm=2yr=—1conm = 1. Asi, x.(t) = ciet + cytet + cze™t; ¢;,c5,¢c3 ER.
Para hallar una solucion particular para la ecuacién no homogénea, es valido usar el método de los
coeficientes indeterminados:
Se plantea la solucion: x, (t) = (At? + Bt + C)t° tal que S = 0 es el menor entero no negativo con
el cual cada término de x, (t) es linealmente independiente a cada término de x(t).
Entonces: x,,'(t) = 2At+B - x,"'(t) =24 - x,/(t)=0
Sustituyendo en la ecuacion: 0 — 24 — 2At — B + At?> + Bt + C = —2t — t2
At? + (B —2A)t+ (C —2A—B) = =2t — t?
A=-1; B-2A=-2; C—2A—-B=0
A=-1; B=—-4 ;C=-6 - xp(t)=—t*—4t—6
La solucion general para la funcion incégnita x(t) es igual a:
x(t) = x.(t) + x,(t) = cret + cyte’ + cze™t —t? —4t —6; ¢,¢5c3 ER.
Para determinar la funcidn incdgnita y(t) se puede proceder de forma similar pero eliminando la
incdgnita x(t). Para el presente ejercicio también es posible hallar y(t) de la segunda ecuacion del
sistema como sigue:
X@®)+y' @) —x(@)=t> - y@)=[(t?—x') +x(t))dt
() = f(tz - (cle: + czett+ C2te—tt_ c3ze‘t -2t — 4)) gt
+(ciet + cytet +cze”t —t* —4t—6)
y(t) = [(—cet + 2cze™t =2t —2) dt
y(t) = —cet —2cze ™t —t2 — 2t + ¢y ; ¢p,05,¢4 ER

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
El estudiante:
Expresa el sistema usando el operador diferencial. 20P
Aplica eliminacién Gaussiana para obtener una ecuacion diferencial con una sola 50P
funcion incognita del sistema, y halla esta incognita.
Sustituye la incognita obtenida en alguna de las ecuaciones del sistema para obtener la 30P
otra funcidn incognita; o aplica nuevamente eliminacion Gaussiana para obtener una
ecuacion diferencial con la incognita que falta hallar y resuelve dicha ecuacion.
TOTAL 10.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



