SOLUCIONES Y RUBRICAS EX. DE MEJORAMIENTO CV PAO2

2020
BANCO 1
EJERCICIO‘I i o
Estudie las curvas de nivel de la funcién Jle,y) =ysgniz) y

bosqueje el mapa de contornoparaK=0,1, -1,2y -2,

Teniendo en cuenta que la funcién signo, sgn(z), vale 1 si z > 0,
—1siz < 0y0siz=0,yrazonando con un poco de calma las
distintas posibilidades, no es complicado llegar a la conclusiéon que
las curvas de nivel a altura k constan de dos partes

y=k,xz>0 e y=—k, z <0,

si k # 0. Si k =0, la curva de nivel

es la unién de los dos ejes
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Capacidades Desempefio
deseadas P
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente

El estudiante debe
ser capaz de obtener
y analizar las curvas
de nivel de una
funcidn escalar de
dos variables.

No conoce la

El estudiante

El estudiante

El estudiante

definicidon de | aplica bien la halla maneja bien el
curvas de definicion de correctamente | concepto de
nivel y de la curvas de nivel la ecuacion de | funcidn signo,
funcidn signo | pero comete las curvas de obtiene
o las aplica errores en su nivel para los k | correctamente
con varios obtencidon o en solicitados, las ecuaciones
errores. el manejodela | perose de todas las
funcidn signo. equivoca al curvas de nivel y
bosquejar el dibuja bien el
mapa de mapa de
contorno. contorno, o
comete errores
poco
significativos .
0-3 4-9 10-16 17-20




EJERCICIO 2

Estudie las curvas de nivel de la funcion )( WY

el mapa de contorno para K =2y 4.

l.l
— o
| = |a

.@/| y bosqueje

Para esta funcién f las curvas de nivel corresponden a los puntos
del plano que verifican |z — y| = k. Evidentemente k > 0, es decir,
las curvas para k < 0 son vacias. Observemos que si k£ > 0, la

igualdad |z — y| = k se desdobla en las dos igualdades

I_y:k~

I_y:_k\

es decir la curva de nivel a altura k consta de las dos rectas paralelas
anteriores. Si kK = 0 entonces la curva de nivel correspondiente es

la recta Y==x

Capacidades
deseadas

Desempeiio

El estudiante debe
ser capaz de obtener
y analizar las curvas
de nivel de una
funcion escalar de
dos variables

Inicial

En Desarrollo

Desarrollado

Excelente

No conoce la

El estudiante

El estudiante

El estudiante

definicidon de | aplica bien la halla maneja bien el
curvas de definicion de correctamente | concepto de
nivel y de la curvas de nivel la ecuacidon de | funcidn valor
funcién valor | pero comete las curvas de absoluto,
absoluto o errores en su nivel para los k | obtiene
las aplica con | obtencion o en soliciitados, correctamente
varios el manejodela | perose las ecuaciones
errores. funcién valor equivoca al de todas las
absoluto. bosquejar el curvas de nivel y
mapa de dibuja bien el
contorno. mapa de
contorno, o
comete errores
poco
significativos.
0-3 4-9 10-16 17-20




BANCO 2
EJERCICIO 1

Determina un vector unitario n de modo que la derivada direccional de la
funcién f(z,y,2) = 1_—2’”9 en el punto (1,1,1) y en la direccién pedida sea

_\3.

Es directo conseguir que

y por tanto
Vf(1,1,1) = (—-1,-1,0).

Puesto que para una funcién diferenciable, la derivada direccional viene
dada por
of

%(10) = Vf(zo) - m,

el vector n = (n;,ny,n3) debe verificar
(=1,-1,0) - (n1,n9,n3) = —v2, n?4+n?4+n?=1.
De la primera condicién se obtiene
ny =v2—ny,
y llevandola a la segunda ecuacion,
1 —2v2ny + 202 +n2 =0.

Completando cuadrados, podemos escribir

2
2
2(712—%) +n§=0.

La 1nica posibilidad es que

ny3 =0, n= ny =

V2
2 ?

ol



Capacidades R
deseadas
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe El estudiante El estudiante El estudiante
aplicar el obtiene el obtiene el obtiene el
gradiente de | gradiente de la | gradiente de la | gradiente de la
una funcién | funcién dada funcion dada funcion dada
El estudiante debe y/o de y/o aplica el y/o aplica el y/o aplica el
ser capaz de derivada concepto de concepto de concepto de
determinar parcial, o los | derivada derivada derivada
informacidn a partir | aplica con direccional pero | direccional, direccional,
de utilizar las varios comete errores | define el define el vector
nociones tedricas de | errores. en el proceso. vector solicitado y
la derivada solicitado pero | algebraicamente
direccional de una comete obtiene los
funcién. errores en el componentes
proceso. del vector o
comete errores
poco
significativos.
0-5 6-10 11-16 17-20
EJERCICIO 2
Considerar la funcién
f(z.) 1+ sen(e®)
BY=9C cos(ev)’

(a) Hallar la ecuacién del plano tangente en el punto (log , log 7).

(b) Calcular la derivada direccional en el punto anterior y en la direccién
dada por el vector \/%(\/5, —/7).

(a) La ecuacién del plano tangente al grafo de una funcién en un punto
(zo,¥o) se escribe como:

z — f(zo,y0) = V f(zo,%0) - (z — zo,y — Yo).

Por tanto, para determinar la ecuacién del plano tangente necesi-
tamos el vector gradiente y el valor de la funcién en dicho punto.
En concreto

Vf(z,y) = ( cos(e”) _e¥sen(e¥)(1 + sen(ef)_)

1 — cos(ev)’ (1 — cos(e¥))?



En el punto pedido, tenemos

Vf(logm,logm) = (—7,0),

f(logm,logm) = 3,

y la ecuacion del plano tangente sera

2

—7—r(a:—log7r) =z—

1

2

(b) Para encontrar la derivada direccional dada, puesto que la funcién
es diferenciable en ese punto, debemos hacer el producto escalar
del vector gradiente en el punto concreto y el vector unitario que
determina la direccion, es decir,

(-%.0)- 110(\/5,—f7)=—

V3

Capacidades
deseadas

El estudiante debe
ser capaz de
determinar la
derivada direccional
y la ecuacién del
plano tangente a
una superficie de
una funcion escalar
de dos variables a
partir de ciertas
condiciones.

2 V10 210
Desempeiio
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe El estudiante El estudiante El estudiante
aplicar el utiliza la obtiene obtiene
gradiente de | ecuacién de correctamente correctamente el
una funcion un planoy del | el gradiente de gradiente de la
y/o de el gradiente de | la funcién en el | funcion en el
derivada la funcién pero | punto dadoy punto dado y
parcial, o los comete halla la ecuacion | halla la ecuacion
aplica con errores en el solicitada. Enel | solicitada. Enel
varios proceso. literal b) aplica literal b) aplica
errores. incorrectamente | correctamente el
el producto producto escalar
escalar del del vector
vector gradiente | gradiente con el
con el vector vector unitario o
unitario. comete errores
poco
significativos.
0-5 6-10 11-16 17-20




BANCO 3

EJERCICIO 1

Evalue la siguiente integral usando el cambio a coordenadas polares:

/(m+y)dA, D acotado por 22 +y?2 =1, 22 +y? =4, y = =z,
D
y=—x cony > 0.

-1 0 1

En este caso la regién de integracion es la corona descrita por

v
— <0< —
4~ — 47

Por lo tanto la integral que nos ocupa se escibe en coordenadas polares como:

i 2
/ / 7% (cos 6 +sen #) dr d6.
I 1

Las dos integraciones que se deben realizar son directas y no ofrecen

mayores dificultades. El resultado final es 7—?



Capacidades SRS
deseadas
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No puede El estudiante El estudiante El estudiante
describir la R de | describe bienla | describe bien describe bien la R
El estudiante integracion. R de integracidn, | laR de de integracion,
debe ser capaz de pero aplica mal integracion, aplica bien los
de evaluar una los limites de aplica bien los | limites de
integral doble de integraciény limites de integracion,
una funcion malogra las integracién evalua bien
escalar de dos integrales. pero evalua ambas integrales
variables mal una o o comete errores
ambas pocos
integrales. significativos.
0-3 4-10 11-16 17-20
EJERCICIO 2

Evalue la siguiente integral usando el cambio a coordenadas polares:

1
/D v+ y?

dA, D = {z? + y? < 2z}.

La regién de integracion en este caso, escrita en coordenadas pola-

res, es

r < 2cosf

que representa el interior del circulo centrado en (1,0) y radio 1.
Esta conclusion se puede obtener de manera clara si se completan
cuadrados en la forma del recinto en coordenadas rectangulares

(z—1)+y* <1

En este caso los limites de integracién para ¢ deben ser —7 y 7,
pues es el intervalo de dngulos en que estd definido dicho circulo.

Asi vemos que la integral que nos interesa es

5 2cos
/ / dr df.
-3 Jo

Los célculos concretos no suponen ninguna dificultad especial. El
valor de la integral es 4.



Capacidades
deseadas

El estudiante
debe ser capaz de
de evaluar una
integral doble de
una funcion
escalar de dos
variables

Desempeiio
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe aplicar | El estudiante El estudiante El estudiante
el teorema de aplica bien escribe escribe
Fubini o aplica Fubini, escribe correctamente | correctamente la
incorrectamente | correctamente la R de R de integracién
el cambio a laR de integracidén en | en polares,
coordenadas integracién en polares, completa
polares para la R | polares, completa cuadrados, aplica
de integracion. completa cuadrados, bien los limites
cuadrados, pero | aplica bien los | de integraciény
aplica mal los limites de calcula bien los

limites de
integracion.

integracién
pero comete
errores en el
calculo de las
integrales.

integrales o
comete errores
no significativos.

0-5

6-10

11-16

17-20




BANCO 4
EJERCICIO 1

Aplicar el Teorema de Green para evaluar la integral de linea

/ 2y dz + zy® dy
C

donde C es la frontera de la regién limitada por las curvas y = z2,

y =8 — 22
Por el teorema de Green, podemos escribir
I= / (2?y dz + zy® dy) = // (2zy — %) dzx dy.
y D

La regién D se describe como

_QS-ESQ- 13233438—1'2:

y en consecuencia

2 8-z
o 2 2y g0 _ 2816
= (y° —2%)dady = ——
o)y 7
Capacidades o
Desempeno
deseadas
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe aplicar El estudiante El estudiante El estudiante
el teorema de sabe aplicar el aplica bien el aplica bien el
Green para teorema de teorema de teorema de
. calcular una Green pero Green, calcula | Green, calcula
El estudiante . , . .
integral de linea | comete errores | bien las bien las
debe ser capaz de . . .
aplicar el o lo hace con la derivadas | derivadas derivadas
P incorrectamente. | parciales o los parciales, ubica | parciales, ubica
Teorema de . . . . .
limites de bien los limites | bien los limites
Green para . .y . ., . .,
integracion. de integracion, | de integracion,
calcular una .
. , pero comete evalla bien la
integral de linea. .
errores en la integral o
evaluacion de comete errores
la integral. pocos
significativos.
0-5 6-10 11-17 18-20




EJERCICIO 2

Aplicando el Teorema de Green:

Calcula la integral

I= / y® dz + 2° dy,
c
donde C'es la curva dada en polares con ecuacién r = sen(26), 0 < 6 < 7.

Por el teorema de Green, podemos escribir

I=/L3(m2—y2)Mdy

donde D es la region encerrada por la curva cerrada C, que corresponde
a un cuarto de la rosa de cuatro pétalos (véase Figura 55). Calculando
esta integral doble en coordenadas polares, puesto que su frontera nos
la proporcionan en estas coordenadas, tendremos

3 psen(26)
I=3 / / r%(cos? @ — sen? @)r dr df
o Jo

=% 02 cos(26) sen”(26) df = %sen5(29) (; = 0.
1
0.5
0 - —




Capacidades
deseadas

El estudiante
debe ser capaz de
aplicar el
Teorema de
Green para
calcular una
integral de linea.

Desempeiio

Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe aplicar El estudiante El estudiante El estudiante
el teorema de sabe aplicar el aplica bien el aplica bien el
Green para teorema de teorema de teorema de
calcular una Green pero Green, calcula | Green, calcula
integral de linea | comete errores | bien las bien las
o lo hace con la derivadas | derivadas derivadas
incorrectamente. | parciales o los parciales, ubica | parciales, ubica

limites de
integracion al
trabajar en

bien los limites
de integracion
al trabajar en

bien los limites
de integracion al
trabajar en

polares. polares, pero polares, evalla
comete errores | bien las
enla integrales o
evaluacion de comete errores
la integral. pocos
significativos.
0-5 6-10 11-17 18-20




BANCO 5
EJERCICIO 1

Un liquido es agitado en un recipiente cilindrico de radio 2, de manera que
su movimiento se decribe por el campo de velocidad

F(x,y, z) = —y/x* + y2i + x/x% + y?j

como se muestra en la figura, hallar

jf(rotF%NdS
S

donde S es la superficie superior del recipiente cilindrico.

Solucién El rotacional de F estd dado por

i Jj k
d d d
rot F I ay oz 3Vx* + y°k.

—EFY xSEFRE 0

Haciendo N = Kk, se tiene

fj (th)~NdS=ff3Jx2+y2M

27 2
=f (3r)rdrdé
0 0
2 2
=I r3] de
0 0
2
=f 8dO
0

= 167r.



Capacidades
deseadas

El estudiante
debe ser capaz de
aplicar el
Teorema de
Stokes para
calcular la
circulacion de
flujo en una
superficie dada.

Desempeiio
Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
El estudiante El estudiante El estudiante El estudiante,
plantea el calcula calcula calcula bien el
rotacional del correctamente | correctamente | rotacional del
campo pero lo el rotacional del | el rotacional campo, ubica
calcula mal. campo y el del campo, el bien los limites
vector normal los limites de de integracion,
pero equivoca integracién o cambia bien a
los limites de erra en el polares y evalla
integracién o cambio a bien las
erra en el polares. integrales o
cambio a comete errores
polares. pocos
significativos.
0-5 6-10 11-17 18-20

EJERCICIO 2

Sea S la parte del paraboloide z =4 —x?> —y?> que permanece sobre el
plano XY , orientado hacia arriba como lo indica lo figura. Sea C su curva
frontera en le plano XY orientada en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj. Verifique el teorema de Stokes F(x,y,z) = (2z,x, y*) evaluando la
integral de superficie y la integral de linea equivalente.

S:z=

2 2 -
=X =y <




Solucién Como integral de superficie, se tiene z = g(x,y) =4 —x* -y, g = -2x,8 =
-2y.y

i J k
a d a

=|— — —| =2yi+2j+k.

rot F x oy oz 2yi + 2j + k
2z x y?

De acuerdo con el teorema 15.11, se obtiene

fj(rot F) - NdS = ff(Zyi +2j + k) - (2xi + 2yj + k)dA
S R
2 JVa-x2
=f J' _ (4xy + 4y + 1)dydx
-2 —\""4—.:2

2 \,‘7—;3
= f [2),),2 + 2y? +y] Q.ﬂdx

-2 V4 xE

2
=f 2 A= dx

2
= Area del circulo de radio 2 = 4.

Como integral de linea, se puede parametrizar C como

r(z) = 2costi + 2senrj + 0k, 0 =t = 2.

Para F(x, y, z) = 2zi + xj + y2k, se obtiene
fF~dr=fde+Ndy+sz
c c

= j 2zdx + xdy + y*dz
c

2w

= [0 + 2cost(2cost) + 0] dr
0

2w
=J' 4 cos®tdt
o
2w
=2f (1 + cos 21 dt
0

1 2w
= + =
2[: > senZt]o

= 4.



Capacidades
deseadas

El estudiante
debe ser capaz de
verificar el
Teorema de
Stokes en relacion
al calculo de una
integral de linea.

Desempeiio

Inicial En Desarrollo Desarrollado Excelente
El estudiante El estudiante El estudiante El estudiante
plantea el calcula resuelve bien resuelve bien el
rotacional del correctamente | el ejercicio ejercicio
campo y el el rotacional del | aplicando el aplicando el
vector normal campo y el teorema de teorema de
pero los calcula | vector normal Stokes pero al Stokes, al

mal.

pero equivoca

verificar como

verificar como

los limites de integral de integral de linea
integracién o linea parametriza bien
erraenla parametriza C, planteay
evaluacion de mal C o plantea | resuelve bien la
los integrales. mal la integral. | integral
verificando el
teorema o
comete errores
poco
significativos.
0-5 6-10 11-15 16-20




