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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

ANO: | 2022 | PERIODO: | Il PAO | MATERIA: | Calculo de una variable

Alvarez I., Avilés J., Baquerizo G., Crow P., Garcia A., Garcia E.,
Hernandez C., Laveglia F., Mejia M., Ramos M., Ronquillo C., Toledo X.

EVALUACION: | PRIMERA |  FECHA: | 21/noviembre/2022

PROFESORES:

1. (5 PunTos) De ser posible, calcule:

1
xlin11+ (x —1)sen (:)
Solucion:
El TEOREMA DEL EMPARADEDADO indica lo siguiente:
“Sean f, g y h funciones que satisfacen f(x) < g(x) < h(x)
para toda x cercana a c, excepto posiblemente en c.

Si lim f(x) = lim h(x) = L, entonces lim g(x) = L. “
X—C X—C X—C

En este caso, la funcidn trigonométrica seno es acotada para todo elemento x

diferente de 1:
sen ()| =1
sen )=

1
—1Ssen( >S1
x—1

Se multiplica los términos de la expresion por el factor (x — 1). Dado que x = 1%, se
trata de una expresion positiva que no altera el sentido de la desigualdad:

1
—(x—l)S(x—l)sen( 1)S(x—l)

Se calculan los limites de las funciones presentes en los extremos de la desigualdad:
(le”}+ —-(x—-1) = 0) A (len}Jr(x -1 = 0)

Puesto que ambos limites son iguales y la funcién, de la cual se desea calcular el
limite, esta acotada entre las dos funciones en los extremos de la inecuacion, se
puede aplicar el TEOREMA DEL EMPAREDADO:

) 1
- len}Jr(x — 1)sen (x — 1) =0
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2. La temperatura T del café recién hecho es de 130 °F y se conoce que dicha
temperatura a través del tiempo t, medido en minutos, puede ser modelizada con
la siguiente expresion:

T(t) = Ae 00t + 72 . t>0
(a) (1 Punto) Determine el valor de la constante A. Especifique la regla de
correspondencia para la temperatura T, considerando el valor calculado.
(b) (4 PunTOs) Después que ha transcurrido mucho tiempo, mediante el calculo de

un limite, calcule la temperatura final T a la cual se enfria el café. Explique lo
que representa la recta T = T para la grafica de la funcion T.

Solucion:
Cuando se especifica la condicién del café recién hecho, se considera que t = 0:
T(0) = Ae~0044(0) L 72 = A 4+ 72
Se conoce que dicha temperatura inicial es de 130 °F, entonces:
A+72=130
~ A =58
La regla de correspondencia para la temperatura T en funcién del tiempo t seria:
T(t) =58e 004t 1+ 72 » t>0

Si ha transcurrido mucho tiempo, se considera que t — 4o0. Por lo que, se calcula el
valor asociado a Ty mediante el siguiente limite:

Tr = lim (58e~004* 4 72)

t—> 400

Se aplica el TEOREMA PRINCIPAL y el TEOREMA DE SUSTITUCION:

: 58 .
Tf = lim (m) + tETw(72)

t— 4+

0

#T;=72°F

Dado que Ty = tlim T(t),larectaT = 72 °F representa la asintota horizontal de la
— 400

grafica de la funcién T.
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3. (6 Puntos) Dada la funcion de variable real f tal que:
x3—2x2-2x-3
f(x)=x3—4x2+4x—3 ; X#3
Para que f sea continua en R, ¢como debe ser definida en x = 3?
Solucidn:
Nétese que:
£3) = (3)3—2(3)2—2(3)—3= 27—-18—-6-—3 =9
(3)3—-4(3)2+4(3)—-3 27-36+12—-3 0
Como se tiene esta indeterminacidn, la funcidon no esta definida en x = 3.
Se aplica divisidn sintética, cuando x = 3, a cada funcidn polinomial:
B3] 1 -2 -2 -3 B8] 1 -4 4 -3
3 3 3 3 -3 3

1 1 1 0

x3—2x>—-2x-3=(x-3)(x?+x+1)

1 -1 1 0

x3—4x?+4x-3=(x-3)(x2—x+1)

Para que f sea continua en x = 3, debe cumplirse que:

2 = Ii . x3—2x%?—-2x-3
f( )_x1£n3f(x)_xl—r>n3x3—4x2+4x—3

=D +x+1)
f(3) = lim

x-3(x—~=3)(x2—x+1)
ox*+x+1 (3)?%?+3+1 9+3+1

f(3) = lim = =

x-3x2—x+4+1 ((3)2—-34+1 9-3+1

] (3)_13

“fB3) =~

La funcién redefinida quedaria asi:

x3 —2x%>—-2x—-3

, x#3
f(x) = X —dx2+4x—3
13
7 x=3
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4. Para cada funcién, obtenga la expresion simplificada correspondiente a:

dy
dx
34x

(a) (3 Puntos) y = m

Se aplica la REGLA DE DERIVACION PARA UNA DIVISION DE FUNCIONES, REGLAS DE DERIVACION
ELEMENTALES y la REGLA DE LA CADENA:

4x d 4

dx cos?(4x)

dy cos(4x) - (3*In(3) - 4) — 3** - (—sen(4x) - 4)
dx cos?(4x)

dy 4(3")(In(3)cos(4x) + sen(4x))
Tdx cos?(4x)

(b) (3 PunTOs) y = xsec(®)

Se aplica la FUNCION LOGARITMO NATURAL @ ambos términos de la expresidn y una
PROPIEDAD LOGARITMICA:

In(y) = ln(xsec(x))

In(y) = sec(x) - In(x)

Se aplica DERIVACION IMPLICITA, |a REGLA DE DERIVACION PARA UN PRODUCTO DE FUNCIONES
y REGLAS DE DERIVACION ELEMENTALES:

- In(x) + sec(x) _—d(l;lix))

1 . dy d(sec(x))
; dx dx
1

=Y sec(x)tan(x) - In(x) + sec(x) 1
y dx X

d 1
% =y -sec(x) (tan(x)ln(x) + ;)

4y
T dx

= x5 Wgec(x) (tan(x)ln(x) + %)
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5. (6 Puntos) Determine la ecuacion de la recta tangente en el punto P a la curva:

9 2 T 1
Zx — (x+y)*+ arctan(2y) = 1 ; P, (15)

Solucion:

Se aplica DERIVACION IMPLICITA y la REGLA DE LA CADENA:

9 dy dy
Z_Z(XJ”’)(”E)J’1+(2y)2(2E)_0
9 dy 2 dy
Z—Z(x+y)—2(x+y)a+1+4y2a—

dx ) 1
Tvaz O+
Se calcula la pendiente my de la recta tangente:

2(1+3)-3

dy
T ay T 2 \
2| —L (141
k1+4(%)2 ( 2))
CENEEEE I
my ==
TR NN R
3
mr =-—g

. s 1
La ecuacidn de la recta tangente en P, (1, E) es:

3

1
y-5=—gk-1
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(8 PunTos) Bosqueje la grafica de una funcién de variable real f que es continua 'y
que cumple con todas las condiciones especificadas:

6.

domf =R
f(O=f4)=f6)=0;f(2)=4;f(5)=-5
vx € (0,2)U(5,+),f'(x)>0

iv. Vxe(25),f(x)<0

v. f'(5)no existe.

vii Vx€ (0,5 U(5,+0),f"(x) <0
vii. fesimpar.

Determine qué tipo de punto critico se tiene cuando x = 2.
Solucién:

Se realiza una interpretacién de cada condicién dada:

i. Lafuncidn estd definida para todos los reales.
ii. Los siguientes puntos pertenecen a la grafica de la funcién:
P(0,0) A Q(4,0) A R(6,0) A S(2,4) A T(5,-5)

iii. f es estrictamente creciente en los intervalos (0, 2) y (5, +).

iv. f es estrictamente decreciente en (2,5).

v. f tiene un punto critico singular, cuando x = 5.

vi. f escéncava hacia abajo en los intervalos (0,5) y (5, +).

vii. Vx €dom f,f(—x) = —f(x). La gréfica de f es simétrica respecto al origen

de coordenadas.

Con base en el CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA, por el cambio de signo especificado,
cuando x = 2, se concluye que existe un valor EXTREMO MAXIMO LocAL. Dado que la
segunda derivada existe en el intervalo (0,5), se infiere que en x = 2 la primera
derivada es continua; luego, puesto que f'(x) cambia de signo en dicha abscisa, se
concluye que f'(2) = 0y en x = 2 se presenta un PUNTO CRITICO ESTACIONARIO.

Una gréfica para la funcién f que satisface todas las condiciones, es:

=
\

oln
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7. (8 Puntos) De los problemas mostrados a continuaciéon, SELECCIONE SOLAMENTE
UNO y RESUELVALO:

Un cuadrado esta inscrito en un circulo. Si la longitud del radio del circulo se esta
incrementando a una velocidad constante de 0.8 cm/s, calcule la velocidad con la
que crece el area del circulo cuando el lado del cuadrado mide 4 cm.

Solucidn:
Se indica que existe un crecimiento para la longitud
del radio r respecto al tiempo t, por lo tanto se
/ asocia el signo positivo:
L dr 0.8 /
— =08 cm/s
dt

v El rea del circulo es A = mrr?.

Se deriva el area A respecto al tiempo t en forma implicita:

dA_2 dr
ac . M

- dA . .
Se solicita evaIuarE cuando L = 4 cm, por lo que se necesita obtener la longitud r
correspondiente. Para tal efecto, se aplica el TEOREMA DE PITAGORAS:

@r)?=1*+1* - 4r?=2I2
L 2

Irl=—==--1L

22

Se descarta el valor negativo, por el contexto del problema:

V2

7(4) =2V2cem

r =

dA

dt = 2n(2v2) (1%)

r=22

dA

_16V2m
dt

= cm?/s
r=22 5

Por lo tanto, cuando el lado del cuadrado inscrito mide 4 cm y la longitud del radio

del circulo se incrementa a razon de 0.8 ¢cm/s, por cada segundo transcurrido, el

. . s . 16V2 7 2
area del circulo también se incrementa en —— cm”.
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La funcién Q(p) = log,(65 — p?) representa la cantidad, en miles de acciones,
que demanda el mercado y p es el precio de cada accidn en dolares. Si el precio
de las acciones decrece a razén de $ 2 por semana, calcule la variacion de la
demanda cuando la cantidad demandada es de 4 mil acciones.

Solucion:

Se indica que existe un decrecimiento para el precio p respecto al tiempo t, por lo
tanto se asocia el signo negativo:

d
d_IZ = —2 doélares/semana

Se deriva la demanda Q respecto al tiempo t en forma implicita:

aQ 1 dp
oGP

dQ
dt
precio p correspondiente. Para tal efecto, se evalua:

Se solicita evaluar — cuando Q = 4 mil aciones, por lo que se necesita obtener el

Q(p) = log, (65 —p*) = 4
65 — p? = 2*
p? =65—16 =49
lpl =7
Se descarta el valor negativo, por el contexto del problema:
p=7

Q|  _ 1 OIY)
dtl,—; ~ (65— 72)In(2) 2N =10,

Q. 7
dtly-;  4In(2)

miles de acciones/semana

Por lo tanto, cuando la cantidad demandada es de 4 mil acciones y cada accion
disminuye su valor a razén de 2 doélares/semana, por cada semana transcurrida,

la cantidad demandada aumenta en miles de acciones.

7
4In(2)
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8. (6 Puntos) Dada la funcién de variable real f definida por:

fx)=vx—1; x=>1

Verifique si cumple con la hipétesis del TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS
(TEOREMA DE LAGRANGE) en el intervalo [5,17], y, en caso de hacerlo, determine el
valor de c cuya existencia esta garantizada por dicho teorema.

Solucidn:
El TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS indica lo siguiente:

Si f es continua en el intervalo [a, b] y derivable en su interior (a, b),
entonces existe al menos un numero c en (a, b) donde:

fO 1@ _

b—a -

La expresion de f es la regla de correspondencia de una funcién conocida, raiz
cuadrada, la cual es continua en todo su dominio, y, por lo tanto también lo sera en
el intervalo [5,17].

Se obtiene la expresion correspondiente a la primera derivada f':

1
f(x)=ﬁ;x>1

Al observar la regla de correspondencia, se concluye que la funcidn es derivable en el
intervalo (5, 17).

Se evalula cada extremo del intervalo proporcionado: x =5y x = 17:

fF5) =v5—-1 =2
fFA7) =V1i7T—-1=4

Con base en el TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS (TEOREMA DE LAGRANGE), se
garantiza la existencia de al menos un valor ¢ € (5,17) tal que:

fan -f06)

7 =-/©

4—2

—-7 = 1'©

1
f'(C)=g
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Luego:

Se cumple el TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS:

~3ce (517),f'(¢c) =%
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