TEMA 1-1
Para el conjunto

A={(xy) eR?: x<y?, 2 +y* <1},

2

a) Represente graficamente el conjunto A de R-

b) Indique y Justifique si el conjunto a es abierto, cerrado, acotado, compacto y
convexo.

< -
8 = -
K -

.
~

Calculamos la abscisa del punto de intersecci6n de la circunferencia x> 4 y? = 1
y la pardbola ¥ =1,

2 2

=1 1 5

{x2+y = X 4x=1= x= +\/_.
y = X 2

Por tanto, la frontera del conjunto A (ver figura 1.13.(e)) vendra dada por:
1
Fr(A) = {(x,y) eER?: X +y*=1, -1<x< - (—-1+ \/5)}

=2
%(—1+xf5)}.

U {(x,y) eR?:y?=x,0<x<
Luego,
= A no es abierto, porque ANFr(A) # 0.
= A es cerrado, ya que Fr(A) C A.
= A es acotado porque A C B;(0,0).

= A es compacto, porque ser cerrado y acotado.
= A no es convexo ya que, por ejemplo, los puntos (3,1) y (—3,1) pertene-
cen a A, pero el segmento que los une no estd contenido en A.



TEMA 1-2

Para el conjunto
f) A={(x,y) eR?: y>x?, -1 <x< 1},

2
a) Represente graficamente el conjunto A de R-
b) Indique y Justifique si el conjunto a es abierto, cerrado, acotado, compacto y
convexo.

-1 1

La frontera del conjunto A viene dada por

Fr(A) ={(x,y) eR?:y=x* —-1<x< 1}
U{(l,y) eR?:y>1}U{(-1,y) eR*:y>1}

A no es abierto, porque ANFr(A) #0.

A no es cerrado, ya que Fr(A) ¢ A.

A no es acotado.

= A no es compacto, porque no es acotado.

A es convexo. Dados dos puntos cualesquiera de A el segmento que los
une estd contenido en A.



TEMA 1-3

Para el conjunto

A={(x,y) eR?*: x> +y*>2x>1,y< 1}

a) Represente graficamente el conjunto A de R-

b) Indique y Justifique si el conjunto a es abierto, cerrado, acotado, compacto y
convexo.

La ecuacién x* + y? = 2x representa una circunferencia de centro (1,0) y radio
1. La frontera del conjunto A vendra dada por:

Fr(A) ={(x,y) eR*: x> +y*=1,x>1}
U{(x,1) eR*:x>1} U{(1,y) eR?*:y < —2}.
Por tanto,
= A no es abierto, porque ANFr(A) # 0.
= A es cerrado, ya que Fr(A) C A.
= A no es acotado.

= A no es compacto, porque no es acotado.

= A no es convexo ya que, por ejemplo, los puntos (1,1) y (—1, 1) pertenecen
a A y, sin embargo, el segmento que los une no estd contenido en A.



Rubrica General:

Capacidades Desembefio
deseadas P

El estudiante Inicial En desarrollo | Desarrollado Excelente
sabe como No sabe Representa Representa Representa
representar como bien el bien el bien el
un conjunto representar | conjunto dado | conjunto dado | conjunto dado
dado en R?y | graficamente | de manera de manera de manera
reconocer sus | un conjunto | grafica pero grafica pero grafica y
caracteristicas | enR?olo solo justifica solo justifica justifica
de abierto, hace d correctamente | correctamente | correctamente
cerrado, emanera una o dos de tres de las las 4
acotado, incorrecta. las cuatro caracteristicas | caracteristicas
compacto y caracteristicas | solicitadas. solicitadas.
convexo. solicitadas.
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TEMA 2-1
Demostrar que la siguiente funcion

x|y
P——T ] ) O;O
flx,y) = Xt y2 (x,y) # (0,0)
0, (x,¥) # (0,0)

Es continua en (0,0) y tiene derivadas en cada direccién en el punto (0,0) pero
no es diferenciable en (0,0).
Solucidén:

e Estudiemos la continuidad de f en (0,0). Observemos que:

a) f(0,0) = 0 existe. Ahora probemos que

: lxly B
b) (x,yl)lggo,O)\/W = f(0,0) = 0.

x =71rcosf

Usando coordenada polares: ¢ ¥ =1 sen 6 tenemos que:

r2 = x2 + yz
|x|y _ |r cos@| r sen 0

—_— = lim

(xy)=(0,0) /42 4 y? (x,3)~(0,0) T

Ya que lirré r=0 yg(r,6) =|cosf|sinf es acotada. Asi, f es continua en
T

= lim|rcos@| senf =0
r—0

(0,0), mas aun es continua en R2.
e Calculemos las derivadas direccionales en el punto (0,0). Sea
v = (v, v,) un vector unitario,

Duf (0,0) = £ (0,0) = lim OO Cw2)) _ i [0 E20)

. [t vil t vy V1 Uy
= lim = = vy Uy,

t-0 tJtz(U%+U%) JU%HJ%
El cual existe para cualquier vector unitario v = (v, v,).
e Estudiemos la diferenciabilidad de f en el punto (0,0).

Calculemos el siguiente limite, donde h = (hy, h,) y xo = (0,0):

| hel hy
. f(hy, hy) = £(0,0) — (hy, hy) - (0,0) . Vhi +h3
IIIE 2 2 - h hhm 0,0 2 2
(h1,h2)—(0,0) Vhi+ hs (h1,h2)—(0,0) hi + h3
h, =rcos@
Usando coordenada polares: ¢ h, =7rsen6 tenemos que:
T‘Z = h12 + h22
| hyl Ry
VhE + hZ _ | he| hy ~ |rcosB|rsen8
1m py——— lim ~2 .7 | >
(hy,h2)—(0,0) h% + h% (hq,h2)—(0,0) hl + hz -0 r

= |cos 8| sen 6
Por lo tanto el limite no existe y la funcién no es diferenciable en (0,0).



Rubrica:

Capacidades

deseadas Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como No sabe cémo No plantea el | Plantea el criterio Plantea el
plantear el plantear el criterio de de continuidad, criterio de
criterio de criterio de continuidad, demuestra que el | continuidad y
continuidad en continuidad, no pero limite existe y es demuestra
un punto y calcula el limite, | demuestra que | igual a laimagen | que el limite
demostrar la no calcula las el limite existe | de la funcion en existey es
existencia del derivadas y esigual ala el punto dado. igual a la
limite. Sabe direccionales y imagen de la No considera un | imagen de la
calcular las no demuestra la funcion en el vector unitario funcion en el
derivadas no punto dado. pero calculalas | punto dado,
direccionales de diferenciabilidad Calcula sélo derivadas concluyendo
la funcién en un de la funcién en las derivadas direccionales de | que la funcién
punto. Sabe el punto indicado. parciales en la funcién en un es continua
demostrar la no lugar de las punto, sin en dicho
diferenciabilidad derivadas concluir que punto.
de la funcion en direccionales . todas éstas Calcula las
un punto. existen. derivadas

No sabe como
demostrar la
diferenciabilidad
onodela
funcién en el
punto dado.

direccionales
para cualquier
vector unitario
en el punto
dado, y
concluye que
todas éstas
existen.
Demuestra
que la funcién
no es
diferenciable
en el punto
dado.
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TEMA 2-2
Dada la siguiente funcion

(x+»xlylyl
flx,y) = | + Iy\l/_, si (x,¥) # (0,0)
0, si (x,y) =(0,0)
a) Demostrar que f es diferenciable en el punto (0,0).
b) Segun el resultado en (a), ¢ qué puede decir acerca de la continuidad de
la funcién en el punto (0,0)? Justifique su respuesta.

Solucién:
(a) Probemos que f es diferenciable en el punto (0,0).
h, =rcos@
usando coordenadas polares:{ h, =7sent _ Entonces,
r? = h,* + h,°

(hy + hy) Ry ||y ) (rcos@ + rsen 6) Ircosel( IrsenBI)

lim = lim
(h1h2)=(00) (|p, | 4 |hy| )y/h2 + h2 720 (lrcos@| + |rsen6]|) r
r2\r(cos 6 + sen 6) |cos | (w/ | sen HI)
= 1
o r2(|cos 8| + |sen 6])

Nétese que lim Vr = 0. Como (|cos 8] + |sen 8]) nunca se anulara pues cos 6
Y

y sen 8 no seran cero simultaneamente, tenemos que
(cosB+sen ) |cos 0| ( | sen 9|) < (lcos 8|+|sen O]) |cos 8| (1/ | sen HI)

|cos B|+|sen 0| - |cos @|+]|sen 8|

Por lo tanto,

<1

(Ry+h)lhq |y TRl —0
(hh2)>00) (1p, 41y [R3 403
Concluimos que f es diferenciable en el punto (0,0).
e (b) Segun el resultado en (a), podemos afirmar por teorema que la
funcién es continua en el punto (0,0). A continuacion, probaremos dicha
afirmacion, es decir,

lim  fry)= lim SN ey ¢

(x,y)—(0,0) (xy)=(0,00  Ix|+lyl
(x +y)|x|/ Iyl Y (rcos@ +rsenf) |rcosB|+|rsenb|
(x,y)lggo,o) lx| + |yl r50 |r cos 8| + |rsen 6|
_j 7241 (cos @ + sen 8) |cos 8| /|sen 6|
— 5 7 (|cos 8| + |sen 6])

(cosO+sen 8) |cos 8| ( | sen GI)

|cos 8|+]|sen 0|

Como lirI(l) rvr =0 vy < 1, tenemos que
Tr—

Cc+xlIvl _ 0
xy)=(0,0)  Ix|+lyl '

Por tanto, la funcion es continua en el punto (0,0).



Rubrica:

Capacidades

deseadas Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como El estudiante no El estudiante El estudiante El estudiante
plantear el sabe como plantea el limite | plantea el limite | plantea el limite
limite para plantear el para estudiar la | para estudiar la | para estudiar la
estudiar la limite para diferenciabilidad | diferenciabilidad | diferenciabilidad
diferenciabilidad estudiar la de la funcién en | de la funcién en | de la funcién en

de la funcién en
un punto y
prueba que
este limite es
cero.
Sabe identificar
el resultado del
teorema que
asocie la
diferenciabilidad
con la
continuidad de
la funcién, y
finaliza
probando la
continuidad de
la funcién en el
punto indicado,
usando el
criterio
correctamente.

diferenciabilidad un punto y un punto y un punto y
de la funcién en prueba que prueba que prueba que
un punto y por este limite es este limite es este limite es
ende no prueba | cero. Pero no cero. cero.
que da cero. sabe identificar Pero no sabe Identifica el
No sabe ningun identificar resultado del
identificar resultado que ningun teorema que
ningun asocie la resultado que asocie la
resultado que | diferenciabilidad asocie la diferenciabilidad
asocie la conla diferenciabilidad conla
diferenciabilidad | continuidad de conla continuidad de
con la la funcion. continuidad de la funcién, y
continuidad de la funcioén, sin finaliza
la funcion. embargo, probando la
prueba la continuidad de
continuidad de | la funcién en el
la funcioén en el | punto indicado,
punto indicado. usando el
criterio
correctamente.
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TEMA 2-3
Dada la siguiente funcion

x*24+2y, si x+y=0
fOoy) =1 x*y
x2 +y?’
a) Determinar los puntos de la frontera donde la funcion f es continua.
b) Hallar las derivadas parciales en el punto (0,0).
c) ¢Qué puede decir acerca de la diferenciabilidad de la funcion f en el
punto (0,0)?

si x+y<0

Solucidn:
e (a) Observemos que el dominio de definicién de la funcidn esta dado
por: D = D; U D,; donde
Di={(x,y) ER?| x+y=0} y D,={(x,y) ER? x+y <0}

Entonces, D, y D, comparten la misma frontera, es decir,

Fr(D,) = Fr(D;) ={(x,y) ER?| x +y =0} = {(x,y) € R?| y = —x}.
Para estudiar la continuidad de f, consideremos un punto en la frontera,
digamos (a, —a) y estudiemos los limites, supongamos:

CASO 1. a # 0. Calculamos los limites:

lim X, V) = lim x%2+2y)=a?-2a

(x,y)—(a,—a) fxy) (x,y)—>(a.—a)( Y)

(x,y)€ED; (x,y)€ED,

y 2
x2y a*(—a) -—a
li ,y) = lim = =
(x.y)g&,—a)f(x )= ey ota-a) x2 + y2 a?+a®* 2

(x,y)ED, (x,y)€D,

Entonces, para que f sea continua en (a, —a) se debe cumplir que

lim f(x,y)= lim f(x,y) = f(a,—a). Porun lado,
(x,y)—(a,—a) (x,y)—(a,—a)
(x'y)EDl (x'y)EDZ _
lim X, y) = lim x,y) = a?—2a=—
(x.y)—>(a,—a)f( y) (x,y)—>(a.—a)f( y) 2
(x,y)ED, (x,y)€D,

=2a’°-3a=0=a(2a-3)=0
Comoa # 0, tenemos que 2a—3 =0, asi a = g Ademas,

f(z_z) — (3)2 +2 (_ ;) = _73 Por lo tanto, f sea continua en G —E).

2 2
CASO 2. a = 0. Calculamos los limites:

= x“+2y)=0
e Bo 0/ Br9) = Jim o) (& +27) =
(x.y)€Dy (x,y)€Dy
y
i x’y . (rcos@)?rsinf
(xy)—>(0 O)f( Y) = (xy)—00) 12 + y? rod 12 B
(x.y)ED; (xy)€D;

usando coordenadas polares. Entonces, f sea continua en (0,0) ya que se
cumple que
fl,y) =

lim
(x, y)—>(0 0) ,y)—(0,0)
(x,¥)ED; (x y)ED,

fG,y) = f(0,0)=0



Asi, los puntos de la frontera donde la funcién f es continua son: G —%) y
(0,0).
e (b) Calculemos las derivadas parciales en el punto (0,0):

of S0 -f00 . f0)
t

a(0,0) = tlgr}) im

t—0 t
t,0 t>+0
lim ( )= lim = limt=0
t—o0t t t—ot t t—ot
= .0) t2.0 0
t, 2
tim 289 i P05 9
t—0~ t t—0~ t t—ot t
Asi, Z—i(0,0) = 0. Ahora,
0 0,t) — (0,0 0,t
O 00y — tim [ QOO _ . £(0.0
dy t—0 t t—0 t
o,t 0+ 2t
lim A ): lim = lim 2=2
t—o*t t t—ot t t—ot
= ©.6) 0%.t 0
,t 2
limf =lim0i=l'm—=0
t—0— t t—0~ t t—ot t
Como lim £ = 1im £%2 |3 derivada parcial a—f(O,O) no existe.
t—ot t t—0- t dy

e (c) La funcion no es diferenciable en (0,0) ya que la derivada parcial
of .
P (0,0) no existe.



Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
identifica la
frontera. Sabe
como plantear
el limite para
los puntos que
estan en dicha
frontera.
Sabe que para
que la funcién
sea continua
debe igualar los
limites
calculados en
cada recinto y
obtener los
puntos que
satisfagan el
criterio de
continuidad.
Sabe como
calcular las
derivadas
parciales.
Sabe que la
diferenciabilidad
de la funcién en
un punto
dependera de
la existencia o
no de las
derivadas
parciales en
dicho punto..

Desempeio
Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
El estudiante no | El estudiante El estudiante El estudiante
identifica la identifica la identifica la identifica la
frontera y no frontera. frontera. frontera.
sabe como Aplica el criterio | Aplica el criterio Aplica el
plantear el de continuidad | de continuidad criterio de
limite para los en los puntos en los puntos | continuidad en
puntos que frontera, y frontera, los puntos
estan en dicha plantea los plantea y frontera,
frontera. limites en cada calcula los planteay
No sabe cémo recinto, pero limites en cada calcula los
calcular los comete errores recinto, limites en
limites en cada | en los célculos igualandolos cada recinto,
recinto para y no obtiene para obtener los | igualandolos
igualarlos y todos los puntos donde f | para obtener
aplicar el puntos donde f es continua. todos los
criterio de es continua. Plantea las puntos donde f
continuidad. Plantea las derivadas es continua.
No sabe derivadas parciales segun Plantea las
calcular las parciales en el | los recintos que derivadas
derivadas punto, segun comparten la parciales
parciales y por | los recintos que | frontera, pero segun los

ende no realiza
el estudio de la

comparten la
frontera, pero

comete
pequefos

recintos que
comparten la

diferenciabilidad no logra errores, lo que | frontera, y las
qgue se basa en calcularlas. lo conduce a un calcula
la existencia o No sabe cédmo | estudio erréneo | correctamente.
no de dichas estudiar la dela Concluye que
derivadas diferenciabilidad | diferenciabilidad | la funcién no
parciales en el | de la funcién en | de la funcién en es
punto. un punto pues un punto. diferenciable
no pudo llegar a ya que una de
ver la existencia las derivadas
o no de las parciales no
derivadas existe.
parciales en
dicho punto.
0 1-10 11-18 19-25




TEMA 3-1

Seanw = f(x,y) deClase C®® , x =e’cost, y=e’sint.
Hallar:

a) —
b) &

C) —
Encontremos las derivadas parciales de primer y segundo orden

dax dx .
—=eScost, —=—eSsint

X y a—y=essin1:, g—tzescost
‘s/ \ t,/\é t

ds
ow aw 6x ow 0dy ow . ow
1 — = +— = =-¢eScost —+e’sint—
( ) as ax 65 dy 0s ox + dy

ow ow dx , Oow 6y
= 24 2 i
(2) 3t~ ox 3t T3y 3t —e® smt +e cost? 3y
Calculemos las parciales segundas de (1) y (2),conrespectoasyt

respectivamente, W,

92w d [ow ad
F_E(as) as[e cost—+e smt—]
a
=a—[escost—]+—[e smt—] X y
=eS cost—+e cost S" +es 51nt—y+e smt—s s t j t
dw, 8 ow, 0 ) ow
=e$ cost +e cost [ﬂ—x+ﬂ—y] +eSsint Y + x Y
dx dy O0s dy
awy a_y]
dy 0s

92
=e® COSt +€ cost [—8 cost +y—ae smt] +es 51nt—+

2
essint[—e cost +—e smt]
xay y
2 2 a*w
=eS cost +e Scos? t Y 4+ e2Scostsint 5
yx

. ow
+eSsint— +
ay

2 2
e Ssintcost—a + e25 sin? t—

2 . 9 2
=e® cos t + e?Scos? t ~ 4+ 2e%costsint— +eSsint—+ e2Ssin? t—,
dydx ay dy?
Por lo que
62W 2s 2s . aZW
3) 5 =¢€° cost +e cos t +Ze costsint
ds dyox

2
+essint—+ e?s sin? t—
ay dy?



TEMA 3-2

Sean fyg declase C?. Siz=xf(x+y)+yg(x+y)
Hallar:

d) Z—x
e)

2z
oy
f)

0%z

0x2

Sea u = x + y, calculemos las derivadas parciales de primer orden, tomando

ou ou
en cuenta que Pl 1, 3y = 1

g

.
y AN

oz 0 0
7 = 35 (f G +3) + 5 (vg(x +))

/C -n

4

=2 (xf (W) + = (ygw))

_ of (u) og(u)
=f(u)+ X—= + Y=o

= F) +xf' (W) 5 + yg' (W) o

=fu) +xf'(w) +yg'(u).
oz 9 0
i @(xf(x +y) + @(yg(x +))

=2 (xf @) + 5> (vg@)

f(w)
oy

d
+g(u)+y%“)

=X

=xf' @) 5+ g + 79’ @) 5

=xf'(w) + g + yg'(w)

Calculando las parciales de segundo orden se tiene que



0%z

2= 2 (fw) +xf' (W) + yg' W)
=2 (fw) +— (xf' W) + = (vg' W)
= f@) 2 + @) +x—=(f' W) +y—=(g' W)

=f) + @) +xf" W5 +yg" W)

=2f'"(w) + xf"(w) +yg" (W).



TEMA 3-3
Sean fyg declase C®. Siz= f(x +eY) + g(x—e?), probar que

,, 0%z 0%z 0z
y —_— =
dx? dy? dy

Solucion
Seau=x+eY y v=x-—e?, calculando las derivadas parciales se
tiene que =1, L=,y W_q, oy

q ax 7 a9y ax ay

f g

xu :
ANV

dz 0 of(w) dg(v) dfou dgov
ox =~ o W IW) =5 =t = ok T dvox
, 62_£ d_g_ P '
Asi, —=-—+—=f'wW+g )

9%z @ <aZ) 0 <df +dg) _f'w , 0g'w)

dx2  dx\dx) odx\du dv) = 0x 0x
" ou " av " "

=W+ g @)L= W + g ()

Por otro lado,

dz 0 of(w) dg(v) dfou dgav
o= (W +g) = =5 Lo = o
dy 0dy ady dy dudy dvady
Por tanto,
az_ Y ) o
ay—e f'(w) —e?g'(v)
0%z 0 (62) 0 ( df dg)
o ()= (e ey 2
dy? dy\dy/ 0dy du dv
(a5 @)
=—|eV—])——|eY—
dy du/ 0dy dv
_ ! " a_u_ l; _ 17 6_17
=efW+ef Wy —e?g W) —e’g" (W) 3
=e’f'(w +e¥f"(w) — e¥g'(w) + e g"(v).
Asi,

2y 0%z . 0%z

L Z e () + ") — (W + P W) — e?g'(v) +
e?g" )+ (e’f'(w) —e¥g'(v)) =0



Rubrica general:

El estudiante
debe estar en
la capacidad
de resolver
ejercicios
demostrativos,
de ecuaciones
diferenciales
parciales,
utilizando
regla de la
cadena.

Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
Realiza los Realiza los Realiza los Realiza los
cambios de | cambios de cambios de cambios de

variables variables variables variables
adecuados, y | adecuados, adecuados, adecuados,
plantea un plantea un plantea un plantea un
diagrama, diagrama diagrama diagrama
determinando | determinando las | determinando las | determinando
las variables | variables de cada | variables de cada | las variables de
de cada funcion, funcion, cada funcion,
funcion. Pero | encuentra las encuentra las encuentra las
no calcula derivadas derivadas derivadas
ningun parciales de parciales de parciales de
derivada primer orden de primer y segundo primer y
parcial, olo | forma correcta, orden de forma | segundo orden
hace de forma | tomando en correcta, solicitadas o
incorrecta. cuentas las cometiendo demuestrando
tecnicas de errores no la igualdad de
derivacion significativos, o la ecuacion.
correspondientes, | no demuestra la
entre ellas regla igualdad de la
de la cadena. ecuacion, o lo
Pero no calcula hace de forma
las derivas incorrecta
parciales de
segundo orden, o
lo hace de forma
incorrecta
0 1-10 11-18 19-20




TEMA 4-1
La elevacién de una montana sobre_. el ni_yel del mar para un punto (x,y) este

, -
< T &M

dada por la expresion 3000 &~ 7 T00T  con x, y en metros. El eje X positivo
apunta hacia el este y el eje Y positivo apunta hacia el norte. Una montanista
esta directamente ubicada sobre el punto (10,10). Si la montafista se mueve
hacia el noroeste, jascendera o descendera y con qué pendiente? Justifique su
procedimiento.

, . . . 1
La escaladora se esta moviendo en la direccion de u = (ﬁ) (-1,1)
Como la funcion es diferenciable pues sus derivadas parciales son continuas,

entonces f(x,y) = 3000e~(**+25%)/100 = 7 f(x ) = 30006 500" (-=.-%)
Entonces Vf(x,y) == —600e~3(1,2)
Entonces se mueve en una pendiente de
D,(10,10) = —600e~3(1,2) (%E) (-1,1) = (—=300v2)e~3 ~ —21.1229
Ella va a descender y la pendiente es de aproximadamente -21
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TEMA 4-2

Sean u=(3i-4j)/5 y v=(4i+3j)/5 y suponga que en algun punto P(x,y), Duf=-6

y Dvf=17

Determine

a) Vfen P(xy)
b) Note que en la parte a) del ejercicio IlVfIlI2=(Duf)>+(Dvf)? . Demuestre
que esta relacion siempre es valida si u y v son perpendiculares (ver

figura)

VienP

—»U

a) Duf =(3,-%) (fufy) = —6 asi 3f, — 4f, = =30

4 3

D,f = (5,5) (f f,) = 17 asi 4f, + 3f, = 85
Resolviendo el sistema tenemos f, =10, f =15

b)
2 2
(Duf)* + (D)% = (I7f @)l « [llull]cos @) + (I7f @)l « llull| cos B)
= IVf@)II? cos® a + |IVf (p)II? cos? B
= |Vf(P)|I*(cos? a + cos? B), pero, a + B = 90°
= I7f (P)II?|(cos? & + sen?a))|
=I7f @I
Rubrica
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TEMA 4-3

La temperatura T en grados Celsius en (X, y, z) esta dada por
donde las distancias estan en metros. Una abeja vuela

T(x,y,z) =

10
(x2+y2+2z2)

alejandose del punto mas caliente en el origen siguiendo una trayectoria t (en

segundos) es r(t) = t cos(t) T + t sen (mt)j + tk
Determine la razon de cambio de T respecto al punto que alcanza a la distancia
recorridaent=1.

VT (x,y,z) = <—(

10(2x)

10(2y)

r(t) = (tcosmt,tsenmt,t)

Luego VT(-1,0,1) = =5(-1,0,1)

r'(D

(-1,-m1)

IOl Vziae

Entonces

D,T(~1,0,1) = u,VT(-1,0,1) =

Rubrica:

) (x,y,2)

10(22) )

X2 _50),24_22)2'_(3(2 +y2+22)2_(x2 + Y2 + 22)2
__(x2+y2+z

- r(1)=(-101)

es el vector unitario tangente en (—1,0,1) .

~ —2.9026
Por lo tanto, la temperatura disminuye aproximadamente 2.9°C por
metro recorrido, cuando la abeja se encuentra en (-1,0,1).

(-1,-m1)(50,-5) 10
VZinz VZin?
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TEMA 5-1

Dada una curva C con vector posicion 7(t) = (sen(4t),cos(4t), 2t%) que
describe el movimiento de una hormiga en un tiempo dado t.

a) Halle el vector velocidad y el vector aceleracidon de la hormiga en el tiempo t
b) Halle la ecuacion de la recta tangente para t =1.

c) Determine el plano Normal en t =1

a) B(t) = 7' (t) = (4 cos(4t), —4 sen(4t),3t%) v a) =70

= (—16 sen( 4t), —16 cos(4t), zi\/f)

b)r(1) = (sen4,cos4,2) Como el vector velocidad en

V(1) = (4cos4,- 4sen4,3) es tangente a la curva descrita por r(t)en el
punto (sen4,cos4,2), las ecuaciones parameétricas de la recta tangente
son:

y=cos4— (4send)t , tER

{x =sen4 + (4cos4)t
z=2+3t

) 1
TG

c) ElvectorTesigualaT = (4 cos(4t), —4 sen( 4t),3t§)

Por lo tanto: EL vector normales T = %(4 cos4,—4sen4,3)

Asi, la ecuacién del plano normal es
(Scos 4)x — (gsenll)y +§Z = (gcos 4) sen4 — (gsenél) cos4 +§
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TEMA 5-2

x = sen(2t)
. sy t
Dada la curva C con ecuaciones parameétricas y=- ,t>0
z = cos(2t)

. . s 1
Determine las ecuacién del plano osculador en el punto P (1,;, 0).

Primero se determina el valor del parametro t, para el cual se obtiene el punto
1

P(1.3,0)
4

2t) =1 —1 = —t 2t) =0 t=—
= = = = =
sen( 2t) , y cos(2t)

C puede ser descrita por la funcién vectorial 7(t) = (sen( 2t),£, cos( 2t))
El vector tangente 7'(t) es:

7'(t) = (2 cos( 2t),%, —2 sen( 2t))
Su magnitud

' 1 1
7 ()] = \/4cos2(2t)+?+4sen2(2t) - 4+?
1
/4+ﬂi2
1

El vector tangente unitario en el punto P (1 " 0) es el vector

T =7=0z2)

4+
2

Asi T(t) = (2 cos(Zt),%,—Z sen(Zt))

El vector Tc(t)es X
T'(t) = == (—4sen(2t),0,—4cos(2t))

’4+11:2

Su magnitud es

. 1 4
IT" ()| = —1\/16sen2(2t) + 16c0s?(2t) = T
,’4 + F 4 + F
., T'(¢) ., 1
N(t) == es el vector N(t) = — (—4sen(2t),0, —4 cos( 2t))
HG] 4

— (TT
N (Z) = (=1,0,0)
El vector binormal

E(%) =T (%) x ﬁ(%) -1 - (o,%, —2) X (=1,0,0) = ———— - (o,z,%)
4+ 4+

Por lo tanto, el plano osculador esta dado por

1
(x—l,y—z,z)-(O,Zml) =0 & 2z4+4ny=nm
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TEMA 5-3

Dada la curva C descrita por r(t) = cos(rt) T+ sen (wt)] +tk; 0 <t < 2m,
determine los puntos de la curva donde el plano normal es ortogonal al plano

mx+z=-7

El vector tangente #'(t) ala curva C es:
7'(t) = (—sent,cost,1)

El plano normal es el plano cuyo vector normal tiene la direccion del
vector tangente.

Por otra parte, el vector normal del plano es = es n=(1,0,1).

Los dos planos seran ortogonales si sus vectores normales son
ortogonales, es decir, si:

7'(t)-n=0e (—sent,cost,1)-(1,01) =0 —sent+1 =0 sent
T

=1=>t=—-

2

Para hallar el punto de la curva, debemos hallar 7 G)

-> (T _ E

#(3) = (0L5)
Por lo tanto, en el punto Q (0,1, %)de la curva el plano normal a la curva
es ortogonal al plano dado.

Es decir
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TEMA 6-1
Parametrice la curva C de ecuacion (2y + x)? = —4y(2 —x) —4(x + 1)

2y +x)? =4y(2—x)-4(x+1)=> 4y? +4yx+x% =8y +4yx—dx—4 =
—=4y? +x? =—8y—dx—4=> 4)* +8y+x* +4x+4=0= 4(y2+2y+1)+x2+4x+4=4

a1 (cr 2 =4 (rap 5
Observe que se obtiene la ecuacién de una elipse, y
x+2
> =cost Yy y+l=sent

satisfacen la ecuacion:
2
x+2
(—)+(y+1)2 =cos’ t+sen’t=1

En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la curva C son:

x=-2+2cost, y=-l+sent con 0<t<2n
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TEMA 6-2

Sea R la region definida por R={(x,y) ER%*y=|x|+2;y<4—x"2},
determine una parametrizacion de la curva frontera dela region r en sentido
horario.

Una vez bosquejada la R en el plano se puede verificar que otra forma de
y=4—x?si —1<x<1
definirlaregion Res:{ y=x+2si0<x<1
y=—x+2s5i—-1<x<0
Parametrizando en el sentido indicado:
Ciry=4—x%-1<x<1-n{t)=(4-t?),-1<t<1
Crry=x+2si0<x<1-nw=0-u3-u),-1<u<l-
1<u+1<2-t=u+1 -»nrnt)=2-t4—-t),1<t<?2

C3:y=—x+2si —1<x<0- 1r3(s)=(-5,2+5),0<s<1-
2<s5s+2<3-t=s+2 -on(t)=2—-tt),2<t<3

Entonces una parametrizacion en el sentido indicado es:

(t,4—t?), —1<t<1
r®)={QR-t4—-t),1<t<2
2-tt),2<t<3

v

e | s
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