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FIRMA: NUMERO DE MATRICULA: PARALELO:

RESOLUCION Y CRITERIOS DE CALIFICACION

Tema 1 (6 Puntos: 1 punto cada literal)
Complete las siguientes frases.
A continuacidn, se presentan formas validas de completar las frases.

a) Una sucesion {b,,} se dice acotada superiormente si: 3P € Rvn € N tal que b, < P.
b) De acuerdo con el criterio de la integral, la serie 2;‘{;1% es divergente para cualquier valor p que se

encuentre en el intervalo: (0,1].

c) Sean ¢, > 0y a,, > 0 para todo nimero natural n. De acuerdo con el criterio de comparacién en el

o -1 1
limite, si lim & = ——y ¥'*_, a,, es convergente, entonces Y.°_, c,, €s convergente.
n—oo an 2019

d) Un ejemplo de una ecuacion diferencial homogénea de primer orden, es decir, una ecuacion de la forma

y' = f(y/x), que ademas no sea separable es y' = §+ 1.

e) Laecuacion diferencial ordinaria de laformay’ = f(2x — y + 3) se transforma en separable al realizar
el cambio de variable v = 2x — y + 3 (también es valido: v = 2x — y).

f) Una solucion para la ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden de coeficientes constantes
y" +vy = 0esy = cos(x) (también es valido: y = sen(x) 6 y = 0).

Desarrollo del literal f:

La solucién de la ecuacion y”' + y = 0 se plantea de la forma: y = e™. Asi, y' = re™ yy" = r2e™,

Sustituyendo dicha solucion en la ecuacion se tiene: r2e™ + e™ =0 »r2+1=0-r1, =

Entonces, tanto y; = e**cos(Ax) = cos(x) como y, = e**sen(Ax) = sen(x) son soluciones.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Tema 2

Literal a (4 Puntos)
Determine de ser posible el valor de suma de la serie ¥t %,(a,, — by,) tal que a,, =
Desarrollo:

Z (an - bn) = (; 7:1) =Y Zn 07—n

n2+45n+6 n= 0112+511+6

1
7 n’

y b, =

n2+5n+6

Realizando descomposicion en fracciones parciales para a,, se tiene que:

1 1 A B . o _
Zronie — inen — o T 1=An+3)+Bn+2) - Sin=-3:1=-B > B=-1
- Sin=-2:1=4

RN (L_L)_(l_l) (l_l) (L_L)
Asl, nZ On24snt+e  “M=0\n+2 n+3/” \2 3 + 3 4 Tt k+2  k+3 +

Sk
1 ’ 1 1
5 —— = lim (— — —) . Entonces esta serie es convergente y su valor de suma es =.
n4+5n+6 k—oo \2 k+3
p S —
Sk
Para la 2da serie se tiene que: Y% 07_n =yrs (1) (7) Dado que |r] =7 = 1, entonces la serie es

a T
. - 1 . . .
divergente. Por lo tanto, el valor de suma de la serie ¥} %, — Se simboliza por oo, pero se dice que su valor
de suma no existe.
Entonces, Y%, (a,, — by,) es la resta de una serie convergente con una serie divergente, lo cual da como
resultado una divergencia. Asi, el valor de suma de la serie Y. 2%, (a,, — b,,) se simboliza por —co, pero se
dice que su valor de suma no existe.

Literal b (4 Puntos)
Utilice el criterio del cociente para determinar si la serie Z+°°e— converge o diverge. Luego, usando el

resultado obtenido y el criterio del n-ésimo término para la divergencia determine el valor de lim — .

n—oo €
Desarrollo:

ent+1

Usando el criterio del cociente se tiene que: lim [ 2 | = lim —— =0<1.
no+oo \ £ n—+oo (n+1)

e
n
Entonces, ¥X5° % es convergente.
De acuerdo con el criterio del n-ésimo término para la divergencia:
n n
si 1% es convergente, lim & = 0.
n! n—oco n!

1 1
Por lo tanto, lim = = lim = = —— = 0.
nowem  pc & im &=
n! n-oon!

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 3 (10 Puntos)

a) Determine la serie de Maclaurin de g(x) = 7* y utilice el resultado para obtener la serie de Maclaurin
de h(x) = 7%°.

b) Halle el radio de convergencia de la serie obtenida para h(x).

¢) Halle una aproximacion para f1 7% dx, utilizando el polinomio de Maclaurin de grado 4 de h(x).
2n lnn(7)

d) Usando la derivada de la serie de Maclaurin de h(x), obtenga el valor de suma de la serie Y 7—,

Desarrollo del literal a:

(O
g ()xn
n!

(C) (

Se debe hallar la serie: g(x) = Y%, Z —

c)" talque c = 0,estoes: g(x) = Ymeo

Hallamos g™ (0) como sigue:

gxX) =7 > g')=7"InT) - g"() =7 In*(7) - g"'(x)=7"In*().
Entonces, g™ (x) = 7*In™(7) - g™ (0) = In™(7). .

Por lo tanto, g(x) = 7% = Z?{;Omnfn X, Asf, h(x) = 7% = Z?‘f:o%xzn-

Desarrollo del literal b:

. . . . In™(7
Si en la serie obtenida para h(x) se reemplaza a x por un nimero real tal que a, = an)xzn, entonces
usando el criterio del cociente absoluto se tiene:

™) ons2
(n+1)!
(7)), 2n
n!

= lim Mxz| = x2In(7) lim |$| =0<1.

n-oo l(n+1) n—co

an+1
an

= lim

n—oo

lim

n—oo

Entonces, la serie de h(x) converge para todos los reales y con ello el radio de convergenciaes R = oo.

Desarrollo del literal c:
El polinomio de Maclaurin de grado 4 de h(x) esta dado por:

P(x) = Z%zo—ln2$7)x2” =1+ x%In(7) + %x4ln2(7)

1,52 1 1 3 1 1
Jo 7 dx =~ | (1 + x%In(7) + 5x4ln2(7)) dx = [x + x?ln(7) + Ex5ln2(7)]0
Tox? g0~ 1 L2
Jo 77 dx = 1+ In(7) + - In*(7).

Desarrollo del literal d:

n n
h'(x) = Dx(7x2) =D, | Y=o %xzn - 2x(7x2)ln(7) = 21?:1%!(7)36211—1
constante para n=0

Evaluando en x = 1:

2n In™ (7) 2n ln™ (7) 2n ln™ (7)

14In(7) = ¥, > 14In(7) = 2In(7) + Y5z, -y, 12in(7)
n= 1 Valor de suma

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 4 (8 Puntos)

Considere la ecuacion diferencial ordinaria: 3xy?dy = (x3 + y3)dx

a) Determine si la ecuacion es de tipo exacta. Caso contrario, obtenga un factor integrante.

b) Explique por qué la ecuacion es de tipo Bernoulli y resuélvala con el procedimiento de este tipo de
ecuaciones.

Desarrollo del literal a:

Igualando la ecuacion a cero se tiene: (x3 + y3)dx — 3xy2dy =0.

Sean P(x,y) = x> +y* y Q(x,y) = —3xy?, entonces: (y'y) = 3y2 y 0@y

— 2
Yy =, =3y

op 8
Dado que % * £ , la ecuacion diferencial no es exacta.
Un factor integrante que dependa s6lo de x se busca con la expresion:

aP 9Q 6y2
F(x y) = ef (ay ax) x = ef—SxyZ ax = e_Zlnlxl = elnlxl_z = 1

2
Multiplicando la ecuacion por F(x, y), se tlene +y dx — 3y 2 dy = 0.

x3+y3 _ . (x.y) _ 3y? 9Q1(xy) _ 3y?
Sean P, (x, y) ==y QExy= _T’ entonces: 2159 — Loy A

Puesto que W = E , la ecuacion diferencial es exacta.

Desarrollo del literal b:
La ecuacion diferencial 3xy2dy = (x + y3)dx puede ser expresada de la siguiente forma:
3 3 -2 2
=T e
Por consiguiente, la ecuacion diferencial es de tipo Bernoulli debido a que se puede expresar de la forma
y' +px)y = g(x)y™ donde n € R.
Para resolver esta ecuacion de tipo Bernoulli procedemos como sigue.
Se multiplica la ecuacion por y~™, esto es, por y?:
2.0 _ 21 ox* 5 _ 1 _

Yy =YY=y Ty - y%y' }’—

El 2do término a la izquierda de la igualdad nos indica que el camblo de varlable arealizaresw = y3,

T aw d ) o - dy _1d
con lo cual se tiene: =~ = 3y? =X De aqui el Ler término de la ecuacion es: y? =% = ===

Sustituyendo en la ecuacion la nueva variable y lo deducido para el ler término se tiene:

x2

ldw 1 x2 aw 1 2. A P
-———w== - ———w = x*“: ecuacion lineal con incdgnita w.
3dx 3x 3 dx x

N

S(x)

El factor integrante de esta ecuacion lineal esta dado por:

R(x) = eJ Sdx — e~ J3dx — p-inlx| — plnlxl™ I71I
Considerando el factor integrante R(x) = 1 y multiplicandolo por la ecuacién diferencial se tiene:
1dw 1 d 1
———Sw=x o a(wx)—x - d( )—xdx - fd( ) [ xdx

1 x? x3
- W;=7+C,C€]R - w=7+cx,cER

3
Sustituyendo las variables originales (w = y?3) se tiene la solucién buscada: y3 = % +cx, ceR

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 5 (10 Puntos)

La “chinche amarilla” es un insecto que ataca los cultivos de cacao. Seglin pruebas experimentales se
ha podido comprobar que, la tasa de aumento del niamero de hectareas infectadas por la chinche con
respecto al tiempo es proporcional a la raiz cuadrada del nimero de hectareas no infectadas por dicho
insecto. Al momento de detectar la presencia de la chinche amarilla, en cierto cultivo de cacao de 70
hectareas, 6 hectareas estaban infectadas (t = 0). A los 2 dias de la deteccion, el nimero de hectareas
infectadas por el mencionado insecto era de 21. ;Cuantas hectareas del cultivo de cacao estaran
infectadas a los 6 dias de la deteccion? y ¢cuantos dias deberan transcurrir a partir de la deteccién para
gue todo este cultivo de cacao se encuentre infectado?

Desarrollo:

Sea Y (t): Numero de hectareas infectadas por la chinche amarilla en
un tiempo t.

El modelo matemaético estd dado por el problema de valor inicial (PV1): ; :
Y'(t) =a+J70-Y() ; Y(0)=6; Y(2) =21, p

tal que «a es una constante de proporcionalidad.

Resolviendo la ecuacion del PV, la cual se observa que es separable, se tiene que:
ay ay 1
E—(l 70—-Y - m—adt %fﬁdY—fadt - —2V70—-Y=at+C, CER

DebidoaqueY =6cuandot =0: —2v70—6 = a (0) + C y por lo tanto C = —16.
Asi, se obtiene: —2v70—-Y = at — 16

Ademés, dadoqueY =21 cuandot =2: —2v70 - 21 =a(2) —16 - —14=2a—-16 - a=1
Entonces se obtiene: —2vV70—-Y =t — 16

Alevaluarent =6: —2v70—Y =6—-16 - +70—-Y=5 - 70—-Y =25 — Y =45
Por lo tanto, a los 6 dias de la deteccién 45 hectareas del cultivo de cacao estaran infectadas.

ParaY = 70 setiene: —24/70—-70=t—16 » 0=t—16 - t=16

Por consiguiente, deben transcurrir 16 dias a partir de la deteccion de la presencia de la chinche amarilla
para que todo el cultivo se encuentre infectado.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 6 (8 Puntos)

2_
a) Halle el Wronskiano de la ecuacion diferencial (x? + 1)y”" — 2xy’ + %y = 0 en términos de

una constante real ¢, usando el teorema de Abel.

b) Verifique que al asignar el valor de ¢ = 1 al Wronskiano hallado en el literal a, se obtiene una
solucion de la misma ecuacion diferencial.

c) Halle una segunda solucion linealmente independiente a la obtenida en el literal b y luego la solucién
general de la ecuacidn diferencial.

Desarrollo del literal a:

2x 2(x%-1)
Y tame ) =
el teorema de Abel establece que para una constante real c:

La ecuacion expresada de forma canonica esta dada por: y'' —

Seap(x) = oD 2+ 5

W(x) = ce”IPIdx = ce™ T Z elnlx+1] = c(x?+1)

Desarrollo del literal b:
Para c = 1, el Wronskiano hallado en el literal anterior es igual a: W (x) = x? + 1.
Seay, =W(x) =x%+1,entoncesy; =2x y y; =
Reemplazando y; y sus derivadas en la ecuacion diferencial se tiene:
(x? +1)2—2x(2x)+ ( 2+1)=0 > (2x?2+2)—4x*2+(2x2-2)=0 - 0=0
Asi, y;(x) =x% +1es solumon de la ecuacién diferencial dada.

Desarrollo del literal c:
Usando la identidad de Abel, una solucion y, Iinealmente independiente a y; es igual a

2x
_ e_fp(x) dx _ 2 -/- x241
}{2 = ylf—(yl)z .dx = (x + 1)_[de = (.X + 1)f
Finalmente, la solucion general de la ecuacién diferencial es:
y(x) = ciy1(x) + cy2(x) 1, ER
y(x) = ¢, (x? + 1) + ¢, (x? + Darctan(x), ¢;,c; €R

(x%+1)
( 2+1)2

dx = (x? + 1)arctan(x)

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 1 (para cada literal)

Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar
Completar Inicial Excelencia
conceptos de | Deja el espacio vacio o completa de forma | Completa de forma correcta los conceptos o
cada uno de incorrecta. proporciona ejemplos validos, segun
los capitulos corresponda (se debe presentar una deduccion
del primer de la respuesta donde el profesor considere
parcial, asi necesario).
como
proporcionar
ejemplos de
éstos.
Puntaje 0

Tema 2 (literal a)

telescdpicas y

ninguna de las

como geométrica y

como geométrica

Capacidades Nivel de aprendizaje

a evaluar
Calcular Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
valores de Aplica propiedad | Aplica propiedad de Aplica propiedad de Aplica propiedad de
suma de de linealidad, linealidad, identifica linealidad, identifica linealidad, identifica
series pero no analiza | las series obtenidas las series obtenidas las series obtenidas

como geometrica

geométricas, | dos series telescopica, halla'y telescopica, hallay telescopica, hallay

asi como obtenidas. concluye acerca del concluye acerca del concluye acerca del

identificar si valor de suma de s6lo | valor de suma de cada | valor de suma de

éstas una de ellas, pero no una de ellas, pero no cada una de ellas y

convergen o halla ni concluye concluye acerca del concluye acerca del

divergen. acerca del valor de valor de suma que se valor de suma que

suma de la otra serie. pide. se pide.
Puntaje [0,1] (1,2] (2,3] (3,4]
Tema 2 (literal b)
Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar

Aplicar el Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia

criterio del Plantea el Aplicando el criterio | Aplicando el criterio del | Aplicando el criterio

cociente y del | criterio del del cociente cociente determina que del cociente determina

n-ésimo cociente, determina que la la serie es convergente y | que la serie es

término para | pero no serie es convergente, concluye que lim e _0 convergenr'fe, concluye

la obtiene el pero no concluye _noeon que lim < = 0 usando

divergencia. | valor del que lim e _ 0 gs_ando ,el criterio del n- n—co n! -
respectivo noconl ésimo término para la el criterio del n-ésimo
limite de este | Usando el criterio divergencia, pero no término para la
criterio. del n-ésimo determina el valor del divergencia y determina

término para la limite que se pide. el valor del limite que
divergencia. se pide.
Puntaje [0,1] (1,2] (2,3] (3,4]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Tema 3

Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar

Calcular Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
integrales (i) Determina la serie (i) Determina la Determina la serie de Determina la serie
definidas de Maclaurin de g(x) | serie de Maclaurin | Maclaurin de g(x) y de Maclaurin
usando del literal a 'y (ii) de g(x) y h(x) h(x) del literal a, de g(x) y h(x)
polinomios plantea un criterio del literal a y (ii) usando un criterio del literal a,
de Taylory adecuado (como el usando un criterio | adecuado (como el usando un criterio
calcular criterio del cociente adecuado (como criterio del cociente adecuado (como
valores de absoluto) para hallar el | el criterio del absoluto) halla el radio | el criterio del
suma de radio de convergencia | cociente absoluto) | de convergencia del cociente absoluto)
series de del literal b, pero no halla el radio de literal b, plantea el halla el radio de
potencias halla la serie de convergencia del | polinomio de Maclaurin | convergencia del
usando series | Maclaurin de h(x) del | literal b, perono | de grado 4 en el literal ¢ | literal b, halla la
de Taylor. literal a, ni halla el halla la y deriva la serie de aproximacioén que

radio de convergencia | aproximacion que | h(x) en el literal d se pide en el

que se pide en el literal | se pide en el pero no halla la literal c y halla el

b, ni halla lo que se literal ¢ ni el valor | aproximacion de la valor de suma que

pide en los literales c y | de suma del literal | integral en el literal d ni | se pide en el

d. d. halla el valor de suma literal d.

del literal d.
Puntaje (i): [0, 1] @i):(1,3]
(i): [0, 1] @i): (1, 3]
Total: [0, 2] Total: (2, 6] (6,8] (8,10]
Tema 4 (literal a)

Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar
Determinar el Inicial Desarrollado Excelencia

factor
integrante de
ecuaciones
diferenciales
ordinarias de

Determina que la
ecuacion no es de tipo
exacta pero no plantea
una expresion para hallar
un factor integrante.

Determina que la ecuacion
no es de tipo exacta y

plantea una expresién para
hallar un factor integrante,
pero no halla dicho factor

Determina que la ecuacion no es
de tipo exacta, plantea una
expresion para hallar un factor
integrante y halla dicho factor.

ler orden no integrante.

exactas.

Puntaje [0,1] (1,2] (2,3]

Tema 4 (literal b)
Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar

Resolver Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia

ecuaciones Explica por Explica por qué la Explica por qué la Explica por qué la

diferenciales | qué la ecuacion es de tipo ecuacion es de tipo ecuacion es de tipo

ordinarias de | ecuacion es Bernoulli y plantea un | Bernoulli, plantea un Bernoulli, plantea un

ler ordende | de tipo cambio de variable cambio de variable para | cambio de variable para

tipo Bernoulli, para transformarla en | transformarla en una transformarla en una

Bernoulli. pero no una ecuacion lineal ecuacion lineal y ecuacion lineal,
resuelve la pero no transforma la | resuelve dicha ecuacion | resuelve dicha ecuacion
ecuacion ecuacion en lineal y lineal pero no aplicael | lineal y aplica el
usando el por lo tanto no cambio de variable para | cambio de variable para
procedimiento | resuelve la ecuacion regresar a las variables | regresar a las variables
para este tipo | usando el originales y por lo tanto | originales y asi obtener
de procedimiento para no obtiene la solucién la solucion de la
ecuaciones. este tipo de de la ecuacion de tipo ecuacion de tipo

ecuaciones. Bernoulli. Bernoulli.
Puntaje [0,1] (1,2] (2,4] (4,5]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Temab

Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar
Determinar e Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
interpretar Define y Define y describe la | Define y describe la Define y describe la
soluciones describe la funcidn incognita funcidn incognita del funcion incognita del
para funcion del problema, problema, plantea el problema, plantea el
problemas de | incognita del | plantea el modelo modelo matematico que modelo matematico que
aplicacion problema, matematico que describe el problema, describe el problema,
modelados pero no describe el problema | resuelve la ecuacion resuelve la ecuacion
con plantea el y resuelve la diferencial del modelo, diferencial del modelo,
problemas de | modelo ecuacion diferencial | halla la constante de halla la constante de
valor inicial matematico del modelo, pero no | integracion ni la de integracion ni la de
asociados a que describe | halla la constante de | proporcionalidad, pero no | proporcionalidad y
ecuaciones el problema. | integracion nilade | halla el nimero de halla tanto el nimero
diferenciales proporcionalidad. hectareas ni el tiempo que | de hectareas asi como
de ler orden. se pide. el tiempo que se pide.
Puntaje [0,1] (1,6] (6, 8] (8,10]
Tema6
Capacidades Nivel de aprendizaje
a evaluar
Hallar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucioén Plantea la Halla el Halla el Wronskiano en Halla el Wronskiano en
general de expresion Wronskiano en términos de una constante | términos de una constante
una ecuacion | para hallar el | términos de una real ¢ de acuerdo con el real ¢ de acuerdo con el
diferencial Wronskiano | constante real ¢ de | teorema de Abel en el teorema de Abel en el
ordinaria de en términos | acuerdo con el literal a y verifica que al literal a, verifica que al
2do orden a de una teorema de Abel asignar ¢ = 1 se obtiene asignar ¢ = 1 se obtiene
partir de constante en el literal a, una solucion para la una solucién para la misma
datos real ¢ de pero no verifica misma ecuacion ecuacion diferencial en el
relacionados | acuerdo con | que al asignar diferencial en el literal b, | literal b y halla tanto una
al el teorema ¢ = 1 se obtiene pero no halla una solucion linealmente
Wronskiano de Abel en una solucion para | solucién linealmente independiente a la obtenida
de la misma el literal a, la misma ecuacion | independiente a la en el literal b asi como la
ecuacion. pero no diferencial en el obtenida en el literal b ni solucion general de la
halla el literal b. la solucion general de la ecuacion diferencial.
Wronskiano. ecuacion diferencial.
Puntaje [0,1] (1,3] (3, 6] (6,8]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




