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Y0, e ettt e st she b eheeheeaeshesheeateaeaat et et et st et s et s et e ebbebbebbebben bbb ebberberaeraas al  firmar este
compromiso, reconozco que el presente examen estd disefiado para ser resuelto de manera individual, que NO
puedo usar calculadora; que solo puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcién del examen;
y, cualquier instrumento de comunicacidn que hubiere traido, debo apagarlo y depositarlo en la parte anterior
del aula, junto con algun otro material que se encuentre acompafidandolo. No debo, ademas, consultar libros,
notas, ni apuntes adicionales a las que se entreguen en esta evaluacion. Los temas debo desarrollarlos de
manera ordenada.
Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptar la declaracion anterior.
"Como estudiante de ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no
copio ni dejo copiar".

FIRMA: NUMERO DE MATRICULA: PARALELO:

PRIMER TEMA (10 puntos)
Conociendo que la ecuacién In z + x> — y + z — 1 = 0 define a z como funcién implicita de x e
0z 0z 9%z

tenga:— ; — ; ——
Y, obtenga ax ' dy ' oxay

~y v 3 ~ U " ' P .
Sila ecuacion Inz +x~ —y — z — 1 = 0. define a z como funcidn implicita de x e y. derivando
respecto de 1 ze obtiene

l 9z + 0z 0
— — —— -‘l:' i
z dr dz
0z 2z
de donde — = —- .
dx 1+ =
Derivando la ecuacién inicial respecto de i conseguimos
1 9z oz
- ——1+==0 (*)
z dy y
dz z
v por tanto, — = ——.
Y'P oy |+ 2

1 oz Oz 1 4'-"2: r-f’ 0
22 Or dy z Oxdy  Oxdy
) . . . ‘ d: Iz )
v teniendo en cuenta la anteriores valores obtenidos de la derivadas parciales 3o ¥ 3 se consigue
dx * Ay
la igualdad
2a 1 &= &z i
=+ . < e = ()
(1+z) =z Ozxdy Jxdy
9
0°z 22z
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Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante
sabe cémo
obtener
derivadas
parciales de
primery
segundo orden
a partir de una
funcién implicita

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

No interpreta
la forma

implicita de la
funciény por

Interpreta la
forma implicita
de la funcién,
pero solo puede

Interpreta la forma
implicita de la
funcién, pero solo
puede obtener

Interpreta la forma
implicita de la
funcién, obteniendo
correctamente las

lo tanto no obtener correctamente dos tres derivadas
desarrolla correctamente de las tres derivadas | parciales solicitadas.
proceso de una de las tres parciales solicitadas.
derivacion derivadas
alguno. parciales
solicitadas.
0 1-4 5-9 10
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SEGUNDO TEMA (15 puntos)

Utilizando multiplicadores de Lagrange demuestre que el paralelepipedo de mayor volumen que se
puede inscribir en una esfera de radio r (x? + y% + z% = r?), es un cubo.

Nota: Utilice como funciéon volumen del paralelepipedo V(x,y,z) = xyz

Con las consideraciones anteriores el problema anterior se puede escribir como:

max — f(x)
Ir .";: A I~ ] ¢ g1 1X)

con r € R fijo. Escribimos la funcién lagrangeana:

[ \ \ ) ) 2\
[_ \ 1.X.A LY \ (1 Y |
Calculamos todas las derivadas Il'll"‘i.l:"ﬂ:
ac .
E— J ;)_,"|_' ”
."IV!--
ac .
— rz + 2\y =0
v"."y
arc ‘
Ly + 2Az ()

— I - 1"- - | - ]
9\
Resolviendo:
/) z 1
I T = ATET
) 9\ 9\
I r Iy
/] I —
' 20 202\
Ly "‘ly Uz
2A 222\

De la primera ecuacion, asumiendo que = # 0 (no tiene sentido este caso),

. )
Analogamente para la segunda y la tercera:
1 9 )
A° /-

Es decir, sin determinar podemos concluir inmediatamente que dado que tanto x como y y
tienen que ser positivos:

L) 0 )

son las dimensiones buscadas, lo cual corresponde especificamente a un cubo y se demuestra as

:*I ;n-xhllw, .
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Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante
sabe cémo
aplicar
multiplicadores

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

No interpreta
la aplicacién y

de Lagrange por lo tanto
no puede
para resolver un "
. definir la
ejercicio de 2
., funcién
optimizacién de .
., objetivo, la
una funcién de .
) restriccion ni
tres variables L,
la funcidn
conuna L .
N agrangiana.
restriccion. grang

Define la
funcién
objetivo, la
restricciény la
funcién
Lagrangiana,
pero comete
errores al
obtener sus
derivadas
parciales

( 1punto por
cada una de las
4 derivadas)

Define la funcién
objetivo, la
restriccion, la funcién
Lagrangiana y sus
derivadas parciales,
pero comete errores
en el procedimiento
algebraico que le
impide obtener que
las tres medidas son
iguales.

Define la funcién
objetivo, la
restriccion, la funcién
Lagrangiana y sus
derivadas parciales,
desarrolla
correctamente la
parte algebraica para
obtener que las tres
medidas son iguales
y por lo tanto
corresponde a un
cubo.

1-7

8-14

15

TERCER TEMA (20 puntos)

Sea la curva en el plano formada por el arco de parabola y = x%; 1 < x < 3y el segmento que une
a los puntos (3,1) y (1,1) recorrida en sentido antihorario., utilizando el Teorema de Green, calcule

la integral:

fC(x

Sean las componentes del campo M(x, y) =

2

)

ON 0

Ademas — =

Oox 5

2x% +1

2
zz_iyéM_ﬁx y 1

x’ oy

) dx + (in_l) dy

2y Ny)=
X

- oyl x° x’

Luego por el teorema de Green, considerando la curva en sentido antihorario

2x* -1
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2x* -1

X

Donde D es la region encerrada por la curva

dy = j j 2dA =2 Area(D)
D

ComoD: 1<x<3, (x — 2)2 <y< 1 laintegral resulta ser:

27 [ e dydx =2[f7 ylt, | dx =271 - @ = 2»dx| = 2| dx -

INCE Z)de] =2 [2 - %] —

8

3

Rubrica
Capacidades o
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe cémo - _ -
. No sabe Interpreta un Relaciona con el Aplica la férmula
interpretary ) =
aplicar el cémo dominioy lo teorema de Green | del teoremay
relacionar e | representa definiendo el determina que es
teorema de y ' al doble del
interpretar raficamente campo e igual al doble de
Green para P ) g ) Y ) P g
. el domino parametriza la interpretando las | dreay calcula el
calculo de i i )
curva, pero no derivadas drea e interpreta

integrales de
linea.

relaciona la
integral a resolver
con el teorema de
Green.

parciales con el
teorema de Green
o intenta resolver
sin usar el

el resultado
correctamente o
llega al resultado
resolviendo la

teorema, pero integral sin
comete errores utilizar el
en el teorema de
procedimiento. Green

0 1-8 9-12 12-20
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CUARTO TEMA (20 puntos)
Determine el drea de la porcién de la superficie de la semiesfera x> + y? + z? = 4a® (z > 0) que
es interior al cilindro x? + y* — 2ax = 0.

semiesfera x2+y2+z2=4 dentro del cilindro x2+y2-2x=0

Teniendo en cuenta que el punto genérico (a:, y,z) estd sobre la esfera, debera verificar su

ecuacion, es decir z = +\/4a-2 —(2* +y*) (recordemos z=0), luego,

2 2

as=1+£2+5 = 1+ - 7 =.
\/4av2

—(2® + +\/42_ 2, .2
v) a”—(@" +y)

2a 2adzdy
= = = = Area= f f - -
Via' —(@* + ) 5 \4a’ - (@* + )

D es el dominio, en el plano XOY, limitado
por la circunferencia de la figura, cuya

D ecuacion se puede expresar como
® R m2+y2—2am:0,
(a.0) o bien

(z—a) +4* =a®

Podemos usar simetrias, ya que al cambiar y por -y no cambia la ecuacion de la frontera del
adxdy
NI
siendo D; el semicirculo superior limitado por la circunferencia o' +y* —2ax =0 y el eje

OX.

dominio ni la funcién subintegral, luego podemos escribir Area= 4ff
D‘.
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Podemos usar simetrias, ya que al cambiar y por -y no cambia la ecuacién de la frontera del

i . N dzd
dominio ni la funcion subintegral, luego podemos escribir Area= 4ff\j = — ,
D 14a”

— (2" + %)
siendo D; el semicirculo superior limitado por la circunferencia 2 +y' —2ax =0 y el eje
OX.

T Hacemos el cambio a coordenadas polares:
z = rcosé
D, y =rsend
(2.0) dedy = M drd6 = rdrdd
° ) o(r.0)

En coordenadas polares, la ecuacion de la circunferencia que limita el dominio D’ se
convierteen r = 2acos @ , luego

Area=da [ _rdrdd  _ 4 IN a6 [ cee__rdr
=4a = 4a )
L !402—7”2 0 0 ’40‘2_7‘2

Y resolviendo queda

2zc0s8 r.dr - 5 2acoed — — - .
f —:[— 4a° —r° = +/4a° (1—\)1—005‘9):2a(1—sen9)
2 2 \ J \ /
0 4a° —r° 0 \ /
Rubrica
Capacidades o
Desempeifio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe cémo - -
. No sabe Interpreta bien el | Interpreta bien el Desarrolla
calcular el area ) _ _ -
- cdmo escenario escenario solicitado, | correctamente
de la superficie _ A _ )
- relacionar e | solicitado, obtiene el dS el bosquejo, el
originadaporla | . ) ) )
. . interpretar | obtiene el dS requerido, establece | dS, el integral
interseccion de ) ) ) )
. el domino ni | requeridoy correctamente la de drea,
dos superficies ) ) )
on R3 puede establece integral doble simetrias,
obtener el correctamente la | respectiva, aplicalas | cambio a
ds integral doble simetrias presentes coordenadas
requerido respectiva, pero en el ejercicio, pero polaresy llega
comete errores al | comete errores ene |l | ala respuesta
interpretar las proceso de correcta o
simetrias integracion ya sea en | comete pocos
presentes en el polares o en errores en la
ejercicio. rectangulares. integracion.
0 1-8 9-17 18-20
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QUINTO TEMA (15 puntos)
Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas:
F(x,y,2) = (6xy — 422 cos x,2e* + 3x2,2ye? — 8z senx) , al mover una particula a
lo largo de la hélice circular 7(t) = sen (mt)i + cos (Ttt); +(2t+1) k,o<t< 1/2.
Como V X (6zy — 42° cosz_2¢* + 3x® 2ye* — 8z3inz) = § sobre R®, el campo
es conservativo.

af

— =bry—42cosz = f(z,y)= X’y -4 sinz + g(y.2)

oz
-\: F .,\
=,C_J=ol_@=~2___o‘: é=')e- - alu.z)=2ue* ~hiz
A = 2¢" , 2 gly.z)=2y 2
4 oy J
Asi, f(z,y,2) = 3’y — 42% sinz +2ye* + h(2) y ahora
d .
,—f=-b:‘.=lnl‘—2y€‘—-f' (2)= =8zsinz +2ye*=>h'(2)=0yh(z)=0

Ahora, como 7(0) = (0,1,1) y 7(1/2) = (1,0,2) se concluye que

W = / F.dF=§(1,0,2) - £(0,1,1
C
= —16sinl-2¢
Rubrica
Capacidades .
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe cémo
. No Calcula el Calcula el Calcula el
determinar la _ _ _ _
. interpreta el | rotacional del rotacional del rotacional del
cantidad de o al al al
. ejercicio campo vectorial | campo vectoria campo vectoria
trabajo que le J P | FI) Y FI) Y
como concluye que concluye que es concluye que es
toma aun e Y Y q. Y q Y q
. aplicaciéon es conservativo, | conservativo, conservativo,
campo vectorial ) .. ) ..
de una pero comete obtiene la funcién | obtiene la funcién
trasladar una Id : | |
, integral de errores en la otencial, pero otencia
particula a lo ) 8 X P ' P P _ ¥
lineadeun | busquedadela | comete errores obtiene el valor de
largo de una - - _ ]
. campo funcién en el calculode la | laintegral de linea
trayectoria. _ _ _ ] o
vectorial. potencial. integral de linea sin importar el
sin importar el método que realice
método que 0 comete errores
realice. en el proceso.
0 1-7 8-15 16-20
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SEXTO TEMA (20 puntos)
;Yx J’
0,0
Dada la funcién f(x, y) = x2+y2 ’ (x y) * ( )
0, (xy)=1(00)

a) Determine la continuidad de la funcidén en el punto (0,0)

d i)
b) Estudie la continuidad de las derivadas parciales a—i Yy a—f’ en el origen.

c) ¢éDe los resultados obtenidos puede deducirse la diferenciabilidad de la funcién f(x,y) en
el origen?

a)
-f(0.0)=0
. {x-pcow: . s . .
2 3 y=psené | 3 L W B |
, VW —y , senfcos™ @ sen’@
2—- Iim f(x.y)= Ilim —/——— = lim P - d =
(x.5)=(0.0) (x.3)=(0.0) x~ + 1 (x.3)—(0.0) p"

P (cos’ Bsenb —sen’d)
= lim - 5 -= lim p(cos 6 —sen 9]59719—
(x.3)-(0.0) P (x.3)—=(0.0)

= Ilim pcos2Bsenfd =0
(x.5)—(0.0)

3.-f(0.0)= lzm f(x,»)

—(0.0)

Luego f{x,y) es continua en (0.0).

b) 1.- Analicemos la continuidad de la derivada parcial con respecto a x. en el origen

[ 0

=0
(0.0 7.0)— £(0.0 3
F0.0) _ ., 000 . w .. 9 o
81- h—0 h a—0 h h—0 h
o (xy) 20(F+3)=(x=3)2x 4
x (1‘3 +3° )- ( x*+y° )'

entonces podemos escribir,

af 4x—13 (x.»)=(0.0)
(x +y7)

0 (x.»)=(0.0)
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analicemos su continuidad en el onigen.

4 3
40 cosOsen’6 _ 4 s bsen’d

af (0,
ox
y tm TV, -
(x.5)—(0.0) ox (x.,x"n—»(0.0)(xz +}'2 )- p—0 0o
of (x.y . of (x.y .
luego iim M no existe, de lo que se deduce que M no es continua en
(x.3)>0.0) ox ox
(0,0).
11.- Analicemos la continuidad de la derivada parcial con respecto a y. en el origen:
r _k3
- ——-0 3
0.0 0.k)— (0.0 2 -
SO0, LOK)=SOO o B =k
) cy E—=0 k =0 k h=0 7
Fry) (Fo37)(2+9) -2 -2 oyt oany’
Z (4] (¥ +2)
resulta que,
4_ 4 422
g | (n)=(0.0)
—_= (r' + _\.v' )
-1 (x.3)=(0.0)

analicemos su continuidad en el origen.

4 4 4 4 4 2 2
, P cos @—psen’@—4p cos Bsen @
im =

&£ (0.0
2200
ay
s 4_ _'4___ 2 ,2
by fim TV g Xy Ay, 8
(x.5)=(0.0) ox (x.3)—={0.0) (xz +1’J) p—0 o

=cos’ 8 —sen*6 —4cos’ Gsen’d
() o (x.y) |
luego lim —————— no existe. de lo que se deduce que ——— no es continua en
(x.3)—(0.0) 6)' &v
Por tanto. de los resultados obtenidos no puede deducirse la diferenciabilidad de

(0,0).
fix,y) en el origen. (ninguna de las parciales es continua en el origen).
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Rubrica
Capacidades -
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe cémo - - -
. No sabe Determina Determina Determina
determinar )
- cémo correctamente la | correctamentela | correctamente la
continuidad de - - -
.y establecer continuidad de la | continuidad de la | continuidad de la
una funciény de y - -
. la funcién en el funcién en el funcién en el
sus derivadas o _ _ ) _ )
. continuidad | origen, pero origen, obtiene origen, obtiene
parciales en un i i
, dela comete errores las derivadas las derivadas
punto, asi como . » ) )
funcién en en la obtencién parciales, pero parciales,
establecer _ _ i
- el origen o de las derivadas comete errores determina su
condiciones de ) Co o
. o comete parciales. en el analisis de continuidad en el
diferenciabilidad. o _
errores en su continuidad en | origeny
el calculo el origen. establece la no
del limite diferenciabilidad
respectivo. de la funcién en
el origen o
comete errores
en su conclusion.
0-4 5-10 11-15 16-20




