CALCULO VECTORIAL

PRIMERA EVALUACION — SOLUCION Y RUBRICA

PRIMER TEMA (21 puntos)

PAO2 - 2022

1.b) Dadas las funciones f(x,y) = /1+ x2 +y% y g(x,y) = x* — y?, entonces los valores
reales de a y b que provocan que las curvas de nivel S,(f) y S,(g) sean ortogonales son

a>0yb=0

Solucion: La proposicion es FALSA.

Sia= % :S%(f) = {(x,y) € dom(f): % =J1+x%+ yz}. Note que:

1

1 3
—=./1 2 2 ——1= 2 2 T — 42 2
> V1+x2+y =>4 x“+ys = 2 x“+y

y por tanto S1(f) = @, con lo cual no se puede establecer ortogonalidad entre
2

curvas dado que no hay curva.

Rubrica:

Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante
domina la
definicion de
curvas de nivel
y el concepto
de
ortogonalidad
entre curvas.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

No conoce la
definicién de
curva de nivel y
solo posee
ideas vagas de
como proceder
sin escribir algo
completamente

Escribe la
condicién de
ortogonalidad
con los vectores
gradientes, pero
no hace algo con
ello o escribe la
definicion de

Prueba que
existe
ortogonalidad
pero sin
concluir para
que valores de
aybocurreo
se percata que

Presenta una
justificacion
adecuada de que
la ortogonalidad
no se da para los
a>0, ya sea usando
el producto punto
entre gradientes o

correcto. curva de nivel hay conjuntos la definicion de
sin concluir. de nivel de f conjunto de nivel
para a>0 que con su conclusion
son vacios pero | respectiva.
no concluye.
0-1 2-3 4-6 7
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1.b) Si dos caras de un cubo se encuentranenlosplanos 3x —y+2z=5y 3x—y+2z=

2V14
7, entonces el volumen del cubo es T ud

Solucion: La proposicion es VERDADERA.

o Llamemosm:3x —y+2z2—5=0ym;:3x—y+2z2—-7=0.

e Sidos caras de un cubo se encuentran en dos planos paralelos, la arista a del cubo debe
ser necesariamente la distancia entre ambos planos. Esta distancia es ademas la
distancia de un punto de uno de los planos al otro, en este caso tomaremos el punto P
con coordenadas (xg, Vo, 2Zp) = (1,0,1) € m; y calcularemos su distancia al plano
my:ax +by+c+d=0cona=3,b=-1,c=2,d=—7 mediante la formula:

_laxg+bys +ezo+d| _|M+ (DO +@M+ (DI _ 2 V14

@ = der, V& + b2+ c? JBZ + (D2 + (2)2 viz 7
e Luego, el volumen del cubo es:
(VIR (VID'WIH VI 2VTE
rees (7) TTorm o w9 "
Rubrica:
Capacidades N
deseadas Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe aplicar No puede Interpreta Una vez Calculado el
conceptos de establecer que correctamente la | obtenida la volumen del cubo
geometria silas 2 caras del | distancia entre distancia que | reconoce la
analitica cubo estan en planos como la es la longitud | necesidad de
tridimensional planos medida del lado | del lado del racionalizar la
para obtener el | paralelos, la del cubovy la cubo, respuesta,
volumen de un | medida del lado | expresa, luego procede a concluyendo que la
cubo. del cubo es la reemplaza el calcular el expresion es
distancia entre punto vy los volumen del | verdadera.
los planos. coeficientes del cubo.
plano y calcula la
distancia.
0-1 2-3 4-6 7
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2 = x? + xy?z define a z implicitamente como una funcién de x y y,
dz 3
entonces —— (1,1,2) = 2

1.c) La ecuacion z

Solucion: La proposicion es FALSA.

e SeaF(x,y,z) = x%+ xy?z — z2. Podemos calcular la derivada parcial requerida como

sigue:
0z E, 2x + y%z
ax E,  xy?-2z
0z 200+ (D22 4
axM =T mar -2 3
Rubrica:
Capacidades .
deseadas Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No sabe como Interpreta bien la | Resuelve para | Evalla en el punto
implicitamente | plantear la derivacion la derivada dado la derivada
una funcion que | derivacién implicita y parcial parcial solicitada,
representa un implicita procede con la solicitada concluyendo que
lugar solicitada. aplicacion de la despejando la expresion es
geomeétrico en regladela correctamente | falsa.
R3y evaluarla potenciay ladel | delaexpesién
en un punto producto. anterior.
dado. 0-1 2-3 4-6 7
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SEGUNDO TEMA (24 puntos)
x (1—cos y) {/x2+y?
Dada la funcién @(x,y) = Tty , (%) #(0,0)
0 , (x,¥y)=1(0,0)

a) Calcule la derivada direccional de @(x,y), en el origen, para una direccion cualquiera
(15 puntos).
b) Es diferenciable @(x,y) en el origen? Justifique su respuesta (9 puntos).

Solucidon:

a) Sea 1 = (cos#,sinf) el vector unitario en una direccién arbitraria. Por definicién, la derivada
direccional de ¢ en (0,0) es, para sin 8, cos f # 0,

1]

s(heost, hsinf) — (0,0
Dﬂqb{n,n} — J];f_li-}}tpl: COs L S:‘ ]_tpl:1}

hcos#(1 — cos (hsind))|h|

= i

o0 h3(cos? 6 + hZsin' 8)

1 cos , 1 —cos(hsinf) |h|sind
= lim .

h—s0 ppg? § 4+ B2 Ej_nd' g h—n heind h

El primer limite es 1/ cos # —asumiendo que cosf # 0—; en cuanto al segundo, si y = hsin #:

1 —cos (hsinf) lim 1—cosy

li = 0
had hsin# y=0 oy
e |h| sin #
por la regla de L'Hopital y, como i es acotado, llegamos a que:
1 —cos (hsin#) |h|sind
li =10
A hsind h

Asi, Dyob(0,0) = 0 para todo 6 # 0,7/2,7,37/2, ya que dichos valores hacen que sinf = 0 o

cosf = 0.
Ahora bien, en la direccién # = 0,7, el vector unitario es ©; = (£1,0) y la correspondiente
derivada es: , ]

—_——

=0

Dy,6(0,0) = lim -

]
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mientras que en la direcciones # = 7/2, 37 /2 el vector unitario es 0, = (0,£1) vy la derivada

28]

Por lo tanto,

1]

—0 h.

b(0, +h 0,0
D,_,‘,Q'J{n,ﬂ} =}!1'In @( 1 )_'ﬂb{ ) )

0

=

D;0(0,0)=0, Vé8€]0,2n]
Rdbrica:
Capacidades D .

deseadas €sempeno
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe determinar | No establece Define el vector Obtiene el Con toda la
la derivada correctamente unitario general, la | resultado final | informacién
direccional de un vector derivada de la derivada | obtenida
una funcién en unitario general | direccional e intepreta concluye que la
un punto dadoy | ni el concepto solicitada y este resultado | derivada

para una
direccion
culaquiera.

de la derivada

reemplaza en esta

en funcién del

direccional en el

direccional de los datos angulo del origen existe en
una funcién en requeridos, vector unitario | todas las
un puntoen la obteniendo el definido al direccionesy es
direccién de ese | limite de un inicio del igual a cero.
vector. producto, ejercicio.

resolviendo

correctamente

ambos limites de

manera

independiente.

0-3 4-9 10-14 15

]
N. CORDOVA — C. HERNANDEZ — C. MARTIN — L. PEREZ — P. RAMOS




b) Tenemos que ¢ es diferenciable en (0,0) si existen ¢,(0,0), ¢,(0,0) y, ademds:

(ﬁ(h: k) - d)(oﬂ 0) B (;b.r:(ﬂa G)h — (ﬁy(oa U)k _
VTR
Ahora bien, sabemos que las parciales de primer orden son las derivadas direccionales para

§ =0 —para ¢,— y 0 = m/2 —para ¢, es claro que ambas existen y son iguales a cero. Como,
ademss, ¢(0,0) =0, el limite anterior se convierte en:

i o(h, k) - h(1 = cosk)y/h? + k2
hk)=00) VR2+ K2 (k=00 (h2+EkY)VR2 + k2

0

11m
(h,k)=(0,0)

el cual no es cero ya que, si nos acercamos al origen por la pardbola h = k? la fraccién anterior

I

fm
(hk)=(0,0)

h(1 — cos k)
h? + k*

tiende a:
k(1 —cosk) 1., 1—cosk 1
m———==-lim—==
k=0 k4 4+ kA 2k=0 k2 2
Por tanto, ¢ no es diferenciable en el origen.
Rubrica:
Capacidades N
deseadas Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe aplicar la No establece Reduce la Resuelve Con el resultado
definicion de correctamente | expresion del correctamente | del limite que es
difrenciabilidad | el concepto de limite el limite diferente de
de una funcién | diferenciabilidad | considerando que | siguiendo cero, concluye
en un punto de una funcion las derivadas alguna que la funcién

determinado.

en un punto
determinado.

direccionales en el
origen existeny

determinada
trayectoria.

no es
diferenciable en

son cero, asi como el origen.
la evaluacion de la
funcién en el
origen.
0-1 2-4 5-8 9
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TERCER TEMA (15 puntos)

Sea u = f(x,y) de clase C%, con x = e’ cos(t) y y = e®sin(t). Obtenga la expresién para

%u
ds2

Solucidn: Tenemos que:

x2®
Tt
u/
\_y/s
~t
u dudx . dudy ou ¢ ou ¢ .
—_— =T = — 1n
as dx 0s dy ds axe COS(t)-l—aye S (t)

, . ., Ou
asi, aplicando regla de la cadena a la funcion s (x,y):

ds

0%u 6(6u) 6(6uax
ds

352~ 9s\ds) ~ as\oxds | 9y os oxos) T as

0 (6u) 6x+6u 0%x N 0 (au) 6y+6u 9%y
~0s\dx/ ds  Ox as?2 ' ds\dy) as Ay 0ds?

_[9%u 6x+ 0*u dy] ox +6u 0%x
" |ox2 s " dxdy ds| s = ox 0s?
[azu ox 0%*u ay] dy ou 9%y

ayax£ a_yzg ‘ds @F

2

d0x dy

=2 o5 coste) + ke 5 sin(e)| - cos(e) + 22 cose)
=322 e® cos e®sin(t)|- e’ cos o e’ cos

du ay) a <6u 6x) d (au ay)
dy 0s

+ 0"u s (t)+62u $sin(t S‘(t)+au Ssin(t
3y ox e® cos 377 e®sin(t)|- e’ sin 3y e’ sin(t)

T ox?

2 2 2
U og 2 °u 2s . 0°U o5 . o 6u. s 6u. S
e*scos*(t) + Z—ax o ¢ cos(t) sin(t) + 5y €7 sin ) + € cos(t) + 3 ¢ sin(t)

Rubrica:
Capacidades .
deseadas Desempeiio
El estudiante sabe | Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
como aplicar No sabe cdmo | Aplica la regla de Aplica la regla de Aplica laregla de la
correctamente la aplicar laregla | la cadena paralas | la cadena para cadena para las
regla de la de la cadena. primera derivada, las primeray primera y segunda
cadena. pero tiene segunda derivadas, llegando
problemas para derivadas, pero al resultado
calcular la segunda | comete errores planteado de una
derivada y no al sumar los manera correcta y
logra demostrar lo | términosy esto sin cometer
planteado. impide llegar al errores.
resultado
planteado.
0-2 3-6 7-14 15

N. CORDOVA — C. HERNANDEZ — C. MARTIN — L. PEREZ — P. RAMOS




CUARTO TEMA ( 22 puntos)
a) Dadalacurva r(t) = (3 — 2t%t* — 4t,2t*> — 1). Determineen t = 1:
a.1) El radio de curvatura (6 puntos)
a.2) La ecuaciones cartesianas del plano osculador y del del plano normal (8 puntos)
b) Obtenga una parametrizacién para la curva C: (2y + x)? = —4y(2 —x) —4(x+ 1) (8
puntos)

Solucion:
a) Calcularemos algunas magnitudes que serdn de utilidad en este apartado:
e (1) =(1,-31)
e Vector tangente unitario:
r'(t) = (—4t, 2t — 4,4t) = ||Ir' (O]l = /(—46)2 + (2t — 4)? + (4t)2 = 24/9t2 — 4t + 4

T(t) =

r'(t) _ (—4t,2t — 4,4t) _ ( -2t t—2 2t )
IO 2v9tZ—4t+4 \VotZ—4t+4 VItZ— 4t + 4 VOtZ — 4t + 4

Veaqueent = 1, se tiene que:
= (D =(-4-24
= FMl=6
2 1 2 1
- T =(-3-1%)=1(—2-12
e Vector normal unitario:
_z(m_M) T —arra_ Ot =2t-2) z(m_ﬂ>

/() = 9t —4t+4 9t? —4t+4 9t? — 4t +4
9t2 —4t+4 ’ 9t2 — 4t + 4 ’ 9t2 — 4t + 4
T’(t)—( 4t -8 16t 8 — 4t )_ ( t—2 4t 2—t )
T \(9t2 — 4t + 4)3/27 (9t% — 4t + 4)3/2° (92 — 4t + 4)3/2) T T\(9t2 — 4t + 4)3/27 (92 — 4t + 4)3/2" (9t2 — 4t + 4)3/2

I (t—2)2+ 402+ (2-1)?%) 29t2 -4t +4)\ 42
I (t)”_4<\j (9t% — 4t + 4)3 >_4< (9t2—4t+4)3>_|9t2—4t+4|
Vea que ent = 1, se tiene que:

. T’(1)=( 4 16 4)

27’2727

= Tl =5V2
. T (V2 w22y V2
N = I’ (Wl _( 6’ 6’ 6) T 6 (141

e Vector Binormalent = 1:

V2 V2 V2

2
B(D) =T x N1 =75 [(-2,-1.2) x (-141)] = 75 (=9,0,-9) = = - (1,01)

a.1l) Elradiodecurvaturaent = 1 es:

_ L _ Ol s w o,
BEOIN HOT RN

r(1)

]
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Rubrica a.1):

Capacidades D 5
deseadas esempeno
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe calcular la | Calculala Expresa la Resuelve Racionaliza
curvatura para primeray curvatura en el correctamente | correctamente
una trayectoria | segunda punto dadoy la parte el resultado de
en un punto derivada de la realiza las algebraica de la curva
dado. trayectoriay las | operaciones de la curvaturay | obtenido.
evalla en el modulo de obtiene el
punto dado. producto cruzy resultado.
modulo de la
primera derivada al
cubo, respectivas.
0-2 3-4 5 6
a.2) Con los valores calculados anteriormente se tiene:
e Plano osculador:
B(1) - ((x, y,z) — r(l)) =0
V2
—7(1,0,1) x—1,y+3,z—-1)=0
x+z—-2=0
e Plano normal:
T ((y,2) =) =0
1
5(_2:_1:2)(x_l;Y+3;Z_1)=O
—2x+2—-y—-3+2z-2=0
2x+y—2z+3=0
Rubrica a.2):
Capacidades b N
deseadas esempeno
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe determinar | Calcula el vector | Realiza el producto | Resuelve para | Resuelve parala
las ecuaciones tangente cruz de los la ecuacion del | ecuacion del
cartesianas del unitario en el vectores tangente | plano plano normal,
plano osculador | valor de t dado. | y normal unitarios | osculador, obteniendo la
y plano normal en el valordet obteniendo la | expresion
para una dado. expresion solicitada.
trayectoria en solicitada.
un punto dado.
0-1 2-4 5-6 7-8
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b)

(2y+x)2 =—4y(2—x)—4(x+1):> 4y +dyx+x? =8y +4—dx—4=
=4yl +x2 = 8y—dx—4= 4y +8y+x7 +4x+4=0= 4();2 +2y+l)+x2+4x+4=4
:>4(y+1)2 +(J\:+2]2 =4= (y+1f +@=1

Observe que se obtiene la ecuacién de una elipse, y
x+2

satisfacen la ecuacién:

= cost

Y y+l=sent

2
@+()}+1)2 =cos’ t+sen’t =1

En consecuencia, unas ecuaciones paramétricas de la curva C son:

x=-2+2cost, y=-l+sent con 0<t<2n

Rubrica:
Capacidades N
deseadas Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe determinar | Realiza el Observa que Comprueba Expresa
las ecuaciones trabajo obtiene la ecuacién | que se correctamente
paramétricas de | algebrdico de una elipse y satisface la la
una curva respectivo a determina las ecuacion parametrizacién
expresada en partir de la expresiones original. solicitada.
coordenadas expresion correctas para
cartesianas. cartesiana dada. | cos(t) y sen(t).
0-3 4-5 6-7 8
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QUINTO TEMA (18 puntos)
Dadas las funciones f:R% — R tal que f(x,y) = (cos(2y) + sen(xy)) y g:R* - R? tal
que g(u,v) = (uv?,v? + 3u?).
a) Determine la matriz diferencial D[(fog) (1,1)] (10 puntos)
b) Explique y justifique el significado de cada columna de la matriz obtenida en a) (8
puntos)

D[(fog) (w, 17)] = D[f]g(u,v) D[g](u,v)

g(1,1)=(1(1% @)% +3(1?)=(1,4)

Di(fog) (wwlan = (yeostxy) ~Zsen(zy)+xcos@un (7, 5w)

6u 2v
2
Dl(fog) (wv)las) = (4 cos(4) ~2sen(8) +1cos@)) (G, * 5 Y)
B 1 2
D[(fog) (w,v)](11) = (4cos(4) —2sen(8)+ cos(4)) (6 2)

= (4 cos(4) — 12 sen(8) + 6 cos(4) 8 cos(4) —4 sen(8) + 2 cos(4))

D[(fog) (1,1)] = (10 cos(4) —12sen(8) 10 cos(4) — 4 sen(8))

Rubrica:
Capacidades N
deseadas Desempefio

El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe obtenerla | Expresala Evalda la funciéon g | Realiza los Obtiene la
matriz matriz solicitada | en el puntodadoy | reemplazos matriz
diferencial de como producto | obtiene las necesarios en | diferencial de
una de las dos matrices ambas orden 1x2
composicién de | matrices diferenciales de fy | matrices. solicitada.
funciones en un | respectivas g en el punto dado,
punto dado. relacionadas realizando las

con ambas derivadas

funciones fy g. respectivas.

0-2 3-6 7-9 10

. _______________________________________________________________________________________|
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b) Cada columna de la matriz D[(fog) (1,1)] representa la derivada parcial de la funcién
f con respecto a las variables u y v respectivamente en el punto dado (u, v) = (1,1),
ya que se trata de la misma regla de la cadena, es decir:

of _of ox _of dy

du  9x du @(?u

Z—i = (y cos(xy)) (v?) + (-2 sen(2y) + x cos(xy)) (6u)

(x(uv),y(wv))

of _9f ox
" v Ox v

of dy
dy ov

i = (4 cos(4)) (1%) + (=2 sen(8) + 1cos(4))(6) = 10 cos(4) — 12 sen(8)

ou

of
v

— = (y cos(xy)) Quv) + (—2 sen(2y) + x cos(xy)) 2v)

ﬂ = (4 cos(4)) (2) + (-2 sen(8) + 1cos(4))(2) = 10 cos(4) — 4 sen(8)

ov

(x(uv),y(wr))

Se obtienen los mismos resultados que los hallados en la parte a) del ejercicio ya que
son dos formas distintas de aplicar la regla de la cadena.

Rubrica:

Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante
sabe interpretar
que el hallar la
matriz
diferencial de la
funcién
compuesta es lo
mismo que
aplicar
directamente la
regla de la
cadena.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

Expresa que cada
columnadela
matriz obtenida

Expresa las
derivadas
parciales de la

Realiza las
derivadas de f
con respecto a

Obtiene como
resultado que
las expresiones

representa la funcién f con uyv,y de las columnas
derivada parcial de | respecto a las reemplaza de la matriz dan
la funcion f con variables u y v. ambas en el los mismos
respecto a las punto resultados que
variablesuy v requerido. los aqui
respectivamente obtenidos.
en el punto dado.

0-2 3 4-7 8
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