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~ INTRODUCCION
b
Fnterés en realizar un programa tutorial radica en las
!ientes consideraciones:
[nstruccién que utiliza recursos tecnolégicos microelec-
Picvos puede ensayarse y revisarse muchas veces, con
inva facilidad, antes de ser "aplicada" en un proceso
,seﬁanza, y aln entonces, segin sean los recursos, se

realizar ajustes. Esta oportunidad de sbmeter a

ba una serie diddctica, hasta que la respuesta de los

108 garantice su validez, es una manera vigorosa de

ar una teoria de la instruccién que posteriormente

re un autentico paradigma educativo.

gistema con instruccién programada, los maestros
iremos dos papeles fundamentales, uno nuevo, y otro ya
do, pero a veces mal llevado en la ﬁréc.tica. El nuevo

tird en preparar materiales para las médquinas:

s, lecciones televisadas, eirjhi.biciones filmadas,
ilustrativos audiovisuales, demostraciones e

de evaluaciéh.' El otro papel del maestro seréa

- RS

que una méquh__ wwnca podré realizar, aconsejar,
.a los alumnios hacia aquellas funciones intelectua-
superior, analizar, criticar, sintetizar,

Mm son las metas primarias de la educa-

wstro,_)‘{fa"no necesitard seguir siendo el provee-
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 §£ informacién, hi'siqﬁiera de desarrollar destrezas y
v?”nsiones fundamentales. Cuando se encuentre con los
:ﬁOS en los cursos formales, estarén preparédos juntos
tratar los aspectos més complejos, intrincados y
fiantes de una materia y el nuimero de tales reuniones
males necesarias se reducird grandemente. Asi, tendr4
{ao'para las reuniones informales con los estudiantes
viq "requieran" y para sus "propias investigaciones".
uanto al tema ARITMETICA MODULAR, considero que deberia
incluido en el contenido programdtico del nivel medio,

que constituye un aporte fundamental en la teoria de

ros. Su estudio permite un importante entrenamiento en
.ﬁemostraciones matemdticas que, siendo un campo de
rimentacidén de la imaginacién, garantizan el desarrollo
acultades intelectuales como ser la abstraéciénvy la
itividad, que en todos los tiempos han Sido»las genera-
s de grandes realizaciones individuaieé y sociales.
mente, para ubicar en forma_adeégé§a a este programa,
%»inuacién describo brevementeE;iOS tres niveles de
E{ﬁiéﬂ alumno—compufégﬁx>desarrollados en el campo de
\ inza asistida qu computador:

1: "ejercicios y. ctica". La nocién correspondiente

- .

;:5 ¢ sidgﬁi@plicada por el profesor y el alumno ya
do en clase algunos ejercicios. Se plantean
Lw'ﬂjwtwiumas para diferentes alumnos segin resulta-
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el 2: "programa's- tutoriales". Tienen la finalidad
ncipal de entrenar a los alumnos en las "primeras
egorias" del area cognoscitiva, en base a'una unidad
dctica. El profesor conocer& oportunamente del avance de
‘,S los estudiantes mediante un registro de las respues-

a los cuestionarios propuestos para el alumno en el
arrollo del programa tutorial y, seguird siendo el
ponsable de ayudar en forma "individual" o en pequefios
ﬂfs a los estudiantes que no avancen suficientemente con
rograma. Posteriormente, con el grupo que haya' desarro-
o las destrezas y comprensiones fundamentales continua-
en etapas mds avanzadas de su formacién.
el 3: "didlogo y autoprogramacién". Sistemas que
miten un auténtico didlogo entre los estudiantes y el

grama, asi como el automejoramiento del programa. Ya

ten prototipos muy aceptables de es't_,o\s' sistemas, la
aizacién depende tanto de 1la tec_n_él&gia como de la
L uccién de técnicas de inteligé.l'i;;;%'a_‘artificial.

las descripciones anteriores ?.""_\..i;ﬁedo ubicar a este

en el nivel 2 t,_i-e' la  ensefianza asistida por

itador.

tres primeros :g€apitulos se presenta el material

que se prﬁiendé ‘ensefiar con el programa tutorial,

el des_ar‘rblio metodolégico del mismo y finalmente,

apitulo 4 describe las instrucciones para el usuario.




CAPITULO |

LECCIONES DE ARITMETICA NODULAR

?is la primera opcidn dél MENU PRI&CIPAL &el programa

orial, consta de cinco subopCioﬁgéh‘rniimeradas aqui como

2., 1.3., 1.4., 1, |

palabras seﬁaladas,’_.cén-»ﬁn simbolo #, constan en el

i ario del progr j%i,:f;,por'tanto-pueden ser consultadas
lumno desé&{__l—a_{p‘antalla' correspondiente o desde el

;,?!?RCIPAL. : EjéJmplos: Grupo*, primo®.

preguntas dentro de un recuadro, son dirigidas al
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NOCIONES PRELININARES

1itmética modular es un sistema con caracteristicas
iculares muy interesantes, es aplicable cuando los
tecimientos se fepiten de manera ciclica:

‘horas del dia, los dias de la semana, la medida de los
1los, etc.

TRACION 1: (El1 ciclo 0-6 de 7 dias)

ngamos numerados los dias de la semana de 0 a 6; comen-
lo por el Domingo. Si se continda numerando, el dia 7 es

ngo otra vez, Lunes el 8, Martes el 9,...

LN )l

o TRl
(HRi it
i
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ierto sentido se puede decir que 7=0, 8=1, 9=2,... don-
por cierto, "=" no tiene el mismo significado usual.
)ién se puede retroceder, asi, el dia -1 es el dia
rior al Domingo, que es el Sdbado, luego -1=6; de igual
ra, -2=5. (ver figura 1.1.)

el sistema de los nimeros enteros se enrolla entonces

orno al circulo de los dias, md4s o menos como se puede

rvar en la figura 1.2.

"figura 1.2

!

iCes, se puede establecer un criterio general para

guar qué nimeros caen en qué dias de la semana:




0, 7, 14,...es decir los dias de la forma 7n
decir los de la forma
la forma
la forma
la fofma
12; 19,..

8, _1’ 6, 13’ 20,... la fOI'ma

umeros de la forma 7n+7 son, naturalmente, iguales a

k1) vy, por consiguiente, de la for@af7n.

correspondiente a un nﬁmero:dqgg'csté determinado
el resto de dividir dicho nﬁmeréf%br 7. Los restos de
3 divisiones son siem§f590, Te:24° 3, 4, 5, 6.

referirnos a este conjunto de restos usaremos la

zy = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
alizamos un cierto tipo de "aritmética de restos" y

nimos que una afirmacién tal como




4+ 5 =2
 interpretarse como "el cuarto dia de la semana més 5

8 es el segundo dia de la semana'", lo que es completa-

"nﬁmeros"
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nos preguntamos , Cudl es el dia,~751 después del
res?, podriamos replantear la preggﬁia‘asi:
4+ 751 =2

no estd en la Tabla Ilggib puede ser expresado asi,

751 = 7x107 + 2

is de la forma 7nﬁ;
wib que debemos determinar es
4 + 2 = °

rando la Tabla I, 1la respuesta es ?=6, que es sébado.
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ra el lector:

Qué dia de la semana serd 440 dias después de un S4 -

do?

lervemos, algunos propiedades muy

Plen en esta Tabla I:

! Al sumar un elememto a de Z7 con cualquier ele-

- mento b de
| mento c¢ de
- Ejemplos:

3+ 4

; 6 + 5

2+ 6

Z,, el resultado es siempre algin ele-

Z7.

=0, OEZ7
= 4, 4€Z7
=1, 1 € Z,

Esto es, se cumple la propiedad de cerradura, por

tanto, la suma en Z7 es una operacidn binaria’.

Si se suma

3 elementos a, b, c, cualesquiera de

'ZP se cumple que:

Ejemplo:

Esto es, se cumplé

Si se suma

a+ (b + c)

(a + b) +_§u

(3}+ ¥f7+ 2

3+ (4 + 2) =
3 {;é&;b7 + 2
9 =9

a. propiedad asociativa.

elgnﬁme}b 0 con cualquier elemento b

ﬂe”zp el resultado es siempre b.

Ejemplos:

0 +5 =275

0+ 1

1

importantes que

sSe
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Por tanto, 0 es'elemento neutro de la suma en Z7.

Para cada elemento b de Zy, hay algin elemento b’

de Zy tal que,

b+ b’ =0
Ejemplos: 3 +44 =0
2 +35 =0
6 +1 =20

El elemento b’ es el inverso aditivo de b.

las propiedades (1), (2), (3) y (4) que acabamos de
hzar podemos concluir que Z7 junto con la operacién
Iria suma es un Grupo’. Expresamos este hecho con la
acion <Zp,+>.

Observemos también que al sumar cualquier elemen-

to a de Zy con cualquier otro elemento b de Z, se

cumple que:

- Ejemplos:

3+4=44+3

7
6+4=4+6=l'{.§:t

Entonces, la suma enZJ es conmutativa y por

‘tanto <Zy, +> es Grgpg»Abeliano*.

g

N )', . .
Si se suma al menos’s veces consigo mismo algunos

elementos de Z$ (ékcepto el cero), se obtienen

'TODOS los elementos de Z,

Ejemplo:




1T
6 + 3 = 2
2+3 =25
5+ 3 =1
1 + 3 =4
4 +3=0
0+ 3 =3

onces, <Z7, +> es un GRUPO CICLIC ‘.
los los elementos de Zy, excepto el 0 son ELEMENTO

ERADORY de Z,.

ra, definamos una multiplicacién para este sistema,

que, la interpretacién de esta operacién en los dias de

semana no tiene mayor sentido, podriamos aplicar para

0§ casos en Z7.

sentido adecuado a la operacién 3 x 6 deberia ser 6 + 6
y para la operacién 6x3 deberia»ser‘§+3+3+3+3+3 si

amos en la Tabla I, en el'primerAéégb_la respuesta es 4
el segundo caso la respueéta?fiﬁbién es 4, de esta

era se define 3 x 6 = 4,

3=10=-4 por ser de' la forma 7n+3, entonces, 3x6

r)

ria ser igual a: 1¢ =-4x6,10 cual en efecto, es cierto

»

que 60=-24=4 yﬁﬁ, 80 ¥y -24 son de la forma 7n+4. Por
o los resultados son consistentes.

iante el uso répetido de la adicién podemos construir la

iente tabla de multiplicar.




‘Tabla II

o

1

NWeENLNDO [ V]
LANWNE RO +

(e NeRoloNoNe Nl

Jicémos qué propiedades se cumplen en esta Tabla I1:
Al multiplicar un elememto a de Z, con cualquier
elemento c de Z7, el resultado es siempre algin
elemento ¢ de Zy.

Ejemplos:

3 x 4 5 € Z

6 x 5 2 € Z,

2 x 6 = 5 € Zy
Esto es, se cumple la propiedad de cerradura,,pcr
tanto, la multiplicacién en Zy es uﬁa{bﬁeracién

binaria‘.

Si se multiplica 3 elementos a,[h?fé,‘éualesquie-

ra de Z7, se cumple que:
Ejemplo: S
(3 x 4) x 2
3 x 2
=3
Esto es, sevcumple la propiedad asociativa.

8i se multiplica el nGmero 1 con cualquier
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elemento b de Z7; el resultado es siempre b.
Ejemplos: 1 x5=235
1 x1 =1

Por tanto, 1 es elemento neutro de la multiplica-

cién en Zy.
Para cada elemento b de Zy, hay algin elemento b’

de Z7 tal que,

bx b =1
Ejemplos: 3 x 5§ =1

2 x 4 =1

6 x 6 =1

El elemento b’ es el inverso multiplicativo de b.

las propiedades (1), (2), (3) y (4) que acabamos de
lizar podemos concluir que Zy junto con la operacidn
pria multiplicacién es un Grupo’. Expresamos este hecho
ila notacidén <Zy, .>. .

Observemos también que al multipliéaf cualquier
- elemento a de Z, con cualquier di#éyelemento b de

l Z,se cumple que:

- Ejemplos:

i
-+
»
w

n

: 5
| ,.a_e;‘é.'i'o, =4 x6 =3

Entonces, la mﬁitiplicacién en Z, es conmutativa
y por tanto ?Z,, .> es Grupo Abeliano‘.

No existe algin elemento de Z7 que al ser multi-
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plicado por si. mismo al menos 7 veces, se
obtenga TODOS los elementos de Z7.

Ejemplos

(a) con 3:

3 x3=2
2x 3 =6
6 x 3 =4
4 x 3 =35
Sx3 =1
1 x 3 =23
3 x 3 =2

En ningin caso se generd el 0.

(b) Con 1: 1 x 1 =1
ix 1 =1
1 x1 =1

S6lo se genera el 1. ;
gin elemento de Z,, es un ELEMENTQ{&ENERADOR’ de Z,.
onces, <Z;, .> NO es un GRUPO cmmco"‘
} No existen en Zy 2 éiﬁﬁgntos_a y b diferentes de

? 0, tales que,
L

RECUERDE est&:;@ropﬁédad, es muy importante cuando

analicemos la estructura de anillo*. [ ]

imeros en el conjunto Z7, junto con las dos tablas

ruidas, que definen dos operaciones binarias en Z7, es




sistema de enteros médulo 7.

general, cualquier ndmero natural puede servir de
dulo, por ejemplo, en la siguiente Ilustracién como el

clo es 0-23, el médulo es 24 que lo notaremos con Z“.
Z“={0, Yo 2400545 23}

USTRACION 2. (Aritmética del reloj, EL CICLO 0-23 )

un reloj de 24 horas, supongamos que son las 09h00, he-

s desayunado hace 2 horas y dentro de 4 horas tendremos
reunién en el Club ABC. Que podemos también decirlo

i: - hemos desayunado a las 07h00,

- a las 13h00 tendremos una reunién en el Club ABC
realidad lo que hemos realizado es una suma‘y una resta
horas, asi: e

g = 2 7

9 +4 =13, .

ro, si los valores obtenidos estaﬁ?fuera del ciclo 0-23

'as, entonces la horé;gﬁﬁtenida corresponde a préximas
elta(s) del reloj (x avvﬁelta(s) anteriores, en estos
s0s, debemos exp;ij_;ﬁlas horas como el residuo de

idir dicha hor&%par§ 24. Por ejemplo, 34 horas equivale

las 10h00 porque 34 = 24 + 10.

i son las 10h00, ;qué hora serd luego de 34 horas?
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al igual que en iallluétracién I se puede elaborar las
blas de sumar y de multiplicar pafa Z“.
fla suma se cumplen todas las propiedades_anaiizadas para

por lo tanto, <Z,, +> SI ES GRUPO cicLicot

Dejamos al lector verificar si <z”, .> es GRUPO
WCICLICO

propiedad (7) analizada en Z7, si se cumple en Z“.
) Si existen en Z24 2 elementos a y b diferentes de

0, tales que,

axb=0
emplos

2 x 12 =0

3 x8=0

5 nimeros en el conjunto Zyys junfo con7Las tablas de
ar y de multiplicar, que definen Z-QQ:faciones‘binarias
' Zy, es el sistema de enterosvmédn§§&24;
general, los nimero Qifigl

as de sumar y de multiplicar, que definen 2 operaciones

narias en 7, es el

ema de enteros médulo m. Siendo

n nimero natural

¢Podriamos aplicar los procedimientos utilizados en la
ritmética del reloj, en la medida de los dngulos?
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. DEFINICIONES Y. PROPIEDADES BASICAS

1801, el matemdtico GAUSS, reconocido como uno de los
s matemdticos mads grandes en la Historia de la Matemati-
introdujo en Su.publicacién DISQUISITIONES ARITHMETICAE
revolucionaria nocién, la de CONGRUENCIA.
seccidn que abre el tratado de Gauss, comienza asi:
la diferencia (a-b) o (b-a) de dos nuimeros enteros a,b
2x4ctamente divisible por el ndimero m, decimoé que a,b
congruentes en relacién al médulo m, o simplemente con-
:ntes médulo m y lo simbolizamos escribiendo

a=b(mod m)."
[INICION 1.1.
» h,k,s € Z y, m € N. Se define h congruente con k
1lo m, lo cual se denota h = k (mod-m), 31'y solo si h-k
jivisible entre m, es decir, h—k=spA?gri algun# s € Z.8
relacién de congruencia expresada q;?lé definicién 1.1.
}quivalente a h = k + sm ol
}100 = 2 (mod 7) porqﬁggfbo—2=98 Que es divisible entre
mbién -2 = 7(mod Q)TRquue -2-7 = -9 que es divisible

e 9 5315 fﬂﬂ) porque 5315-315 = 5000 que es

315 (med"

sible entre 105%1
enlazar esta' definicién con lo que acabamos de

idiar, consideremos la congruencia médulo 7. Si h y k

congruentes. médulo 7, existe entonces un entero s tal
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> h-k = 7s o bien h =.7$ + k.

pues los nimeros congruentes con un nuimero dado k son,
cisamente, los de la forma 7s + k. Los nﬁmerbs congruen-
, con 1 mod 7 son los de la forma 7s + 1.
o un nimero cualquiera se le puede dividir entre 7 y
ontrar su restd r, de manera que

h =79 +r

lo que se sigue que h es congruente con r (mod 7). Como
hos restos sélo pueden tomar valores comprendidos entre
s nimeros O y 6, se llega a que todo nuimero es dongruente
)d 7) con alguno de los ndmeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

la figura 1.1. los ndimeros que estédn en la columna del
. 0, domingo, son aquellos cuya forma es 7njesto es, los
> son congruentes con 0, los nimeros que estdn en la
lumna del lunes son aquellos que son congruehtes'con 1.
general, los nimeros que estén en la cbiumna del dia d
1 todos los nimeros congruentes cqnmd;‘h
FINICION 1.2. 2
an C un subconjunto"' de Z y, meN. (f_g;zs'lm sistema completo
residuos médulo m si Qﬁﬁﬁlb si cada entero es congruente
;no y s6lo uno de losugieﬁéntos del conjunto C. ®

mplos:

El conjunto “{0, 1,2, ..., m-1} es un sistema
completo de residuos médulo m para cualquier meN.

{0, 1, 2, 3, 4} es un sistema completo de

‘'tesiduos médulo 5
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{0, 1, 12, -2, 4} eé un sistema completo de resi-

3

1]

duos médulo 5, ya que 12 = 2 (mod 5) y -2
(mod 5). |
sten otros sistemas completos de residuo médulo 5.
ra ya podemos decir que la ARITMETICA MODULAR es un
tema matemétiCé definido sobre el conjunto de los
eros enteros mediante la congruencia médulo m. Es por lo
to, el sistema de enteros médulo m.
ventaja de este sistema es que recuerda la manera como
ribimos las ecuaciones algebraicas, encierra ia nocién
divisibilidad aritmética en una notacién mads compacta,
ugiere trasladar a esta aritmética las operaciones de
a y producto que en 4lgebra conducen a resultados
eresantes como podremos comprender en los ‘prdximos
remas. .
Fema 1.1. Dos enteros a,b dejan ellmismdlfesto cuéndo
divididos por un ente;o positiyoépféi y s6lo si asb

@

m).

S

OSTRACION: Si a b (mod m), entdnCes existe un entero

al que a'# b + sm
y beZ por definicién:de'congruencia, entonces, por el

ritmo*

de la divisf“ -en Z, existen enteros unicos q y

&

les que b=gm + r, ¥ 0 <r< m
que 1 es el resto cuando b es dividido por m. Entonces
a=(gm + T) + sm

a=(q +'s)m + T
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0o (g+s) es entero, rveé también el resto de la divisién
a entre m .
ra, sea

a=q"m + r y b=gm + r,
de 0 sr <m; esto es, supongamos que a y b dejan el
mo resto cuando.son divididos por m. Entonces

a-b=1(q" - q)m
o q" - q es un entero, m es un divisor de a-b; es decir,
(mod m). n
inicién 1.3. El conjunto de nimeros enteros b que dejan
mismo resto cuando son divididos para un nimero natural
onstituyen una clase residual médulo m. La notacidn
al es [b]. &
ordemos el criterio general para averiguar qué niumeros
n en qué dias de la semana: |

»=21,-14, -7, 0, 7, 14, 21,...

ﬁngo: ..

i

=20, -13, -6, 1, 8, 15, 22,...
es -oo,-lgg -'12, _5’ 2, 9,_ 16, "3"3,,....

coles: ...,-18, -11, -4, 3, 10, 17, 24,...

Poe..,=17, =10, -, 11, 18, 25,...

es oao’_l6, —9' r—.-2’ 5’ 12, 19, 26,...

=

%

do : ...,-15, -8, 2%, 6, 13, 20, 27,...
- observemos qu#ﬁgualquier nimero en alguna fila tiene
smo residuo Que cualquier otro nimero en la misma fila

0 se divide entre 7. Estas 7 filas donde los puntos

can una secuencia infinita de enteros, son las "clases
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siduales, médulo 7", del conjunto de enteros.
da clase residual médulo m puede ser representada por
0 cualquiera de sus miembros; pero es usual representar

cada clase por el menor entero no negativo que pertenezca

esa clase.
r lo tanto: (0] = [-71= [7] = {14]=...=[7n]
[1]

[8] = [-6] = [15]=...=[7n+1]

[6] [13] = [-8] = ...=[7n+6]
orema 1.2. La relaci6én de congruencia médulo m, cuando
S un ndmero natural es una RELACION DE EQUIVALENCIA% en
conjunto de los enteros; esto es, la relacién de
gruencia m6édulo m es
Reflexiva: aza(mod m) para todo entero a;
) Simétrica: si a=b(mod m), entonces b = a(mod m),
i) Transitiva:si a=b(mod m) y b=c(mod m), entonces
as=c(mod m) para todo a,b,c € Z.
f{OSTRACION:
a-a=0 y 0 es divisible entre m.v:
) a=b(mod m)=—> a-b=km;;gqra algin keZ, (definicién 1.1.)

=D b—a=(—k)m también es un miltiplo de m

i) a=b(mod m) ==> a-b=km, para algin keZ
bsc(mod m) — b-c=jm, para algin jez
Sumar se tiene (a-b)+(b-c) = km + jm

a -c¢c=(k + j)m

Lol S je) S22
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ro (k+j) € Z, luego, a-c es miltiplo de m. Por lo tanto
asb(mod m) y bsc(mod m) ==> az=c(mod m). 8§

*’

mo la congruencia médulo n es una RELACIaN DE EQUIVALEN-
particiona al conjunto Z en subconjuntos disjuntos

mados clases de equivalencia, esto sucede con cada neN.
o significa que Z=[0]U[1]U...U[n-1].
ipropiedad iii) del teorema 1.2. es la que caracteriza a
icongruencia, y dice que la congruencia médulo m clasifi-
a los enteros por su resto en la divisién por m; dos
eros son congruentes médulo m si y sélo si poseen el
Smo resto en la divisién por m, por ejemplo, si m=2, la
sificacién de Z es de pares e impares.
INICION 1.4.
clases de equivalencia para la congruencia médulo n son
CLASES RESIDUALES MODULO n. ®
a una de estas clases residuales contiene un ndmero
inito de elementos.
os de qué manera "la relacién de céﬁgruencia médulo 12"
ticiona al conjunto Z. “
12 clases residuales égnstan de los enteros de la forma

12k, 1+12k, 2+12k, 3+12k, 4+12k, 5+12k, 6+12k, 7+12k,

2k, 9+12k, 10+12k,.‘ﬁ ".11+12k, respectivamente, siendo
nimero natural, esto es las 12 clases residuales son:

[01 [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] (8] [9] [10] [11]

Este es EL CONJUNTO DE CLASES RESIDUALES MODULO k.

LIl S e)e)
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ALGUNOS TEOREMAS SOBRE CONGRUENCIAS

rema 1.3. Si a=b(mod m) y ceZ, entonces a+c=b+c (mod m).

OSTRACION:

'asb (mod m), entonces existe un entero k tal que
!

]

a b + km

=D a+c b + km + ¢

==> (a+c) (b+c) + km

por la definicién de congruencia,
(a+c) = (b+c) (mod m). ®
istracién: Consideremos la congruencia 12=5 (mod 7) y ¢

12 + 3 =5+ 3 (mod 7)

decir 15 = 8 (mod 7) que es una proposicién verdadera.

rema 1.4. Si a=b (mod m) y ¢ es un entero, entonces

ste un entero k tal que ac=sbc (modgm).

OSTRACION:

azb (mod m), entoncesueXiste un entero primo k tal que

a = b + km
onces k- ac = (b + km)c;
0 es, ' ac = bc + (kc)m.

0 kc es un entero, por la definicién de la relacién de

gruencia, tenemos ac = bc (mod m). ®

=

¥

o _\:t:].m@_a_&-_m_

Lol SR )e) 2
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ustracién:

%nsideremos nuevamente la congruencia 12=5(mod 7) y ¢c = 3,

]

12 x 3 5 x 3 (mod 7)

3 decir 36

15 (mod 7)

€ s una proposicién verdadera.

S teoremas 1.3 y 1.4. expresan la compatibilidad de 1la

ma y el producto de enteros con respecto a esta relacién
congruencia. Esto es muy importante, pues permite

rasladar" las operaciones de suma y producto al conjunto
clases de congruencia. Esto da lugar a los anillos! de

teros médulo m y asi a la "aritmética médulo m".

orema 1.5. Si a = b (mod m) y ¢ = d (mod m), entonces

atc=bt+d (mod m)

MOSTRACION:

a b (mod m), entonces existe un entero k tal que

a=>b + km} "

le]
m

d (mod m), entonces existe un entero j tal que
c =d + jm-
ando propiedades de los@ﬁﬁmeros reales, tenemos que

atc=Dbztd+ (k+ j)m

0 k * j es un entey 4 - entonces, por la definicién de

relacién de, congruencia, a + ¢

b+t d (mod m). »
istracién: Consideremos las congruencias 30=8 (mod 11) y
2 (mod 11).

icando el Teorema 1.5.,

ke S0 TN SSeh

il
"

b1
A
i
g
)




31
0%+13=282 2 (mod 11)

v
-+
w
n

10 (mod 11) es una proposicién verdadera.

[y
~
]

6 (mod 11) es también una proposicién verdadera

orema 1.6. Si a = b (mod m) y c = d (mod m), entonces
| ac = bd (mod m)

OSTRACION:
a=b (mod m) y c =d (mod m), entonces existen enteros
y j tales que

a = b + km

c =d + jm respectivamente.
ando propiedades de los nimeros reales, tenemos que

(b + km)(d + jm)

]

ac

bd + (bj + kd + kjm)m
mo bj+kd+kjm es un entero, por la definicidén de relacién

congruencia

ac = bd (mod m). ®

ustracién : Consideremos las congrgénéias 30=8 (mod 11)
}352 (mod 11).

licando el Teorema 1.6Q;[_

30 x 13 = 8 x 2 (mod 11)
390 6 (mod 11) es wuna proposicién
rdadera. p

n
o

orema 1.7. Si a (mod m), meN y, n € Z+, entonces

a® = b® (mod m)

VO DRI AR ) 5
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IOSTRACION :

demostracién es por induccién matemdtica. Estd dado ya
. a £ b(mod m)

ongamos ahora que

ak = bk (mod m), k € Z+

itonces, por el Teorema 1.7.

k

a‘a bkb (mod m);

0 es,

k+!

& bhl

n

(mod m).
lo tanto, por el principio de induccién matemédtica,
a = b® (mod m). &
stracién: Encontrar el resto de dividir 2% entre 15. El
blema es equivalente a encontrar cual de las quince
ses residuales médulo 15, que contiene a 0, 1, 2, 3,
14, respectivamene, contiene a 2”.
jmos primeramente que 24 = 1 (mod 15}

onces, por el teorema 1.8.

uﬂ7s17u@§HSn

to es, 2B = 17 (ﬁ;d‘ls).
el Teorema 1.4, con?fﬁ;é = 2}, tenemos
= 4 (mod 15).

tanto, segin €1 Teorema 1.3., el resto de dividir 2”
re 15 es 4.
icando el procedimiento usual tendriamos que dividir 230

re 15, esto es, 1073741824 entre 15.

d
@
™
/
¢
p
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)1 OPERACIONES'CON CLASES RESIDUALES

‘relacién de congruencia médulo 2 particiona al conjunto
n las clases residuales [0] y [1], consideradas ya desde
lejana antigiiedad como [pares] e [impares], para las

lles se conocen las siguientes tablas de suma y de

Itiplicacién:

Tabla III
+ l[ par ] [impar] 4 1
. [ par 1|[ par ] [impar] :
[impar]|[impar] [ par ] Q
;7
Tabla IV é
- |[ par ] [impar] E

[ par J|[ par 1 [ par I

[impar]]|[ par ] [impar]
as tablas pueden ser consideradaé como la definicién de
raciones de suma y multiplicacién en el conjunto de

ses residuales médulo 2 asi:

+ |[0] (1]
(0] (0] [0]
[1] |[0] [1]

L SR AJE) DS
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Tabla VI

+ |[0] [1]

(01 [[0]1  [o0]
(11 |[0] [1]

8 tablas V y VI podrian ser consideradas como la defini-

)n de operaciones de "suma" y de "multiplicacién" en una

jebra de las dos clases residuales (01 ¥ [17].

' los teoremas 1.3 y 1.4, podemos trasladar las operacio-

3 definidas en las tablas V Yy VI a los representante de
clases [0] y [1] esto €S, a sus respectivos restos 0 y

especto del médulo 2, las tablas anteriores se convier-

CATNTRILY IR o

P en:

Tabla VII
+ 0 1
0 0 0
1 t0 1

‘abla VIII

& b5
)

+ 10 1 N

0 0 0 Ni

1 0 1 g

I
i
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:orma andloga obtenemoé una 4lgebra Zm de m elementos,
%ante el sistema de clases residuales médulo m, 1lamado
bién sistema de enteros médulo m.
. operaciones de suma y multiplicacién entre los elemen-
Ade Z,, es decir, entre las clases residuales médulo m,
i@efﬂﬁrén por las operaciones ya conocidas del mismo
bre con sus respectivos restos representantes. Por los
?emas 1.5 y 1.6, estas operaciones son efectivamente
raciones entre las clase residuales.
:s operaciones cumplen en Zm los siguientes axiomas

¥ a,a’,b,c € Zy,

SUMA ' MULTIPLICACION

‘Asociativa:
(a+b)+cza+(b+c) (mod m) (a.b).cza(b.c) (mod m)
Elemento Identidad:
a+0 = a (mod m) | a.l1 =2 a (mod m)

Conmutativa:

+b=b+ a (mod m) | ¥ ;,b = b.a (mod m)
Distributé&a:'
c.(a ¥kb) = c.a + c.b

Inverso aditivo: : .v No siempre existe

+a’ =0 (mod m) en la multiplicacién
~se cumplen los axiomas (1), (2), (3) (4) y (5) que
bamos de enunciar, podemos afirmar que:

| i

~+> es un grupo

. +> es un grupo abeliano®

=

. i, W, S
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it
i

y +, .> es un anillo

.y +, .> es un anillo"” conmutativo

i

"Elemento unitario’ en <Zy, *, .> es el 1, por lo tanto,

i

»s t, .> €s un anillo” conmutativo con unitario.

axioma (5) se cumple en la multiplicacién sélo cuando m
fh

E ) 4
nimero primo', lo notaremos con Zp, entonces:

en <Zw +, .>», donde m NO es primo, NO todos los

#

- elemento son unidades

en <%, +, .>, donde p SI es primo, TODOS los
elementos son unidades%
:consecuencia,

, +, .> , donde p es numero primo*, es un SEMICAMPO%

Ejemplo: <Z7, +, .> es un semicampo

10, <Zy, +, .>, donde m no es primow no es un SEMICAMPO%

Ejemplo: <Z6’ +, .> no es un semicampo.

. anillos <Zm’ +, .», donde m no es numero primo, si

i

enen divisores' de cero, ejemplo,Aep,<Za, +, .>

y 2 son divisores de 0 porque 3.2=0, pero, en <Z +, .>,

p’
endo p primo, no pueden haber divisores de O*. En conse-
encia,

-y +, .> , donde p as»nﬁmero primoﬁ, es un DOMINO ENTERO“

Ejemplo: <Z7,*3 .> es un domino entero

r0, <Z,,+,.> , donde m no es primoy, no es DOMINIO ENTERO!
Ejemplo: <Z6’ +, .> no es un dominio entero
NALMENTE , <Zp, +, .>, siendo p primo, es un semicampo

mmutativo, por lo tanto es un CAMPQ%.

=3

NEN =
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UNA APLICACION DE LA RELACION DE CONGRUENCIA

D B

estudio de las condiciones bajo las cuales un entero
es divisible por otro entero ha fascinado a los

’diosos de la matemdtica por muchos afios, y adn continda

ndo de interés.

esta seccidén analizaremos el criterio bajo el cual un

210 es divisible entre 9.

fema 1.8. Un entero expresado en notacidén decimal es

d .
isible entre 9 si y s6lo si la suma de sus digitos es ﬂ
&
sible entre 9. .
‘ k
STRACION ?/
 entero positivo n puede ser expresado en numeracién g
mal en la forma
n = ap+a,.10+a,.10%+a,.10%+.. . +a,.10K,
0" 2 3 R
> cada a; es un entero tal que O_S_a;is,1>0' y k es un entero
tivo. Como 3
10 = 1 (mod 9)',‘
1 teorema 1.7, »
= 1! (mod 9)
= 1’ (mod 9)
) Ce
b(\“ 71
Kk o_ 4k o U
10" = 1° (mod 9) O -~
& i.“;" o t
los teoremas 1.2. y 1.4., .'gc‘t\‘ o }‘
S
ay = a; (mod 9) o 1
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a;.10 = a; (mod 9)

a2.102 = a, (mod 9)
a3.103 = ay (mod 9)
ak.lok = a (mod 9)
el teorema 1.5.
n = oa +a +a + ...+ a (mod 9),
de
a) + a; + a; + ... + g

resenta la suma de los digitos de n. Por lo tanto, segun
teorema 1.1., ambos, el entero positivo n y la suma de
, digitos, dejan el mismo resto cuando son divididos por
De aqui que un entero expresado en numeracién decimal es
isible entre 9 si y sélo si, la suma de sus digitos es
isible entre 9.

;tracién. ,ses el nimero 26356734 divisibie entre 9?

uma de los digitos es o il »

2+6+3+5+6+7+3+4 = ‘;;35'

36 es divisible entre 9, enééhCes 263567734 si es
sible entre 9. ;

:'verificar, notemos que 26356734 + 9 = 2928526.

ara el lector:

cudl seria el criterio para la divisibilidad de un
ptero entre 117

N, S
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. ON TEORENA FAMOSO

- una carta del 18 de Octubre de 1640, el matemdtico
cés Pierre de Fermat comunicé al matemdtico Bernard
énicle (1605-1675) el siguiente teorema: si P €s un primo

a es cualquier entero primo%

relativo con p, entonces p
vide a al’! - 1. Fermat no dio ninguna demostracién y fue
‘grm1matemético suizo Leonhard Euler (1707-1783) quién,
‘1736,publicé la primera demostracién y obtuvo afios més
rde, en 1760, una importante generalizacidn.

resultado enunciado por Fermat constituye el famoso
quefio Teorema de Fermat (P.T.F)", resultado importante
fundamental en muchos aspectos de la teoria de nimeros.

).1. Teorema de Fermat: Si a € Z Yy P €es un primd.que no

ide a, entonces divide a?’l -1, esto es,"zl"“l =1 (mod p).®

' ejemplo: A 1 (mod 5); _A_?3m’5 1 (mod 11)
‘biguiente es una demostracién cpggéﬁfual del teorema de
at debida a Euler, que apé;eCev en Disquisitions
.thmeticae NO 49,  _
:

a un entero prime’ relativo con p, o sea p no es

1isible entre a. Formemos los p-1 nimeros

“a, 2a, 3a, ceey (p-1).a (1)
resto de la divisién de esos nlUmeros entre p son

ictamente

1’2, e o0y p'-l

LY

>\ =

™
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yo una permutacidén ( o sea son los mismos restos, pero
espectivamente). Es decir (1) constituye‘un sistema
leto de restos médulo p. Por ejemplo, si p=5 y a=8 se
len los numeros 8, 16, 24, 32 y los restos en la
isi6én por 5 son, respectivamente, 3, 1, 4, 2.

, probar la afirmacién anterior, nétese que el resto O
;nede aparecer en la sucesién (1) dado que si p es
sor de i.a, 1<is<p-1, entonces p es divisor de i o p es
sor de a, pero ninguna de las dos cosas puede ocurrir.
4ds, dos elementos distintos de (1) producen restos
intos. En efecto, si i.a y j.a producen el mismo resto,
1€i<jsp-1, entonces (j-i).a es divisible entre p y, por
tico razonamiento al precedente, se llega a que j-i
ser 0 o sea j=1i.

laro ahora que el producto

a.2a.3a...(p-1)a = 1.2.3...(p-1) (mod p)
ecir

¥l 1.2.3...(p-1)

1.2L3..3§§;i) (mod p)

ser 1.2.3...(p-1) primo relagivo con p, se puede
car la ley cancelatiﬁ&feﬁ ambos miembros de la con-
cia para obtener ¢1~Pequeﬁo Teorema de Fermat:

"1 (mod p)." n

eorema de Fermat proporciona un criterio bastante
tivo para analizar la no primalidad de un entero
livo n.

Fermat se sabe que

P

ANE A
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al = 1 (mod 3),
560

sea a = 1 (mod 3)

, decir altl = a (mod 3)
al® = 1 (mod 17),

sea a31560 =1 (mod 17)

decir a'tl = a (mod 17).

hay valores O<a<n tales que {:1"'I no es congruente con 1
ﬁd n),entonces n no es primo. Precisamente este criterio
Ive para probar la no primalidad del ndmero 232 + 1, (el
mero de Fermat). Fue el matemdtico Euler quien probdé la
primalidad de 2”+1 al descubrir que 641 era divisor de
te ndmero.

formulacién equivalente al teorema de Fermat es la
guiente:

p primo positivo a entero. Entqncgs'

a’ = a (mod p). “

‘efecto, si p divide a a, el enuﬁéiado precedente reduce

0 = 0 (mod p).

P no es divisor de a puede cancelarse una a: a"'l

i
—

dd p). Por ejemplo_ 2 (mod 5).
étracién: Dete?minér el residuo de dividir SW3 entre 13.
ando el Teorema‘de Fermat, tenemos

8" = (8!)¥(8") = (1Y) (8!) = 8! = (-5)]

(25)°(-5) = (-1)%(-5) = 5 (mod 13).

m
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CAPITULO 2

DEFINICIONES COMPLENETARIAS

tas definiciones corré&bdndeﬁ'a la opcién 2 Diccionario
| Menu principal del programa. El alumno puede accesar de

formas:

Por la opcién 2 del MENU PRINCIPAL

Desde las pantallas que desplieguen el mensaje

[? diccionario]
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NJUNTO

matemidtica hay conceptos sin definicién o, primitivos.

JUNTO es un concepto primitivo, pero, laé siguientes

2as sobre el mismo, permiten lograr una adecuada comuni-

cidén:

Un conjunto S estd formado por elementos y, si
"a" es uno de estos elementos la notacién es:

a € s
que se lee "a pertenece al conjunto S"
Existe sélo un conjunto sin elementos. Eé el
conjunto VACIO la notacién usual es

{1}

] Se puede describir un conjunto mediante una
propiedad que caracterice a los elementos o;
encerrando en llaves las designaciones de ios
elementos, separados por comas..Tambi§ﬁ es comin
usar la notacién {x|Px}, dond¢ erJ§aracteiiza
los elementos del conjunto. P??;? ﬁombrarles se

utiliza letras Maydsculas def;dlfabeto latino.

Ejemplos:

A={1,a,2}

B={x|x es un niméfe entero positivo}
Se dice que un conjunto S esté bien definido, si
para todo objeto "a", se sabe con seguridad que:

a pertenece a S o0 que, a no pertenece a S.

almente se utiliza la siguiente notacién para algunos

~>

PR,

T OB

R S 715 BN S =¥

AT

RYPST S I = BB

W




njuntos numéricos conocidos:

N= {x|x
Z= {x|x
Z+={x|x
Q= {x|x
Q+={x|x
R= {x|x
R+={x|x
C= {x|x
Zn= {0,

numero
numero
nimero
nimero
nimero
nimero
ndimero

nimero

entero positivo}
entero}

entero no negativo}
racional}

racional positivo}
real}

real positivo}

complejo}

) n_l} Z6= {O, 1’

2,

.

figura d.1
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BCONJUNTO ;

an S y T dos conjuntos cualesquiera. T es "subconjunto" -
'S si y solo si, (¥a) (a € S => a € T). &

emplos:

‘es subconjunto" de R

"es subconjunto" de Z

LACION DE EQUIVALENCIA

L relacién ' en un conjunto S, que satisface las propie-
les reflexiva, simétrica y transitiva descritas en el
rema 2.1, de la definicién de particién, es ﬁna "rela-
n de equivalencia en S". Cada celda [a] en la particién

lural dada por una relacién de equivalencia es una "clase

equivalencia". &

VA N IS o

.ICION DE UN CONJUNTO

a particién de un conjunto S no vacio" es una descompo-

i6n del conjunto en n celdas [al, tales que todo

mento del conjunto estd en exactamente una de las

las. H
iotacién formal es P(S)
3 [aI] U [a2] U [a3]3glff.. (J'[an]

N la] n[ayln...n [a]={)

celda [a] en “1d& particién natural dada por una
cién de equivéiencia es una "clase de equivalencia".
‘ema 2.1. Sea S un conjunto no vacio Yy sea I' una

acién entre elementos de S que satisface las propiedades

lientes:

b KNGV JT] 3

AL
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REFLEXIVIDAD.- a I' a para todas las a € §. é
! SIMETRIA.- Si a I b, entonces b I a. 2
| TRANSITIVIDAD.- Si aTI b y bT c, entohces arl c.
Ftonces, I' produce una particién natural de S, donde
(celda)a=[al={x € S | x T a}
la celda que contiene a "a" para todas las a € S.
Cciprocamente, cada particién de S da lugar a una relacién
 turalI‘que satisface las propiedades reflexiva, simétri-
y transitiva si se define a I' b como a € [b]. =
jemplo: | d
relacién de congruencia médulo m , MeEN, determina una %
rticién en el conjunto de los enteros. X
lODUCTO CARTESIANO }
. "producto cartesiano de conjuntos" S1, S2,...,Sn es el z
njunto de todas las n-adas ordenadas (al, a2, ...an),
}de a; € S,
, notacién es S1 x S2 x ... x Sn. ®
}ﬂCION -
funcién ® de un conjunto A é; un conjunto B es una
gla de correspondencigﬁqﬁe asigna a cada elemento de A
(actamente un elementq de b € B. Se dice que ® lleva a en
Iy que ¢ lleva A Qﬁ_fuiLa notacidén cldsica es ®(a)=b. El
emento b es la”imaéén de a bajo ®. El hecho que & lleva i
en B se represéntara simbélicamente por ® : A—> B Q

mnde A es el dominio de ®; B es el codominio de @ y el

njunto A®={a®|a€cA} es la imagen de A bajo ®. ®

b AU Y
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PERACION BINARIA

an S un conjunto cualquiera, S{»8),8) € Z y, * una
ncién. Una "operaci6én binaria" en S es la funcién * de
X S en S. La notacidén es S *¥s)=s;. @
la operacidén binaria * en un conjunto S es CONMUTATIVA si
solo si a*b = b*a para toda a,b € S. &

a operacién binaria * en un conjunto S es ASOCIATIVA
y solo si (a*b)*c = a*(b*c) para todo a,b,c e Z. &
LGORITMO DE LA DIVISION EN Z (TEOREMA)

a p € N. Para cada entero n existen enteros dnicos qy r
1les que se satisface
n=mpq+r y Ofs r <p. B’

IS nimeros q y r se llaman cociente y residuo, respectiva-
nte, cuando se divide n por p.

r ejemplo. Por ejemplo, si p=7 y n=33 entonées 33=7x4 +
Qor lo que g=4 y r=5. |

MERO PRIMO

"

> denomina nimero primo " a todo nimero entero que posee
actamente cuatro divisores. B
emplos:

Si p es un nimero primo, sus wnicos divisores

son: 1, -1, p,ﬁ{*.pﬁ
3 es primo péés tiene exactamente 4 divisores: 1,
_1, 3’ —3

0 no es primo, tiene mias de 4 divisores ya que,

cualquier entero diferente de cero divide a 0.

4\
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UMEROS PRIMOS RELATIVOS

)s nimeros enteros a y b se dirén primos relativos si

tisfacen:
d es divisor de a
d es divisor de b
==> d=1 o d=-1
jemplos:

Si p ¥y q son primos positivos distintos, p Yy g
son primos relativos.
6 ¥y 15 no son primos relativos, pues 3 es di?isor
comin de 6 y 15.
NGRUENCIA MODULO m
ban h,k,s € Z y, m € N. Se define h congruente con k
idulo m, lo cual se denota h = k (mod m), si y solo si h-k
divisible entre m, es decir, h-k=sm para aigund s € Z.1
UPO |
grupo <G, *> es un conjunto G, jun}o'éon una operacién
aria * en G, tal que se sgtﬁg}ace los siguientes
iomas: 4
La operacién binarigﬁés asociativa.

Existe un elemento e en G tal que e*x = Xx¥e=Xx

para todas las ' € G. Este elemento e es un

"elemento idéntidad" para * en G.°’
Para cada beG existe un elemento b"eG con la

propiedad de que b"*b=b*b"=ze. EI elemento b" es

un inverso de b respecto a *. ¥
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JRUPO ABELIANO

Jn grupo G es abeliano si su operacién binaria * es
conmutativa. ®

LEMENTO GENERADOR

elemento a de un grupo G "genera" G y es un generador de
7 si <a>=G. #
RUPO CICLICO
Jn grupo G es CICLICO si existe algin elemento a en G que
enere G. §

INILLO

anillo <R,+,.> es un conjunto R junto con dos operacio-
es binarias + y ., que llamamos suma y multiplicacién,

efinidas en R tales que se satisfacen los siguientes

Xxiomas:

<R,+> es un grupo abeliano.

: La multiplicacidén es asociativaﬁ_”

’ Para todas la a,b,ceR, sevcumpﬁéila ley distribu-
tiva izquierda a(b+c)=(ab)xj;' (ac) y la ley
distributiva deré;ga1a+b)c-= (ac)+(bc). n

NILLO CONMUTATIVO

n anillo en donde ultiplicacién es conmutativa es un

nillo conmutativo. ®
NILLO CON UNITARIO

anillo R con identidad multiplicativa 1 tal que 1x=x=x

ara todas las xeR es un anillo con unitario. ®

A N T B
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EMENTO UNITARIO en unvanillo
a identidad multiplicativa en un anillo es un elemento
itario. ®

IDAD DE UN ANILLO
a R un anillo con unitario. Un elemento u en R es una
nidad de R si tiene un inverso multiplicativo en R. ®
MICAMPO o anillo con divisién

todo elemento distinto de cero en un anillo R con
itario es una unidad, entonces R es un semicampo o anillo
n divisién. n
MPO

campo es un anillo conmutativo <con divisién. &
VISORES DE CERO

a y b son dos elementos distintos de cero de un anillo
tal que ab=0, entonces a y b "son divisoréS'dé 0". En
rticular, a es un divisor izquiérdo de O y b és un
visor derecho de 0. ® »
» INIO ENTERO

dominio entero D es un anillo conmutativo unitario que

contiene divisores de 0. ®
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CAPITULO J

BIOGRAFIAS

1. GAUSS, EL PRINCIPE DE LOS NATEMATICOS

B

il linaje de Gaus@ﬁ fincipe de los Matemdticos, lo fue

odo menos redf;_ Hijo de padres pobres, nacié en una
hiserable cabafia de Brunsvic, Alemania, el 30 de Abril de
777. Su nombre bautismal fue Johann Friedrich Carl Gauss.

.a imagen que la historia tiene del padre de Gauss es la de
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hombre justo, escrupuiosamente honesto y rudo hasta casi
legar a la brutalidad con sus hijos. Hizo todo lo que
istaba a su alcance para frustrar a su hijo y privarle de
jdquirir una educacién adecuada a sus facultades.

or el lado de su madre Dorothea, Gauss fue verdaderamente
fortunado. El padre de Dorothea fue un cantero que murié
tuberculosis a los 30 afios de edad; dejé dos hijos:
orothea y su hermano menor Friedrich.

ui se evidencia la ascendencia del genio de Gauss.
ondenado por necesidad econémica al oficio dé tejedor,
riedrich fue un hombre genial, altamente inteligente, cuya
ente aguda e inquieta se desarrollé por si misma en campos
y alejados de sus medios subsistenciales. Friedrich hizo
ran reputacién como tejedor de finos damascos. Encontrando
a mente afin en la del hijo de su hermana, agudizé su
genio en el del joven genio e hizo 1@ que pudo para
stimular la vida 1égica del muqhachb con su propia
ilosofia de la vida. 5

8 madre de Gauss fue una honrada ﬁﬁjer de fuerte caréacter,
guda inteligencia. Su<§g3b fue.su'orgullo desde el dia de
nacimiento hasta su.‘muerte a los 96 afios. Pasd los

\timos 20 afios en k“-,usa de su hijo. Gauss recompensé la

alerosa proteccién de sus primeros afios, dé4ndole una
2rena vejez. Cuahdo se volvié ciega, é1 la cuidé y atendid
su larga y dltima enfermedad.

‘toda la historia de las Matemédticas nada hay que se

ramy vy
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cerque a la precocidadrde Gauss cuando nifio.
stando ain en el colegio Gauss habia empezado las investi-
aciones en las matemdticas superiores que habian de
acerle inmortal. Sus prodigiosos poderes de calculo
ntraron entonces en juego. Fue directamente a los mismos
imeros con que experimentaba, descubriendo por induccién
econditos teoremas generales, cuya demostracién le habian
e costar incluso a é1 un esfuerzo. De esta forma redescu-
rié "la joya de la aritmética", theorema aureum, al cual
abia llegado también Euler inductivamente, que es
onocido como la " LEY DE LA RECIPROCIDAD CUADRATICA" y
ue €l habia de ser el primero en demostrar.
a formulacién de Gauss de la Ley de la Reciprocidad
uadratica es la siguiente:
"Sean p y q primos positivos impares. Si p es de
la forma 4m + 1, entonces la'ecuACién X2 = q
(mod p) admite solucién si, y §§10 si, la ecua-
cién X! = p (mod q) admite sog;;ibn. Si p es de
la forma 4m + 3, entonces la ;;uacién X2 = q (mod
p) admite soluciéﬁf;si y s6lo si, la ecuacién x*

= -p (mod q) admité solucidén".

BN

@ investigacioén ,Zriginé en una simple pregunta:

udntos digitos*hay en el periodo de un decimal que se
pite? Para esclarecer un poco el problema, Gauss calculé
s representaciones decimales de todas las fracciones 1/n

ra n=1 hasta 1000, siendo n un entero. Asi
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desde 1/1
1.000000000000000000
0.250000000000000000
0.142857142857142857
0.100000000000000000
0.076923076923076923
0.062500000000000000
0.052631578947368421
0.045454545454545455
0.040000000000000000
0.035714285714285714
0.032258064516129032
0.02941176470588235)
0.027027027027027027
0.025000000000000000
0.023255813953488372
0.021739130434782609
0.020408163265306122
0.019230769230769231
0.018181818181818182
0.017241379310344828
0.016393442622950820
0.015625000000000000
0.014925373134328358
0.014285714285714286
0.013698630136986301
0.013157894736842105
0.012658227848101266
0.012195121951219512
0.011764705882352941
0.011363636363636364
0.010989010989010989
0.010638297872340426
0.010309278350515464
0.010000000000000000
0.009708737864077670
0.009433962264150943
0.009174311926605505
0.008928571428571429
0.008695652173913043
0.008474576271186441

hasta 1/120 ke

0.500000000000000000
0.200000000000000000
0.125000000000000000
0.090909090909090909
0.071428571428571429
0.058823529411764706
0.050000000000000000
0.043478260869565217
0.038461538461538462
0.034482758620689655
0.031250000000000000
0.028571428571428571
0.026315789473684211
0.024390243902439024
0.02272727212121117
0.021276595744680851
0.020000000000000000
0.018867924528301887
0.017857142857142857
0.016949152542372881
0.016129032258064516
0.015384615384615385
0.014705882352941177
0.014084507042253521
0.013513513513513514
0.012987012987012987
0.012500000000000000
0.012048192771084337
0.011627906976744186
0.0112359550561797175
0.010869565217391304
0.010526315789473684
0.010204081632653061
0.009900990099009901

0.009615384615384615

0.009345794392523364
0.009090909090909091
1849557522123894

0.33333333333333333)

0.166666666666666667
(N RRRRRRRRaROaaeaLs!
0.083333333333333333
0.066666666666666667
0.055555555555555556
0.047619047619047619
0.041666666666666667
0.037037037037037037
0.033333333333333333
0.030303030303030303
0.027777777777777778
0.025641025641025641
0.023809523809523810
0.02222222222222221)
0.020833333333333333
0.019607843137254902
0.018518518518518519
0.017543859649122807
0.016666666666666667
0.015873015873015873
0.015151515151515152
0.014492753623188406
0.013888888888888889
0.013333333333333333
0.012820512820512821
0.012345679012345679
0.011904761904761905
0.011494252873563218
AR SRRRRRENIEN
0.010752688172043011
0.010416666666666667
0.010101010101010101
0.009803921568627451
0.009523809523809524
0.009259259259259259
0.009009009009009009
0.008771929824561404
0.008547008547008547
0.008333333333333333
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desde 1/121
0.008264462809917355
0.008064516129032258
0.007874015748031496
0.007692307692307692
0.00751879699248120)
0.007352941176470588
0.007194244604316547
0.007042253521126761
0.006896551724137931
0.0067356756756756757
0.006622516556291391
0.006493506493506494
0.006369426751592357
0.006250000000000000
0.006134969325153374
0.006024096385542169
0.005917159763313609
0.005813953488372093
0.005714285714285714
0.005617977528089888
0.005524861878453039
0.005434782608695652
0.005347593582887701
0.005263157894736842
0.005181347150259067
0.005102040816326531
0.005025125628140704
0.004950495049504951
0.004878048780487805
0.004807692307692308
0.004739336492890995
0.004672897196261682
0.004608294930875576
0.004545454545454545
0.004484304932735426
0.004424778761061947
0.004366812227074236
0.004310344827586207
0.004255319148936170
0.004201680672268908

hasta 1/240

0.008196721311475410
0.008000000000000000
0.007812500000000000
0.007633587786259542
0.007462686567164179
0.007299270072992701
0.007142857142857143
0.006993006993006993
0.006849315068493151
0.006711409395973154
0.006578947368421053
0.006451612903225806
0.006329113924050633
0.006211180124223602
0.006097560975609756
0.005988023952095808
0.005882352941176471
0.005780346820809249
0.005681818181818182
0.005586592178770950
0.005494505494505495
0.005405405405405405
0.005319148936170213
0.005235602094240838
0.005154639175257732
0.005076142131979695
0.005000000000000000
0.004926108374384236
0.004854368932038835
0.004784688995215311
0.004716981132075472
0.004651162790697674
0.004587155963302752
0.004524886877828054

0.004454285714285714

0.004405286343612335
0.004347826086956522
4291845493562231

0.008130081300813008
0.007936507936507937
0.007751937984496124
0.007575757575751576
0.007407407407407407
0.007246376811594203
0.007092198581560284
0.006944444444444444
0.006802721088435374
0.006666666666666667
0.006535947712418301
0.006410256410256410
0.006289308176100629
0.006172839506172840
0.006060606060606061
0.005952380952380952
0.005847953216374269
0.005747126436781609
0.005649717514124294
0.005555555555555556
0.005464480874316940
0.005376344086021505
0.005291005291005291
0.005208333333333333

0.005128205128205128

0.005050505050505051
0.004975124378109453
0.004901960784313715
0.004830917874396135
0.004261904761904762
0.004694835680751174

0.004629629629629630
0.004566210045662100

0:004504504504504505
0.004444444444444444
0.004385964912280702
0.004329004329004329
0.004273504273504274
0.004219409282700422
0.004166666666666667
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Y ASI SUCESIVAMENTE

desde 1/881
0.001135073779795687
0.001131221719457014
0.001127395715896280
0.001123595505617978
0.001119820828667413
0.001116071428571429
0.001112347052280311
0.001108647450110865
0.001104972375690608
0.001101321585903084
0.001097694840834248
0.001094091903719912
0.001090512540894220
0.001086956521739130
0.001083423618634886
0.001079913606911447
0.001076426264800861
0.001072961373390558
0.001069518716577540
0.001066098081023454
0.001062699256110521
0.001059322033898305
0.001055966209081309
0.001052631578947368
0.001049317943336831
0.001046025104602510
0.001042752867570386
0.001039501039501040
0.001036269430051813
0.001033057851239669
0.001029866117404737
0.001026694045174538
0.001023541453428864
0.001020408163265306
0.001017293997965412
0.001014198782961460
0.001011122345803842
0.001008064516129032

0.00100502512562814%
0.001002004008016032 -
hasta 1/1000 '

......

0.001133786848072562
0.001129943502824859
0.001126126126126126
0.001122334455667789
0.001118568232662192
0.001114827201783724
0001111ttt
0.001107419712070875
0.001103752759381898
0.001100110011001100
0.001096491228070175
0.001092896174863388
0.001089324618736383
0.001085776330076004
0.001082251082251082
0.001078748651564186
0.001075268817204301
0.001071811361200429
0.001068376068376068
0.001064962726304579
0.001061571125265393
0.001058201058201058
0.001054852320675105
0.001051524710830705
0.001048218029350105
0.001044932079414838
0.001041666666666667
0.001038421599169263
0.001035196687370600
0.001031991744066047
0.001028806584362140
0.001025641025641026

0. 001022494&87525562,

0.001049367991845056
0.001016260162601626
0.001013171225937183

0, 001004016064257028

0.001001001001001001

0.001132502831257078
0.001128668171557562
0.001124859392575928
0.001121076233183857
0.001117318435754190
0.001113585746102450
0.001109877913429523
0.001106194690265487
0.001102535832414553
0.001098901098901099
0.001095290251916758
0.001091703056768559
0.001088139281828074
0.001084598698481562
0.001081081081081081
0.001077586206896552
0.001074113856068743
0.001070663811563169
0.001067235859124867
0.001063829787234043
0.001060445387062566
0.001057082452431290

0.001053740779768177

0.001050420168067227
0.001047120418848168
0.001043841336116910
0.00104058272632674)
0.001837344398340249
0.001034126163391934
0.061030927835051546

9, 001027749229188078

0.001024590163934426
0.001021450459652707
0.001018329938900204
0.001015228426395939
0.001012145748987854
0.001009081735620585
0.001006036217303823
0.001003009027081244
0.001000000000000000
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ODOS esos calculos reélizé Gauss en su época SIN calcula-
ora ni computadora. No encontré, GAUSS, el tesoro que
staba buscando, sino algo infinitamente mayor, la "ley de
a reciprocidad cuadrédtica", al mismo tiempo introdujo una
e las revolucionarias nociones que adoptd en la nomencla-
ura aritmética y en la notacién, la de CONGRUENCIA.
a ideas que asaltaban a Gauss desde sus diecisiete afios
abian reducidas al orden. Desde 1795 habia estado meditan-
0 una gran obra sobre la teoria de los nimeros . Esta tomé
ntonces una forma definitiva y en 1798 las Diéquisitiones
rithmeticae estaban pridcticamente acabadas.
espués de Gauss las matemdticas se convirtieron en algo
otalmente distinto de las matemdticas de Newton, Euler y

agrange.

o FERMAT

ierre de Fermat (1601-1665), nacgéicerca de Toulouse y
asé6 toda su vida en el sur déf Francia, lejos de los
entros europeos imporighﬁes.'Fermat fue el primer mateméa-
icos en aceptar eL_:desafio en teoria de nilimeros que
resentaba la Ari?@iﬁ%@a de Diofanto de Alejandria (325-
09), obra editada ééf primera vez en Europa, en 1621, por
laudio Bachet (1587—1638) en su texto original griego y
na traduccién al latin.

ermat trabajé como abogado y juez y tal vez buscé en la

Wpam  F BN F Whaaw e
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abstraccidén y la creacidén matemdtica refugio a sus funcio-
nes de jurista. Muchos de los resultados de su labor Fermat
los comunicaba epistolarmente a sus amigos o los redactaba
en notas personales o, los escribia en las margenes de su
copia del libro‘de Bachet. Su hijo Samuel publicé, después
de la muerte de Fermat, acaecida en 1665, una segunda
edicién de la Aritmética y agregd las notas marginales
(Toulouse, 1670). De estas notas marginales la mas famosa
es la denominada "conjetura de Fermat: x' + y? = z', que
considera imposible de resolverla para nuimeros enteros

mayores que 2.

4.3, EULER

Leonard Euler (1707-1783) fue hijo de un clérigo,vque vivia
en los alrededores de Basilea. Su talentb natural para las
matemdticas se evidencié pronto pogiglAafén y la facilidad
con que dominaba los elementos, bg}btla tutela de su padre.
A una temprana edad_ fue enviéﬂo' a la Universidad de
Basilea, donde trajonfd atencién de Jean Bernouilli.

Inspirado por un maestro asi, maduré rédpidamente, y a los

17 afios de edad, - _'éhdo se gradué de Doctor, provocé

grandes aplausos con un discurso probatorio, el tema del
cual era una comparacidén entre los sistemas cartesiano y

newtoniano. Su dGltimo y principal objetivo fue el perfec-

cionamiento del cdlculo y del andlisis matematico.




CAPITULO 4

MANUAL DEL USUARIO

Este programa junto con todos los pfogramds;complemehtarios
y el sistema de inicializacién,rrgqufere de un medio de

almacenamiento (diskette), de al @5565'720 kb.

Para su mantenimiento ;thenga una copia de respaldo de

todo el diskette, mgdiénte el comando diskcopy, desde el

sistema operativo

KN

Para su ejecucién siga las siguientes instrucciones:

1. Coloque el diskette "protegido contra escritura"




en el drive que corresponda e inicialice el

sistema operativo.

Desde el mismo drive digite MODULAR, pulse la

tecla Enter y espere un momento.

Primero se despliega la pantalla de presentacién

del TEMA,

pulse la tecla Enter para continuar.

60




4.

Se desplegard el MENU PRINCIPAL que luce asi

pulse la tecla Enter para continuar ...

Pulse el nimero que coresponde a la opcién que
usted desea seleccionar. Si es la primera vez que
usa este programa, es recomendablé que siga en
orden las opciones porque logitémas se explican
de forma secuencial.

Preste la debida atencién dﬁrante el desarrollo
de este Tutorial}*lea todos los mensajes que se

despliegan en pantalla, si existen preguntas que

no pueden .sei» contestadas con la ayuda del

programa, andtelas para que sean consultadas al

profesor.,
La opcidén 2 Diccionario, le permite ingresar a la

consulta de definiciones matemdticas relacionadas
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con el tema tratado. El MENU correspondiente es

i LT e

Lt T T | I |

4
|
|

Pulse el numero correspondiente a la definicidn
que desee consultar.También puede ingresar a esta
opcién desde las pantallas donde se despliega el
mensaje [? para ingresar a diccionario].

6. Cuando concluya una leccién deberd contestar un

cuestionario y sus respuestas serdn almacenadas
en el diskette para que el profesor pueda ente-
rarse de su avange. Cumpla con este requisito

cuando esté seguro de haberse esforzado 1lo

suficiente pﬁﬁﬁ‘comprender todo lo explicado en
la lecciéfi correspondiente.
T La opcidn 5 ==>SALIR le permite salir del progra-

ma y regresar al sistema operativo, desde donde

podra apagar el computador.
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CONCLUSIONES

. La definicién de la relacién de congruencia enunciada por
Gauss, establece una estrecha analogia con la relacién de
igualdad.

Los criterios de divisibilidad de los nuimeros, asi como
la determinacién de la primalidad son aplicaciones muy
importantes de la relacién de congruencia médulo m.

Es muy importante el aporte de las congruencias en el
andlisis del comportamiento de las potencias numéricas. Por
ejemplo, si calculamos las potencias sucesivas de 1los
nimeros médulo 7, encontraremos que se rTepite la misma

secuencia una y otra vez. Asi, las potencias de 2 son

2V =g b= b =g
2l = 2 A o9l 29
2t =g 2 =4 o F =3

la serie 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, 2, 4 se repite indefinida-
mente. Para las poté&@iés de 3, la serie es 1,3,2,6,4,5

una y otra vez; y, como puede comprobarse, hay series

g0y

seme jantes para los

mds nimeros. Es fdcil ver que cuando
se alcanza unafpotéﬁcia cuyo valor sea 1, la secuencia se
repite.

En general, la congruencia médulo m es particularmente

importante para la Teoria de numeros.
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