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INTRODUCCION

f;ro del estudio delb Algebra Lineal, tratamos acerca
‘un tema especial de funciones llamada TRANSFORMACION
NEAL, para lo cual damos una pequefia biografia de
thur Cayley, quien fué uno de los matematicos que did
onocer estas funciones.

thur Cayley (1821 - 1895) nacidé en Richmond, Surrey;
bhur fué enviado a una escuela privada de Blackheath,

f

los 14 afios al King s College School de Londres. Su
110 matemdtico se manifestd por si mismo muy temprano,
Joven desarrolldé una asombrosa habilidad para largos

lculos numéricos que emprendia para divertirse. Cay-

credé areas totalmente nuevas de las matematicas, su

m

i notables contribuciones fueron en geometria analiti-
de dimensidén n, teoria de 1los determinantes, trans-
iciones lineales y teoria de las matrices, estas

iimas las desarrollé al trabajar con transformaciones

gales del tipo X° = aX + by 3
eX + dY, donde a, b, ¢, d son ntmeros reales, pu-
ido pensarse que son funcionee gque transforman el

(X, y)y el vectér (x°, y’), es decir que al

biarse en otra tiene diferente forma.

_ ‘ﬁées que el Algebra Lineal viene

emos manifestar
délo de repreggntaf con vectores muchos objetos de
*rés en las éplicaciones, sino también de representar
as de las operaciones o transformaciones que en

tos casos se transforman en datos de entrada y de

eesii
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psi que, muchas veceé éstas transformaciones resultan
eales ya que en ellas existe la suma y el ‘producto y
- lo tanto, el matemadtico intenta deducir ﬁropiedades
Llas transformaciones asi como aprender sobre las
piedades de las estructuras reales que se dan en cada
, también encontramos definiciones del Kernel e
en- de una Transformacién Lineal asi como también
idad y Rango.
mismo, encontramos la representacién matricial de la
cién transformacidn lineal, la cual indica qﬁe existe
L matriz Amxn que da luego una transformacidén lineal
" Rn ——-> Rm definida por Tx = Ax. Tambien se han
luido algunos teoremas cuyas demostraciones las podra
ontrar en los textos gue han servido de consulta, los
Qms que son indicados en las péginas correspondientes
or ultimo tenemos los Isomorfismds Qué'son utiliza-
en una gran variedad de aplicaqigneé dentro de la
cién transformacidn lineal. -
tanto espero gue el presegie'trabajo sea claro

igi_lector, facilitando la comprensién del tema.

p—




TRANSFORMACION ILINEAI.

INICION 1.- BeanV (®Q) v W ( M) espacios

ctoriales reales, con sus respectivas operaciones suma

.,oducto por escalar. Una funcién T de V en W
una transformacidén lineal W (T: V ~——2> W) 81 v s0lo
cumple con las siguientes propiedades:

) T(vi ®vz) = T(vi) ® T(va) ¥ vi, vz € V

) T(agvi=ag T(v) , YVvevVv, aeR

vFILUSTRACIONES DEL CONCEPTO DPE

TRANSFORMACIOGNES LINEALES

Consideremos la funcién T:R2 -->» R=2 definida por

T{x,v)} = (x,x+y)}, probaremos gue es una

transformacién lineal.

Sean: vi = (X1,¥1) v vz= (Xz,yz2)
vi ={x1 wi) ==5 T(V1):(x;, Xi+y1)
vz = (xXz vz) ==> T(vz)=(x2, Xzt+yz),

Veamos si: s
‘ T(vi @ v2) = T(vi) ® T(Vz):-,w;;:f"’ :
1  -

e

Blvs © v2) = T{(x1 ¥1) @ (x2 yz2)}

T( 4 Xz , yi + y=2)

3%(Xi%§; . (X1+X2)+(yi+yz))
:(Xl+y2 , (Ri+y1i) + (Rztyz))
= (X1 X1tya ) + (X2 Xztyz)
= T(vi ) @>_T(V2)

: Bl o es un escalar real entonces avi = {(aXi.,ayi)

T rY——




PRUEBA %

T(a o Vi) T{a C}(Xl s V1))

T(a . vi) T(a x1 + a y1)

(ax1, a X1 + a yi)

{a %1, a (x1+v1i)]
=a (X1, Xi+vi)
T(a ] Vi J)=a E]T(V1)

Lo cual prueba que T es una transformacioén lineal.

Sea T: Mzxz ——-> definida por:

a
T(A) = = a+d, A € Moz
c d f

o’

determinar si T es una transformacién lineal.

Sean: —

a1 E;} b;_g

A= { v B= ﬂ
C1 di] da | |
- R | S ‘

entonces se tiene que:

az bz

===>T(B)= a=z + ds=




Veamos si: }

T (A@B) = T(A) © T(B)

en donde:
a1 b1 az bz |
TA®B) =T @ i
. c1 di cz dz l;
a1 + asz b1 + bz
&P
ci1 + C2 di + dz §

= (a1 + az) , (di + dz) ' }
= (a1 + d1) + (az + dz) |

= T(A) ® T(B)

Probaremos que cumple con la propiedad indicada

Tr———

T(aga) =a [ T(A)

ai by

=
o
R
>
I
-3
o
[

aal abi

aciL adi

%
S ——

= (a a1 + o di)

= a (az + di)

= @ EJT(A)




Como T cumple con las propiedades de la definicién,

entonces es una Transformacién lineal.

ha transformacién lineal T: R® —>R3 definida por
(x;y,2)= (x,by,O), geométricamente considerado,

isigna a cada vector del espacio su "proyeccidén” en el
plano xy. Por ejemplo: v = (3,5,4)

—> T(v)=T (3,5,4) = (3, 5,0)
Veamos osi:

[(3, 5, 4) = (3, 5, 0)

1 = (3, 5, 4) ===> T(vi) (3, 5, 0)

(3, 5, 4) ===> T(va) = (3, 5, 0)
(v @Vz) = T(vi) @® T(va) ' |
= TI(8, 5, 4) + (3, 5, 4)1 .
=T(3+ 3, 5+5, 4+4)

(3+3, 5+5, 0.+0)

(3, 5, 0) + (3, 5, 0)

- = T(vi) @ T(Vz)
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T(agvi) = a g T(vi)
i T(aqvy) = T(a 7 (3, 5, 4)
T(a3, ab, ad)

(a3, ab, a0)

= a (3, H; 9)

= EJ T(Vl)

1.7.4 Supongamos que”%ész —>» P2 v que T tiene la

siguiente regla de correspondencia:

+(b+c)x + (2a-3b)x2.

Probaremos gque:

T es una transformacidén lineal.

©Sroy

de (,'e,m-" M
- Bimy g, Ca
’"9 HOmgIQ Crri

Sean: | R

ateméticgs

<
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vi = a1 + biX +ci1X2 —> T(vi)= ai+(bit+ci)X

+(Za1~3b1)x=

vz az + bzx + c2x2 —> T(vz)= az + (batcz2)x

+ (Zaz—3bz)x= ﬁ
Jeamos si: , |
T(va @)vz) = T(vi) & T(vz)

entonces decimos gue es una transformacién lineal i :
]

[ (vi @ vz) = Tl(ax + bax + cix } @ (az + bax + c2x )}
= T(ait+taz+(bit+ba)x+(citcz)x2 J ' t
a1 + az +(bi1 + bz + c1 + cz2)x +[2
(a1 + az) - 3(b1 + bz)]Ix2

= a1 + az +[(bx + c1) + (bz + c2)]lx + ’
[(2a1 - 3b1i) + (Zaz - 3bz )Ix=

= [axr +(b1 +c1)X + (281-3b1)x2]+ , k.

faz +(bz2 +c2)ix +(2asz —‘3b2)X2

= T(vi} & T(vz) 1
Veamos ademds si T(a q v) = a‘ﬁfT(v) !

T (agvi) = Tla m (a1 + biX + GiX2 )]

P

= T(a a1 + a b1X + a c1X2 )

é}bl + c1)X +(2 a a1 - 3abi)X=2 \

= &a1 * a(bi + c1)X + a(Zar - 3b1)x2

= a {ar + (br +c1)X + (231 - 3bi1)x=2]

:'a £ T(vy) 1

Iuego T es una transformacidén lineal.




Transformacién Cero
Sean V v W espacios vectoriales y T: V —>W la
funcién definida por T(v) = Qv para todo v de V,
se llama Transformacidén Cero. Esta transformacidn
es lineal ya gque es cierto que:

T(vi @vz) = T(vi) @ T(vz)

pues T(vi} = O«

T(vz) = Ov

Por tanto, T(vi @ vz) T(O0v) & T(0v)

Ov + Ov = Ov

Entonces: T{(vyi + vz)

T(vi@ vz) = T(vi) @ T(vz)

Tlamgvy = apgpT(v)
donde
| T(a vy = a (Ov)
= o g T(V)

Transformacidn Identidad

Supbéngase gue V es un espacio vectorial v que

todo v de V, se puede probar que I es una

ansformacién linedl . Se le llama transformacidn

identidad o b?en operador 1identidad.

Transformacién de reflexidn.

Su?éngase que T: R2 —> R=2 ests definida por

1"V -——-> V es la fuﬁéién definida por I(v)= v para

N

e _—




T{x,y) =(-x,¥%)
Es posible verificar que T es lineal.
Geométricamente T toma un vector de R2 y da por

resultado su "reflexidén” con respecto al eje Y

Determine si la siguiente funcién dada de RS en RS es

lineal.

PR —> B8 , T (%, ¥, 2) = (=X, v2, %)

vi = (X1 , yi, z1) ==> T(vi) = (XiVi, Vi Z1, ZiX1)
vz = (X2, yz2, z2) ==> T(vz) = (Xzy=z, yz2zz2, z2xXz)

Veamos si:

T(vi) & T(vz)

T(vi ® v=)

I

T(vi @® vz) Ti(xx1 y1 2z1) @ (x=2 vz zz)] |
= Ti(x1 + %2 , y1 + y2 , 21 + z2)]
= (X1y1 + X2yz , yizi + y2Zz ,ZiXa
+ zZ2Xz) v
Como no se cumple con la propied@@?débque T(vi & vz) =
T(vi> ® T(vz) , entonces T igﬁfés una transformacidn

lineal.

=

|.2 PROFPIEDADES BASICAS PE LAS TRANSFORHACIONES

LINEALESR

L.2.1 TEGREMA(1).- Sea T:V —>W una transformacidn
lineal, entonces para todos los vectores Vi,

V2,..., Vn € V v todos los escalares aqi.dz ....,




T

0n , se cumplen las siguientes propiedades:
i) T(Ov): Owe

ii) T(vi - va)= T(vi)- T(vz)

iii) T(avi +a2 vz +...4+ anvn)= aiT(vi) + 2T(vz)

+... + anT(vn)

1)  T(Ow) = Gw f 3
T(Ov) = T(O0v+0v) = T(Ov) + T(O+v) por tanto . 8
Ov = T(Ov) - T(0v) = T(Ov) + T(Ov) - T(Ov) ‘

Sabemos que Ov = Ow V¥V vector v se tiene
T(Ov) = T(Ov Ov) = OVT(OV) = Ow
i) T(vi -vz)= T(vi) - T(vz)

T(vy -vz)= Tivi + (-1)vzl=z T(vi) + T[(»—l)vz]

= T(vyi) +(-1)T(vz)

T(vy) - T(vz)

I

1ii) T (cavi+ davet...+ anve)= ~@1T(vi) + azT(vz) +...

+ anT(vn)
o

Esta parte se demostrarsd mediante induccién

matemédtica. S |
1Si n= 1 1a prggbéﬁés trivial

ol n=2

T(aivi + azvza) T{aivi) + T (azva)

S ———

i

ar1T{vi)+ a=T{(vz)

Esta ecuacién es vdlida si n=2
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e supondrd que es valida si n=K
(a1vy +azvz +...+anvk)= a1 T(vi) + az2T(vz)+ ...+
anT(Vk )

se probara que esto cumple que para n=- k+1 es

ambién verdadero.

[(avi+a va +...+ ax Vie)+ (k+1 +Vi+1 J1I=T(cava
azvz+...+ dx Vk) + T(am+i vi+1)

==> a1T(vi)+ a=2T(va)+...+ ax T(Vvi)+ i1 T(vi+1)

0 cual completa la prueba.

.2 TEORENA 2. - 35i V es un espacico vectorial de i
dimensién finita con base B = (Vi,vz,...,Vn).
bean wi,Wz,...,Wn, n  vectores en W.

Supbngase que Ti v Tz son dos transformaciones
lineales de V a W tales que ;

Tivi = Tavi = wi, i E=x - S . D ;
5i v es cualguier vector en V y_Tiv: Tav es

entonces Ti = Tz

Demostracidén de este Teorema 'lo encontrard en el
Texto Algebra Lineal de Grossman,42 edicidn,

RBditorial McGRAW—HiIL Interamericana de México

KERNEL E  IHMAGEN DE HHA TRANSFORMACION

AL

.1 PEFINICION DE KERNEL
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1) Sea T:V-->W una transformacién lineal
El conjunto de todos los vectores v en V tales
que T(v) =0Ow se llama Kernel de T o.Espacio

Nulo de T. 5u notacion es Ker(T) de manera

que:
Ker(T)= {v € V /T(v)=0w: ¥ v € V}
Nétese que siempre es cierto que O+ € Ker(T), va

que T{(0v) = Ow

3.2 DEFINICION IMAGEN DE T
Sea T:V —>W una transformacién lineal. E1l
conjunto de todos los vectores w en W tales
que existe por lo menos un elemento v en Vv
de modo que T(v)= W se llama Imagen de T ,
denotada por: Im(T).
De manera que:
Im(T) ={ w e W/ T(v) = w, ¥ »v;-é vV 1
ILUSTRACIONES DE KERNEL.£f§HAGEN DE UHA

TRANSFORHACION zznsﬁﬁf‘
. . Considerése la igﬁnsformacién lineal
T:R2 —>»R= définida por:

AL

TH(x,y)] = (i

L. XHY)

a) Hallar &l Ker (T)

b} Encontrar Im(T)

SOLUCION

Ay Eer(T) = (v € V: T(v) = Ow)




i2

Tix v)1=1(%x, 2y , x+y) =( 0 0 0)
Esto es: p(x) x =0
aly) : 2y = 0

r(x,y): x+y = 0
El sistéma tiene solucidén Gnica
10,00} = Ap(x) N g (x) A r(x,v) Por lo tanto,
Ker(T) es igual al cero vector (0,0) € R2.
Ker(T) = {(0,0)3C R=

BY TO(x,¥)] = (x, 2y, x+y) = (a, b, c)

(x, 0, x) + (0, 2y, v)

I

x(1, 0, 1) + y(0, 2, 1)

Por 1lo tanto la Im(T) es el conjunto de todos
los vectores de R® de la forma x(1, 0, 1) +

¥y(0, 2, 1) : |
Entonces la Im(T) =gen{ (1, d, 1)%(@, 2,‘1)}C:IR3
Entonces Ker(T) es un subesp@q}ézde R2 e Im(T)

es un subespacic de R2..

.2 KERNEL E IMAGEN DE UNA TRANSFORNACION LINEAL

Supbéngase que Tv = v, ¥ v e V ,T en este caso la

— denominamos tr&ﬁé‘ riacién  identidad. Entonces
Ker(T) es el - vector cero v la Im(T) = V.

Las transformaciones cero e identidad representan

los dos extremos. En la primera todo vector en v

‘esté en el Kernel de T. En el segundo solo el

P
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vector cerc de V eata en el EKer(T)

ATEOREMA KERT(T)

TEOREMA (1).- Bea T: V —>W una transformacidn

lineal T es 1inyectiva, si y solamente si Ker(T) =

{0v} |

La demostracidn de este teorema se la puede encontrar
en el Texto , Algebra Lineal de Grossman, 42 Edicidn,
Editorial McGRAW-HILL Interamericana de México,

pagina 389

TEGREMA DE LA DIHENEZSIOH

cean Vy W espacios vectoriales de dimensién finita.
Sea ademas T una transformacidén lineal (T: V --> W),
entonces dim V= dim Ker(T) + dim Im(T)

FRUEEA |

| Sabemos que Ker(T) (C V ==> dim Ker(T) = dim V

| Intentamos probar

es una base paga,Im (T)

w € Im(T) ==> v € V: T(v)z w
===> v= avi + avz +...+ da Va + PBiuvir + Bz u=z +

Br Uxr

Sea Br = {vi , vz , ..., Ve } 5& » una base para el
Ker(T) :

Ses# Bz = {vi, VE,...?;ﬁaﬂb « iy Ry esealie ¥ una base
para V

= {T(ux) ., T(uz), ... , T (uxr)}

Sl

E
!

-

R —




i4
==> w= T(v) = T(aivi + «aivz +...+davs +B31 uir + = uz +
+ Br ur )

==> = aiT(vi) + az T(vz) + ...+as T(ve) + B1T(ui) +

B2T(uz) + ... + Br T(ur)
= a10w + az0w + ... + asOw + BiT{(uir) + Bz T(u=z) +
oot By T(ux)

:::> w =81 T (ur) + Bz T(uz) +...+ BT(uxr)

Sea A {Tlua), TUU2)s sy Tluxl} =

Luego A genera Imagen de T
Probaremos que A es linealmente independiente en W.

Esto significa gue la Unica solucidn es la igualdad.

Bi T(ui) + Bz T(uz) + ... + Br T(uxr) = Ow donde

Bi= Bz = ...= Br =0

>T(Bxr ur + Bz uz + ... + Br Ur )} = OW

> (Brur + Bz uz + ... + Br ur ) € Kef(‘.’f)

> a1 Vi +az vaet ... +da Ve = PB1 u?/fﬁﬁé uz + ... + Brur

> g1 Vi 4+ az vz + ... + da Va -+ {-B1 u1) + (-Bz uz) +

+ (_ Br Ur-}

=> 01 = 0z = da = Bl.iﬁééﬂ:...': Br = O

puesto que B = {vi, va. .» Va, U1,..., Ur} €8 una

yase para V
QROLARI O
81 T: V ——-> W ¥ dim V= dim W entonces las siguientes
sroposicioﬁes scn  equivalentes

) T es invectiva

e

eR——




2)
3)
)

i5
T es scbreyectiva
T es biyectiva
51 B= {vi, Vvz2,..., Van } €8s una base de V, entonces

{T{u1y T(uz),..., T(un)} es una base para W.

1.5 HUHLIDAD Y RANGEO DE UHA TRANSFUORHMACION LIKEAL

o1 T es una transformacion lineal gque va de V en
W se define:

Nulidad de T = v(T)= Dim (Ker(T))

Rango de T = p(T) = Dim Im (T)

Asi en el ejemplo 1.3.2.1 1la nulidad es cero vy el

rango es dos.

1.5.1 Ejemplo

Encuentre una base para Ker(T), Im(T), si se tiene una

tranformacidn lineal de

F—

T: R® --> R2

T(x1 =Xz X3) = (X1+ Xz - X3 /*2X2 + x3)

Ker(T) = {v € V : T(v) = ow}

[ 4 ; A
Para determinar -Ker(T) se requiere encontrar todos

los vectores [xXx , Xz ,X3 ) tales que:

T(x1, %=z ,Xs'jg—.631 + Xz , X1 - 2 X2 + X3 ) =
(0,0)
Esto es todos los x, tales que el sistema de

ecuaciones cuya representacién matricial es AX =

B.

T et

N S

- e
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Planteamos el sistema de ecuaciones:
X1 = Xg = 0

X1 - 2X2 + X3 = 0

Resolvemos utilizando matrices:

[ 1 0 : 0 1 1 0:0
1 -2 1 50 0 -3 0:0
-

=== X2 - 1/3 Xa = 0 X2 = 1/3 X3
X1 + X2 = Q
X1 + x8/83 = Q X1 = - 1/3 x3
La solucion es:
(X1 X2 x3 ) = {-1/3 x= X3/3:  xa3

=Xa ( - 1/3 *uiazs. 1)
Base para Ker(T) es ( —1/8'fﬁ5/3  1)
gor lo tanto ”

Dim Ker(T) = 1

.6 WATRIZ DE CAWBIO DE BASE
Dado que 1la métriz de coordenadas de un vector

depende deé 1la Base,esta matriz cambia cuando se

cambia la base.

Abordamos este tema ya que existen infinitos

{
¢
J
5

P

VS

~ =~
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numeros de bases de donde escoger para un €s8pacio

vectorial de dimension n.

6.1 PEFINICION DE MATRIZ DE CAMBIO DE BASE (1).-

Sean Bi ={ui ,uz,...,un} ¥ Bz = {v1 ,vz ,...,Vn }
l
Bases de un espacio vectorial de dimension

finita, entonces vamos a escribir los elementos
de la bhase Bz en términos de la base Bi de la

siguiente manera:

vi = ai1 ui + aiz uz + ... + 81in Un
vz =T agzi uz + azz uz + ... + azn Un
Vn = &ani 14 + anz U=z + ... + 8nn Un

Entonces la matriz de transicién de la Base Bi a

la base Bz es:

; ]
ari aiz ... ;Uaal
P = az=1 azz - anz € Mmen
énl anz'i;.; ann
" |

Por lo tanto esta_@étriz es denominada MATRIZ DE
— CAMBIO DE BAéﬁﬁ%é la Bi a la base Bz
fo.1.1 Ejempro™
Considerémos las dos bases siguientes de R=
Bx ={ (1 0) , (O 1)}
Bz ={ (2 3) , (1 1)}

de donde

TOENED S ——




i8
vi = (2 1) = 2(1 0) + 3(0 1)
vz = (1 1y = 1(1 0) + 1(0 1)

Entonces P es la matriz de cambio de base

Ahora encontraremos la matriz de cambio de base de
Bi a Bz , llamémosla @
Siendo:

ur = (1 0)= c1 (2 3) + cz (1 1)

uz = (0 1)= eca (2 3) + ca (1 1)

Entonces

C1 c3

Cc= Ca

Los valores de ci,cz,cs,ca s pbtienen al resolver

el sistema de ecuaciones que‘se origina.

p(ci,cz) : .  2e¢1 + ez =1
ql{ci, c2) : -*5"3 c1 + cz2 = 0
r(ca, ca) 2¢c3 +ca =0

s{ca, ca) 2~ 3cs +ca =1

cuya solucion es: c1 = -1

——

PR

e

SN
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Por 1lo tanto : AP(ci,cz) A 4(ci, c2) A r(cs,ca)
As(cs, ca)= (-1, 3, 1, -2)

Por lo tanto:

Se puede probar que Q@ = P-1

1 0
Para QP = PQ =
¢ 1
6.2 TEJGREHA DE MATRIZ BE (CAHMEIO PE RASRE
51 P es la matriz de transicidén de una Base Bi1 a
una Base Bz para un espacic vectorial Vv de
dimension finita, entonces:
i) P es inversible
ii) P-1 es la matriz de transicién dé.*Bz a Bi
Este teorema  encontrard su demgﬁtfacién en la
pégina 240 del libro de Alg§b§é tinea1 de Howard
Anton, 84 Edicién, Editorial Foloncio,
.6.3 HATRICES SEHE‘74'?€-§£:3 0 SINILARES
Dos matrices cuédpadas A v B son semejantes o

= 16 =i existe una matriz C,

similares si vy
también cu;zrada e inversible tal que : B= C-1 AC
BC-1 = ©-1ACC-1* ==> CBC-1 = C-1 AI

CBC-1= CC-1= CC-1 A

CBC-1 = IA

R P

P

ot A

R ——
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CBC-1 = A i
Sean: !
i
\
[
2 1 4 -2 z2 =1
A = B= 0=
o -1 5 -3 -1 1

Comprobaremos que Ay B son similares. Como el

det(c) =1 significa gque la matriz C es inversible

Hallamos la matriz inversa de C

1 1 i
g=3 = ’
1 2 ;
31 B-1 = C-1 AC entonces tenemos: |

4 jg} {—1 1 2 1} | 2z =1}

5 :E} L—i 2 o -1 : :‘f
1 1 =1
1L;ga 1 -1

i
= 4 -2 4
= B 1
< 5 -3 )

Con lo que se demuestra que A ¥ B son matrices

L

similares.

También verificamos CB = AC, para nuestro caso
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N
[
[
|
o

%CB: AC
1.6.4 REFRESENTACION MATRICIAL DPE LAS
TRANSFORMACIONES LINEALES
Se demostré previamente gque toda matriz mxn da

origen a una transformacion T: R —--> Rm

Ahora veremos gue para toda transformacién
T(T:R» ——>Rm) existe una matriz Amzen tal
qgue TX = AX; ®x € Rn
1 6. 4. 1TEORENA
Sea T: R° --> R®™ una transformacién lineal,
entonces existe una sola matriz At de mxn ;

TX = A (X)) ¥x € R»n

Sean vi  ,Vz , ... , Vn uWha base para Rn v sean
Wi = T(vi) W21~' ),‘... s Wn = T{vn)
Vectores en R ‘Supongamos que Ap es la matriz
cuyas colu ’;'ajson Wi .Wnz, ...,Wn vy ademas

=

que At denota la matriz de la
transformacidén de Rn —--> Rm qgque multiplica a

la_izquierda oy AT un vector de Rn

P S —

T

—

e

-

~ e
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4+ aiz Vz + ais Vs

Wz = azi Vi + a2z Vz + azs Vs
Wn = am:z Vi + amz Vo + amn Vn
51 W = (ari1 , a=z:i am1 )} 1 = 1,2,..., n
Entonces
Fall ... @11 ... ain | JTO 7 Taii]
a=zi ... a2i ... azn 0 azi
Ar= - 1 . = Wi
9]
8ml ... ami amn 0 4 8mi
1@ I I R I A
Por lo tanto At (vi) = Wi , s¢ i-1,2,..., n

Ahora demostraremos gque la matriz de transformacidén
es AT Unica:
Supongamos gque : TX = At X, TX lﬁ Br X ; LX e

|
. Re
E

entonces: Ar X = Br X

luego : Cora

se tiene: Cr X - X € ERn

en particular: (va) = 0 81 i= 1,2,...,n
H (Cli » Cz21 , ..., Cni )

Pero Cr (vi)
Por lo taﬂgg»cada una de las n columnas de Cr es el
vector de m ceros ¥y la matriz de transformacidén
Cr= 0 , la matriz cero de mxn , por lo tanto

la matriz de transformacién de Ar es igual a la

i

i

M

B R SR
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matriz de transformacién de Br.

1.6.5 MATRIZ DPE TRANSFORMACION

R T

La matriz AT gue se menciona en el teoraema
primero, se llama matriz de transformaciodn

correspondiente a la transformacidn lineal T.

DE

ey

1.6.5.1 ILUHSTRACIOHES DE MATRICE
TRANZFORHACIOHN :
Supongamos gue T: R® —--> R® una transformacidn '

lineal tal que:

T ]
X x |
T
v v "
z O |
d e e

Determinamos la matriz de transformacién de un

| vector de R® en el plano XY

1 0), (0 O 1)1 ¢

Cuando B :{QL

£




O 8]
T 1 = 1
0 0
L L= o
0 0_-I
T 0 = 0
1 0
]
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Estos son los vectores columnas de la matriz de

transformacidn
1 8] 8] X

AT =
4] 1 g i, a1 X= v
QO ] 1 Z

1.6.6 TEOREHNA

1 0 of bk x
arX={ 0o 1 of{Hyvl| = |v¥
20 1 z O

=

Sea V un espacio vectorial de dimensidn

es un espacio vectorial de dimensién m

W

es una transformacidén lineal

>

1,

T:

V wep

. e -

i
u
"

N
i
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Supbngase que Bi ={vi, V2 ,... , Vn } es una base
de V v que Bz ={wi,wz ,..., Wn} es una Base de

W. entonces existe una sola matriz de

transformacién de Mmsen tal que T(X)ez = Ar (X)ey
La demostracién de este teorema lo encontrara en el
texto, Algebra Lineal, 5. Grossman, 42 Edicidn,

Editorial McGRAW-HILL, México, péagina 370

.7 ISOMORFISNOS -
La palabra "Isomorfo” proviene de la expresidn ‘ |
griega isomorfos, que significa "de igual forma™
(iso= igual; morfos = forma). *

1.7.1 PEFINICION (1).- Bea T: V --> W una

transformacién lineal. Entonces T es un

Isomorfismo si v sclo s8i T es inyectiva y
scbreyectiva.
1.7.1.1 TEOREMA .- Supéngase que T: V --> W es una
transformacidén lineal, sﬁpﬁﬁéase ademas que dim
de WV = dim W= n. i
i) 81 T es inyectiva, éntonces T es

sobreyectiva.

}
|
\
[ ii) s sobreyectiva, entonces T es p

oi ;

inyectiva G ;
;

DEMOSTRACION :

Sea AT la representacién matricial de T.
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Entonces, si beé -inyectiva, Ker(T) ={0v} vy v{Ar}=
0 lo cual significa que la (dimensién del
recorrido de T) p(T)= p(Ar)= n-0 = n pof lo
gque la imagen de T = W . 51 T es sobreyectiva,
entonces p(Ar)= n, de tal modo gue v(T) = v(Ar)= O
y T es inyectiva.

1.7.1.1.1 EJEMPLO

Suponga gue T: R2 --> R2 estd definida por

T(x,y) = (x-y, 2x + y), T(1 0)= (1 2) ;

1 —] f
Se halla que: AT = )
21

P(Atr) = 2

T(O 1) =(-1 1)

Por tanto: v{(Ar)= O
Nat= Ker(T) = O«

En conclusién T es inyectiva.




CONCLUSIONES

Este trabajo ofrece un estudio elemental de la Funcidn
Transformacidén Lineal, para estudiantes qﬁe se  encuen-
tran en los Gltimos cursos del bachillerato y para guie-
nes ingresan a una escuela superior.

Ees de gran im?ortancia va aue nos muestra como un poli-
nomio de grado n asi como de numeros reales llegan a
cambiar mediante el uso de las propiedades de suma v
producto gue presenta la transformacién lineal v la
manera de emplearlas. Para este estudio es necesario que
el estudiante tenga conocimiento de vectores en el espa-
cio v de esa manera facilita su comprensidn

Gracias al Algebra Lineal v al avance de la Matematica
que ha tenido con ella, ha permitido hacer visibles las
fuentes de las gue surgen las transformaciones lineales
y por lo tanto se debe ir cambiando nuesﬁra forma de ver
mas objetivamente el uso en generalf‘del Algebra Lineal
va gque sigue intensamente viva fé htPé del espiritu v
mente de cada persona en apﬁénder v profundizarse en
este conocimiento maﬁ%}ético..

Por lo tanto vemos la importancia «que tiene la funcidn

Transformacidén Life81; no solo para el estudiante sino
para todos aqué&llos que conocen acerca de las matemdti-

cas © para quienes gquieren profundizar mas el aprendiza-

je sobre la misma.




ANKXO

Simbologia utilizada

a alfa
b lambda(multiplicacién por un escalar)
B Beta
€ Pertenece o elemento de
¥ para todo 2
) suma | 2 ‘
g producto
==sh entonces |
Mmxn Matriz m x n
P Polinomio de grado dos
Ker(T) Kernel
Im(T) Imagen
= Transformacién_
v vector
W Vector
AT g%ﬁ%&z da trénsformacion
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