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RESUMEN

En el presente trabajo se desarroll6 la simulacion computacional del
comportamiento de un liqguido Newtoniano a través de una porcion de tuberia
horizontal con fronteras periédicas, bidimensional e isotérmico, utilizando el método
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) para dos Kernel de interpolacion
distintos: uno gaussiano y otro cuadratico, mediante la implementacion de un
algoritmo programado en MATLAB. En los resultados, se evaluo el efecto de las
condiciones de frontera periddicas calculando el error relativo respecto a la solucion
analitica de un flujo de Poiseuille no estacionario. En los experimentos humeéricos
se estudié la influencia del nimero de particulas, la escala de la simulacion y el tipo
de kernel, encontrando que el kernel cuadratico presenta mejor estabilidad al
aumentar el nimero de particulas comparativamente con el gaussiano. Al disminuir
la escala de simulacion y aumentar el nimero de particulas el kernel gaussiano

divergia. Para el kernel cuadratico se obtuvo un error del 5.9%.

Palabras clave: Smoothed Particle Hydrodynamics, simulacion computacional,

fronteras periddicas, kernel, Poiseuille.



ABSTRACT

In this work is presented the numerical simulation of a Newtonian liquid through a
horizontal pipe with periodic boundaries, in a two-dimensional and isothermal
system, using the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) approach, for two
different interpolation Kernels: The Gaussian and quadratic one, through the
implementation of an algorithm developed in MATLAB. The results, shown the effect
of the boundary conditions by computing the error relative to the non-stationary
Poiseuille flow analytical solution. The influence of the number of particles, the scale
of the simulation and the kind of kernel was studied, finding that the quadratic kernel
improves the consistency of the numerical solution when is increasing the number
of particles comparing with the Gaussian. The computed relative error for the

quadratic kernel was at 5.9%.

Key words: Smoothed Particle Hydrodynamics, computational simulation, periodic

boundaries, kernel, Poiseuille.
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INTRODUCCION

El estudio de los fluidos es de importancia para la industria en general. Gran parte
de los procesos industriales requieren informacion sobre su dinamica para la
prediccion de fenomenos y reduccion de costos. Los métodos experimentales
ayudan a interpretar el comportamiento de los fluidos dentro de un volumen de
control determinado, sin embargo, la experimentacién trae consigo diversos
problemas como el caso de: largos tiempos de espera, experimentacion in situ,
contar con personal capacitado y la inversion en los equipos dependiendo del
proyecto a realizar. Ciertos fluidos tienen un comportamiento complejo, en la
mayoria de los casos no lineal, por lo que resulta impractico abarcar el problema
con métodos analiticos, tedricos 0 experimentales, y se hace necesario recurrir a

las simulaciones numéricas.

Desde la década del 50, las simulaciones se han convertido a nivel mundial en una
opcion viable para proyectar cualquier tipo de problema o proceso sin llevarlo a
cabo en la practica (Sokolowski & Banks, 2009). Esto no significa que se deja de
lado la experimentacion, debido a que la simulacién desde un punto de vista
sistematico sirve como un medio de prediccién de la dindmica de los fluidos en

diferentes situaciones, seleccionando el método 6ptimo para la experimentacion.

A finales del siglo XIX Claude-Louis Navier y George Stokes formularon la teoria
sobre la friccion interna de los fluidos en movimiento y derivaron las ecuaciones de
Navier-Stokes (NS); la cual es un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales
(por sus siglas en inglés PDE) no lineales para fluidos incompresibles y débilmente
compresibles (Orrego, 2009). Hasta el dia de hoy, no existen soluciones analiticas
a la ecuacién de NS, pese al gran interés en el &mbito académico e industrial,
debido a la gran cantidad de problemas fisicos que esta representa.

Para llevar a cabo el modelamiento de la dinAmica de los fluidos en tuberias,
tipicamente se requiere de la resolucion de las ecuaciones de NS con condiciones
de frontera no estandares. Por esta razoén, se recurre al analisis numeérico,

convirtiendo las ecuaciones a un algoritmo en la computadora que encuentre

13



soluciones aproximadas. Actualmente, la industria ofrece softwares muy utiles, por
ejemplo: Flow-3D, Fluidos CFD, AcuSolve, Blender 3D, Fluent, Solidworks, entre
otros, los cuales utilizan diferentes métodos para realizar simulaciones del flujo de
un fluido, permitiendo: evaluar su comportamiento en funcion del tiempo, obtener
perfiles de velocidad y temperatura, optimizar los procesos y determinar opciones
de cambio. Las simulaciones realizadas en estos softwares varian en complejidad,
dependiendo del tipo de calidad que se requiera en las animaciones ya que la carga

computacional es alta y consumen mucho tiempo para efectos visuales.

En la industria, la demanda de los softwares computacionales crece de manera
exponencial al avance de la tecnologia. Por ejemplo, en el caso de la industria
quimica son utilizados para el entendimiento de los procesos de transporte de
fluido, los cuales se fundamentan en el uso de las ecuaciones de conservacion de
masa, momento y energia, las mismas que describen la fisica de los fluidos. Sin
embargo, aun existen problemas abiertos, como el caso de la superficie libre,
fluidos multifasicos multicomponente, que con los esquemas actuales no pueden

ser abordados.

SPH es un método que utiliza particulas para el modelamiento de la dindmica del
fluido. Se lo desarroll6 a finales de los afios setenta para la simulacion de problemas
en astrofisica (Gingold & Monaghan, 1977) (Lucy, 1977). El método integra la
ecuacion de movimiento de fluido para cada particula del fluido, donde estas
particulas son el dominio sobre el cual se resuelven las ecuaciones. Las cantidades
fisicas son calculadas como una aproximacion, regida por la funcién kernel, la cual
depende de las particulas mas cercanas y de una distancia de suavizado
denominada “h”. El kernel es una funcion de suavizado que interpola la distancia
entre las particulas para representar las cantidades fisicas en el fluido por medio

de la discretizacion de las soluciones de las ecuaciones de NS.

El caso de las tuberias es de especial interés, puesto que muchos procesos
industriales estan asociados al transporte de los fluidos a través de éstas. Simular
una tuberia de grandes dimensiones puede ser impractico y con frecuencia se

propone utilizar un sistema de fronteras periddicas. En el trabajo de (Alvarado-

14



Rodriguez, Klapp, Sigalotti, Dominguez, & Cruz Sanchez, 2017), se propone utilizar
un método en el que existe una region externa al dominio computacional
denominada reservorio, la cual garantiza la conservacion total de masa y que el
namero total de particulas se conserve; también, minimiza la reflexion de las
perturbaciones desde la salida hacia el dominio del fluido, para esto al vector de
velocidad de las particulas en la zona de flujo de salida se le introduce la solucion
de una ecuacion de propagacion de onda anisotropica siguiendo el procedimiento
descrito por (Jin & Braza, 1993).

En SPH, las fronteras requieren un tratamiento diferente, puesto que al evaluar la
funcién de kernel en un espacio cercano al borde, una parte del area de interaccién
gueda fuera del dominio de la simulacion y al no existir particulas se introduce un

error a la solucion (Liu & Liu, 2003).

Como objetivo general se propuso la simulacion de la dinAmica de un liquido
newtoniano en una tuberia a través del método SPH con fronteras peridédicas
afladiendo a la solucion estacionaria el término dependiente del tiempo de un flujo
de Poiseuille.

Esto se llevd a cabo mediante la implementacion de los siguientes objetivos

especificos:

1) Desarrollar un cédigo a partir de la técnica SPH que simule el flujo en una
tuberia.

2) Plantear un modelo que permita resolver los problemas al evaluar la funcion
kernel en las fronteras para el caso de tuberias.

3) Comparar y analizar las soluciones analiticas y de fronteras periddicas

convencionales del modelo propuesto.

Para llevar a cabo el proyecto se formulo la siguiente hipoétesis: El problema
ocasionado por las condiciones de fronteras en la simulacion de un liquido
newtoniano a través de una tuberia utilizando el método SPH, se puede resolver
aplicando un sistema de fronteras periddicas. Para lo cual es necesario determinar
la influencia del kernel, la escala de la simulacion y el nUmero de particulas que

permitan establecer un rango para la convergencia de la simulacion.

15



El tratamiento numérico de estas condiciones se llevo a cabo proporcionando a las
particulas de SPH una posicion y una velocidad que permitié reinsertarlas al
dominio inmediatamente después que salieran del mismo, obteniendo un algoritmo
con SPH que permitié medir el error numérico al introducir este tipo de condiciones
de borde. Los resultados muestran que la utilizacion de fronteras peridédicas con un
diametro de 1e-3 se introduce un error relativo a la solucion analitica de 5.9% para
un kernel cuadratico con 6400 particulas simuladas y 14.26% para un kernel

gaussiano con 2500 particulas.
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CAPITULO 1

1 MARCO TEORICO

11

Importancia de los fluidos

La mecénica de fluidos es la ciencia que estudia el comportamiento
estatico y dinamico del fluido (White, 2003). Por definicién: “Un fluido ya
sea liquido o gas es un medio continuo en el cual un pequefio elemento
de volumen contiene muchas moléculas que se desplazan libremente;
las mismas que le dan las propiedades al fluido”. Las propiedades mas
importantes para el analisis de los fluidos son las propiedades
cinematicas, en especial la velocidad ya que en la mayoria de los casos
determinarla resuelve el problema debido a que a partir de la misma se
puede hallar el resto de propiedades (White, 2003).

En la tabla 1.1, se muestra la clasificacién de las propiedades de los
fluidos; donde las propiedades cinéticas son aquellas que describen la
trayectoria del fluido en funcion del tiempo mientras que las
termodinamicas se caracterizan por llevar al fluido al estado de equilibrio,
es decir, fijan el estado termodindmico de un sistema, dentro de este
altimo grupo encontramos las propiedades de transporte las mismas que
se calculan en funcién de las propiedades termodinamicas y no

dependen de una fuerza impulsora.

Tabla 1. Propiedades de los fluidos

. . Propi
Propiedades Propiedades Termgodﬁge;n??ce;s de
Cineméticas Termodindmicas Transporte

Presion (P)
. Densidad (p) Coeficiente de
Velomda_d V) Temperatura (T) viscosidad (L)
Desplazamiento (r) o
. Energia interna (e)
Aceleracion (a) . -
Caudal (Q) Entalpia (h) Conductividad
Entropia (s) Térmica (k)
Calor especifico (c)

18



La principal caracteristica de un fluido es que cuando se le aplica un
esfuerzo cortante por muy pequefio que este sea, tiende a no poner
resistencia ocasionando una deformacion continua a lo largo de su
trayectoria (Shames, 1995), tal como se observa en la figura 1.1, donde
se aprecia el desplazamiento de un fluido entre dos placas paralelas una
fijay otra movil. A la placa movil se aplica una fuerza constante F lo que
origina un esfuerzo tangencial en el fluido con una velocidad u, causando
una deformacion con angulo a que aumenta en funcién del movimiento
de la placa. A es la posicion inicial en la placa fija la cual se mantiene
constante y B es la posicion inicial en la placa movil la cual va variando

en funcion del tiempo.

& & placa mowil
;ﬁ'rrrrrrr T
1

A

_ placa fiya
cfvariad

Figura 1.1 Representacién de la deformacién de un fluido

Fuente: Turmero, 2015

Generalmente, los fluidos por efecto de la viscosidad se clasifican en:
viscoelasticos, newtonianos, no newtonianos. Los fluidos viscoelasticos
son aquellos que poseen propiedades elasticas como viscosas al mismo
tiempo, por ejemplo: los helados, la gelatina, masilla siliconada, etc. Los
fluidos newtonianos son aquellos donde la viscosidad se considera
constante, es decir no varia con el tiempo. Como ejemplo de este tipo de
fluidos en condiciones normales tenemos: agua, aire, gasolina, alcohol y

muchos mas.

Los no newtonianos son aquellos que varian su comportamiento en el

tiempo y su viscosidad no es constante, se los puede clasificar en dos
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grupos: dependientes del tiempo y no dependientes del tiempo. (Gratton,
2002)
Los dependientes pueden ser considerados:
v' Tixotrépicos (tinta de impresora, yogurt, nylon)
v Reopéctico (pastas de yeso, arcilla bentonitica)
Los no dependientes del tiempo son considerados como:
v Plastico (salsa de tomate, sangre, chocolate cocido)
v Plastico ideal de Bingham (grasas de cocina, pasta de dientes,
pomadas)
v Dilatante (arenas movedizas, arena de playa, almidén en agua)

v' Pseudoplastico (fluidos biolégicos, adhesivos, mayonesa)

Estuerzo ]
cortanie Plistico wdeal
r de Bingham
Plastico Inlatante
-
I ,r"’
i )
Vi Newtondano
/
!/
Limite :le.-.- Psendopléstico
fluencia
4
0 Velocidad de A0 —
deformacion angular o7

Figura 1.2 Diagrama esfuerzo cortante-velocidad de deformacion

Fuente: (White, 2003)

Observando la figura 1.2, concluimos que la clasificacion de los fluidos

se da mediante la relacion que existe entre el esfuerzo cortante 7 y su
. ., dae , . .
velocidad de deformacién angular i Ademas, se dice que un fluido es

newtoniano si el esfuerzo cortante es directamente proporcional a la
velocidad de deformacion angular mientras que en los no newtonianos
no se da esta proporcionalidad. Un fluido es considerado plastico de

Bingham si éste no fluye con facilidad mientras que no se le aplique una
20



1.2

fuerza de empuje, esto ocurre debido a que estos tipos fluidos se

encuentran sobre el limite de fluencia.

En resumen, para estudiar un fluido en movimiento se conocer el tipo de
fluido para el analisis, luego establecer o definir la region que ocupara
en el espacio, mas conocida como volumen de control. Por ultimo, se
definen las propiedades termodindmicas, energéticas y dinamicas
debido a que esta region estara limitada por una superficie de control en
donde se realizaran procesos de intercambio de masa y energia con el

entorno.

El estudio de los fluidos es muy importante debido a que como es un
amplio campo de investigacion, en él se puede explorar e implementar
nuevas herramientas que faciliten su estudio. En el &mbito académico
ayuda a comprender las ecuaciones que rigen los fendmenos de
transporte de momento para poder predecir cual sera el comportamiento
de un fluido al estar expuesto a cualquier situacién y en el ambito
industrial ayuda a evaluar y elegir los equipos adecuados segun el tipo
de fluido y el comportamiento de este en su interior. Naturalmente, los
flujos de fluidos se pueden encontrar en la mayoria de las actividades
cotidianas, por ejemplo: fenbmenos meteorolégicos, combustiones,
riesgos ambientales, calefaccién, ventilacion, flujos complejos en horno,

y muchos mas.

Gracias al avance tecnologico se puede visualizar de mejor manera el
transporte de los fluidos, como varian sus propiedades de acuerdo a
factores externos y las fuerzas que interactian en su interior. Este
proyecto se enfoca Unicamente en un tipo de fluido que son los fluidos

newtonianos.

¢Por qué usar la simulacion?
En esta seccion se detallaran las ventajas mas importantes que ofrece

la implementacion de la simulacion frente a otras herramientas usadas
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al momento de analizar un proceso y de este modo poder justificar el uso

de la simulacion computacional en el desarrollo de nuestro proyecto.

Por ejemplo, una vez que se tiene la idea clara de lo que se quiere
implementar u optimizar en el proceso y los conceptos que fundamentan
esa implementacion se tienen dos alternativas, tal como se observa en
la figura 1.3. Con la primera alternativa, para saber si un conjunto de
datos esta correcto se necesita de la creacion de un prototipo para
realizar la experimentacion en un laboratorio, sin embargo, en algunas
ocasiones esto no resulta muy favorable debido al sin niumero de
experimentos que se deben realizar para llegar al 6ptimo. Ademas, al
ponerlo en funcionamiento en la planta en algunos casos el proceso no
se da de la misma manera, llegando a obtener gastos por la creacion de
un prototipo y recursos para la experimentacion. Mientras que, con la
segunda alternativa, se puede desarrollar una simulacion computacional
la cual nos proporcionara resultados en funcién de los datos que se le
otorguen y de esta forma saber con anticipacién que conjunto de datos
0 variables nos dan resultados éptimos para luego llevar a cabo la
creacion de un prototipo el cual sera validado en el laboratorio.

el il
— |- || . e
£ &,
. N I_.-—I
Xe s e
4 |
—...J ‘
= :

Figura 1.3 Ventajas del uso de la simulacién en los procesos

Fuente: (Lopéz Tapia, 2015)
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1.3

Por lo que, implementando la simulacion a los procesos podemos
obtener resultados favorables para practicamente cualquier problema en
menos tiempo sin la necesidad de llevarlos a cabo en fisico. De modo
que, esto incentivd a que cada vez mas investigadores desarrollen
nuevas formas de facilitar el uso de simuladores, con el objetivo de
obtener distintos escenarios de un mismo proceso para asi elegir el mas
adecuado y conveniente, reduciendo los problemas de tiempo y dinero.
A continuacion, en la tabla 1.2 se establece de forma mas detallada las

diferencias mas comunes entre simulacion y experimentacion.

Tabla 2. Diferencias entre experimentacion y simulacion

EXPERIMENTACION SIMULACION
Para una sola cantidad Para todas las cantidades deseadas
Un ntimero limitado de puntos o Con una buena resolucién en espacio
instantes de tiempo y tiempo

o Para practicamente cualquier
Para un rango limitado de problemas
problema

Para un modelo a escala de o )
) Para el dominio de flujo real
laboratorio

Son costosos, lentos, secuenciales Mas barata, rapida, en paralelo

Los equipos y el personal se
Los softwares son portables
desenvuelven en un solo lugar

Su éxito depende de la persona Su éxito depende del método

encargada de la experimentacion numérico a implementar

Con el transcurso de los afios, el uso de la simulacion ha aumentado
significativamente lo que implica que mas problemas complejos se
resuelvan mediante un software de una manera mas confiable, a pesar
de la inmensa carga computacional que algunos ocasionan esto ya no
es un problema debido a que con el paso del tiempo se implementan
nuevos métodos para disminuir esta carga y asi lograr simulaciones mas
eficientes. (Shadloo, Oger, & Le Touzé, 2016)

Principios de Conservacion
Matematicamente existen dos tipos de enfoques o puntos de vista para

describir el movimiento de un fluido. El enfoque Lagrangiano, debido al
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matematico francés J. L. Lagrange (1736-1813) (Riafio, 2014), se basa
en estudiar el movimiento del fluido desde la perspectiva de las
particulas a través del tiempo. Teniendo en cuenta, que a medida que
aumente el nUmero de particulas, aumentara la complejidad de analisis.
Mientras que el enfoque Euleriano, debido al matemético suizo L. Euler
(1707-1783) (Riafio, 2014), se basa en como se comporta el fluido en un

volumen de control a través del tiempo.

Por ejemplo, si un observador quiere estudiar el comportamiento de un
rio mediante el enfoque Euleriano, el observador debe sentarse en la
orilla del rio y evaluar sus propiedades en funcion del tiempo, en un
espacio determinado. Por el contrario, si lo hace del enfoque
Lagrangiano, debe entrar en un bote y evaluar sus propiedades en
funcién del tiempo y espacio.

Todo fluido se rige bajo los principios de conservacion los mismos que
modelan el comportamiento de cualquier tipo de fluido mediante las tres

leyes fisicas de conservacion:

1) Conservacién de masa (ecuacion de la continuidad)

Este principio reza que la materia no se crea ni se destruye solo se
transforma, es decir, que a lo largo de todo el fluido no puede existir
variacion de masa ya sea por creacion o destruccién de esta. Para
un volumen infinitesimal Lagrangiano denotado por 6V, la masa
contenida sera igual a

om = péV (1.1

Donde p es la densidad del fluido, como la masa en ese volumen de
control se conserva, la variacion de la masa con respecto al tiempo
es cero, por lo tanto, tendremos

D(ém) D(pdV) Dp D(pdV)

Dt T TR

0 (1.2)
La ecuacion (2) puede reescribirse de la siguiente manera

Dp 1 D(psV)
pt " Psv Dpe

(1.3)
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2)

Considerando que el segundo término de la ecuacion es igual a la
divergencia de la velocidad multiplicado por la densidad, obteniendo
asi la ecuacion de la conservacion de masa en forma Lagrangiana
(Liu & Liu, 2003)

— = —pV. 1.4
Dr = PV (1.4)

Conservacion de cantidad de momento

La segunda ley de Newton enuncia que la aceleracion por unidad de
tiempo de la masa de un cuerpo es igual a una fuerza resultante de
la sumatoria de todas las fuerzas que interactdan con dicho cuerpo.

Este enunciado se lo representa mediante la ecuacion vectorial:

Z F=ma (1.5)
Reescribiendo la ecuacion (1.5) de una forma mas general, se
obtiene:

N d(m®)

Freta = T (1.6)

La ecuacién (1.6) se transforma en la ecuacion (1.5) solo cuando la
masa del cuerpo es constante. Al analizar un sistema en el que la
masa varie en funcién del tiempo se debe ajustar dicha ecuacién con
una magnitud fisica llamada cantidad de movimiento denominada p,

la cual esta definida como:
p=mv (1.7)

Por lo tanto, la F,.;, Se la puede expresar como la variacion de la

cantidad de movimiento con respecto al tiempo.

5 dp
Freta = E (1-8)

En un sistema cerrado donde no existe interaccion con el medio
exterior, es decir, la sumatoria de fuerzas que acttan sobre el cuerpo

es igual a cero se tiene el principio de conservacion de momento el
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cual afirma que la cantidad de movimiento debe ser constante en

funcién del tiempo.

dp
—=0 1.9
It (1.9)
3) Conservacion de energia
s :ﬁ\_ﬂ_ _'_'_'__'_'_'__'_'__:-"'- > Va
_-—'-"F_f =
'||.I|' -
7
Y -
.:-"'fﬂ-f 'r -
— T Aw

Figura 1.4 Representaciéon de un sistema genérico de flujo

Fuente: (Friedrich & Alvarez, 2016)

Considerando un sistema estacionario, mediante la figura 1.4 se

obtiene la ecuacion general de conservacion de la energia:
1 ) 1
E(Vz —vi) +9(z; —z) + (U, — Uy) +E(P2 —-P)=Q+W (1.10)

Donde la suma de los términos de variacion de energia es igual a la
energia intercambiada con el entorno. También se la puede expresar

de forma resumida como:
AE- + AE +AU+AP— + W []] 1.11

A la ecuacion (1.11) se le realizan diferentes supuestos de acuerdo
con el sistema que se quiera analizar tal como se detalla en la tabla
1.3, obteniendo asi nuevas ecuaciones que puedan ser usadas para
resolver problemas especificos de la mecanica de fluidos evitando la

realizacion de célculos innecesarios.
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Tabla 3. Balance de energia en fluidos

Aproximaciones Mecanicas (AU = 0) (Q =0)

Ecuacién de Bernoulli generalizada

ZFzAU—Q

AP
AEC+AEP+7+ZF=W

Ecuacién de Bernoulli simplificada

AP
W =0 ZFzO AEC+AEP+7=O
Ecuacion fundamental de la hidrostatica
AP
wW=0 AE. =0 AEP+7=0

Aproximaciones Térmicas (E; =0) (Ep =0) (W =0)

Balance de energia térmica

AU + ar Q
p
Primer principio de la termodinamica
AP
—=-W AU=Q+W
P
Balance de entalpia
P
H=U+- AH =Q
P
Adiabético (Q=0) AH =0

Fuente:(Friedrich & Alvarez, 2016)

La segunda ley de la termodinamica enuncia que la entropia del

universo siempre aumenta, se lo representa por la ecuacion:

AStotal = ASsistema + ASmedio exterior =0

(1.12)

La ecuacion (1.12) es aplicable para sistemas cerrados o abiertos.

La variaciébn de entropia del sistema puede expresarse como la

variacion de calor (ganada o perdida) entre la temperatura del

sistema, expresada como:

(1.13)

Despejando la variacion de calor, tenemos:

AQ = TAS

(1.14)
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Reemplazando la ecuacion (1.14) en la ecuacion del primer principio
de la termodindmica obtenemos:
AU =TAS+W (1.15)

Supongamos que se tiene un cilindro donde el trabajo W es igual a
la fuerza por desplazamiento, al aplicarle una presion al fluido
contenido en el cilindro y ademas presién es igual a la fuerza sobre

el area transversal nos queda que:
W = PAdx
dV = Adx

Por lo tanto, el trabajo sera igual a la presién por la variacion de

volumen:
W = PdV (1.16)
Entonces reemplazando la ecuacién (1.16) en la ecuacion (1.15):

TAS = AU + PdV (1.17)
P
TdS = U - dp (1.18)

Como el sistema es isotérmico entonces TdS = 0. Obteniendo asi, la

ecuacion de la conservacion de energia en su forma Lagrangiana.

av _ ﬂ(d_”) __Pus (1.19)
dt p?\dt p?

1.3.1 Ecuacion de Navier-Stokes
Las ecuaciones de NS modelan el comportamiento de cualquier fluido,
basandose en la conservacion de tres cantidades: masa, cantidad de
momento y energia. Estas ecuaciones estan conformadas por PDE
no lineales, por lo que a excepcion de casos muy simples resulta dificil
obtener soluciones analiticas conocidas. Considerando un fluido cuya
densidad es p y viscosidad 7, al cual se le aplica un gradiente de
presion constante lo que induce su movimiento, la ecuacion de NS

esta dada por:
28



- 2=

o L v
—+ @W.V)v=-VP + na—yz (1.20)

P ot

Generalmente las ecuaciones de NS se resuelven mediante dos
meétodos: estadistico y analitico. En el método estadistico se puede
utilizar la ecuaciéon de Boltzman, Lattice Gas/ Lattice Boltzman,
Matrices de mapeo reticular. Mientras que en el analitico se puede

aplicar diferencias-elementos finitos, dinamicas moleculares y SPH.

Conforme pasan los afios, la necesidad de una resolucion numérica
de estas ecuaciones resulta evidente, por lo que muchos
investigadores han realizado grandes esfuerzos y lo seguiran
haciendo a medida que la tecnologia de las computadoras evolucione,
con el fin de mejorar la precision de las soluciones obtenidas
actualmente. Debido a que la simulacién de fluidos ha ido
evolucionando con el tiempo cada vez se la utiliza con mas frecuencia
por lo que hoy en dia simular sistemas complejos que requieran
solucion por medio de una formulacion de NS resulta natural.
(Costarelli, 2011)

1.4 Dinadmica de Fluidos Computacional (CFD)

CFD es una herramienta que reemplaza las PDE’s a ecuaciones
algebraicas, consiste en la discretizacion de un dominio de flujo continuo
y de las ecuaciones de conservacion, es decir, son experimentos
numeéricos usados con el fin de obtener datos importantes como es el
caso del campo de velocidades, flujos de calor, flujos de masa,
reacciones quimicas involucradas en el proceso, etc. Para la aplicacién
de CFD se debe primero discretizar el dominio de flujo continuo, el cual
se puede realizar con diferentes métodos entre los mas importantes
tenemos: méetodo de diferencias finitas (FDM), método de voliumenes
finitos (FVM) y el método de elementos finitos (FEM).

FDM es el primer método utilizado para obtener solucion numérica de

las ecuaciones diferenciales de NS. Este método trabaja en
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coordenadas cartesianas y requiere una malla estructurada lo cual es
una desventaja debido a que requiere de mas trabajo implementarlo.
Ademas, solo se aplica en geometrias sencillas por esta razén es un

meétodo raramente empleado en aplicaciones industriales.

FVM se basa en la discretizacion directa de las ecuaciones de
conservacion en su forma integral, es decir, no es necesario el cambio
de coordenadas. Es un método muy practico y no solo trabaja en mallas
estructuradas, sino que también puede utilizar mallas no estructuradas
por lo que se puede utilizar geometria compleja. Actualmente este es el

método mas implementado en la industria.

FEM es un método generalizado para resolver las ecuaciones de NS y
Euler, consiste en dividir el dominio en elementos triangulares para 2D y
tetraédricos para 3D produciendo una malla no estructurada empleadas
para formular problemas con geometria compleja y para el caso de
fluidos no newtonianos. La desventaja de este método es la carga
computacional que ejerce este tipo de mallado. (Sanchez, 2004)

En el mercado existen diferentes softwares que utilizan estos métodos
numericos para resolver cualquier problema en el ambito académico e
industrial, por ejemplo: ANSYSFluent, PHOENICS, STAR-CCM+,
ADINA-CFD, ABAQUS, etc. Otra opcion es el uso de softwares libres
como el caso de: FEniCS, FreeFEM++, OpenFOAM, FREECFD,
OpenFVM, ELMER y muchos més. Si no se requiere del uso de estos
softwares se pueden desarrollar c6digos propios o realizar mejoras a
codigos ya desarrollados tal como se realiza en algunos centros de

investigacion y universidades.

1.4.1 Métodos numéricos para fluidos

Los métodos para describir el comportamiento de un fluido basados
en las ecuaciones de NS son tres: Euleriano, Lagrangiano y

Euleriano-Lagrangiano. En el euleriano las propiedades de fase se
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evallan de una celda a otra, empleando un sistema de coordenadas
fijo obteniendo asi un estudio de las interacciones entre las celdas. El
Lagrangiano emplea un sistema de coordenadas movil, en donde los
elementos se representan en forma de particulas, estudiando las
interacciones de la particula de interés con respecto a las que se
encuentran en el dominio de influencia, véase en la figura 1.5 Mientras

gue el mixto contiene conceptos Eulerianos y Lagrangianos.

Lagrangian SPH movement  mesh-based Eulerian movement

S5PH particle

[ ] arid cells to be computed
=) particle interaction

O neighbourhood zone

|:| cells resolving a trajectory

'\_/ trajectory of a particle

Figura 1.5 Representacién de los métodos euleriano y lagrangiano

Fuente: Meister M. & Winkler D., 2016

Para representar el método Lagrangiano generalmente se utiliza FEM,
mientras que para el Euleriano se utiliza FVM. Las diferencias

generales entre los dos métodos se mostraran en la siguiente tabla:

Tabla 4. Diferencias entre el método Euleriano y Lagrangiano

Método Lagrangiano Método Euleriano

Unido al material en
movimiento

Volumen de

Fija en el espacio
control

Flujo de masa, momento y

La trayectoria del flujo es . .
energia a través de los

Trayectoria conocida en cualquier punto

del volumen de control

nodos de la cuadricula y el
limite de la celda de malla

Historial del
tiempo

Fé&cil de obtener los datos
de un punto del material en
funcion del tiempo

Dificil de obtener los datos
de un punto del material en
funcién del tiempo

Limite moévil e

Facil de seguir

Dificil de seguir la

interfaz trayectoria
Geometria L. Modelo dificil con buena

. Facil modelo .

irregular precision
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Grandes

) Dificil de manejar Féacil de manejar
deformaciones

Fuente: (Crespo, 2008)

En la tabla 1.4, se especifican las diferencias, asi como también las
facilidades que ofrecen estos métodos con respecto a caracteristicas
definidas en donde podemos constatar que el método Lagrangiano
posee mayor ventaja al momento de requerir datos en funcién del
tiempo y también al simular superficies irregulares debido a que no es
necesario el uso de mallas. En cambio, el método Euleriano a pesar
de que no es bueno simulando superficies irregulares y calculando
datos puntuales ofrece ventajas para manejar grandes deformaciones
debido a que la malla no se altera con el paso del tiempo evitando asi

problemas de precision. (Crespo, 2008)

En la mayoria de los casos, se recomienda el uso de SPH libre de
malla basado en el método Lagrangiano para modelar problemas
hidrodinamicos complejos como es el caso de los fluidos multifasicos
o interfaciales debido a que es considerado como un modelo ideal
para este tipo de problemas por las ventajas que posee al utilizar
particulas que interpolan las propiedades fisicas del fluido en
cualquier punto del volumen de control, como es el caso de la
densidad. Este método también se lo puede utilizar en problemas de
mecanica de solidos computacional (CSM) y en problemas de
astrofisica. Por otro lado, también podemos encontrar el CFD con
mallas basado en el método Euleriano que utiliza mallas para la
resolucién de problemas, usualmente es empleado en casi todo tipo
de problemas por su amplia variedad en el mercado, por ejemplo: el
estudio de explosiones y los impactos de alta velocidad, ondas de

choque, combustién, entre otros.

Aunque en la actualidad el CFD con mallas es el método mas utilizado
a nivel académico e industrial por la facilidad de manejo y las

visualizaciones que ofrece, el SPH libre de malla ha tenido grandes
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1.4.2

avances y se mantiene a flote porque al ser un método nuevo y poco
inexplorado se tiene un campo totalmente libre para que se realicen
investigaciones y modificaciones, con el fin de aumentar su

implementacion en la industria.

¢ Qué es SPH?

SPH es una técnica de simulacion lagrangiana libre de malla
relativamente nuevo el cual ha acaparado la atencion de muchos
investigadores ya que presenta ventajas para el modelado de
problemas hidrodinamicos complejos, en donde, el fluido esta
representado por pseudo-particulas que interaccionan entre ellas,
moviéndose con el flujo y transportando en su movimiento toda la
informacién computacional relacionada con el fluido. Desarrollada en
los afios setenta para resolver problemas de astrofisica como:
formacion de galaxias, colisiones de estrellas, formacion de agujeros
negros, fragmentacion de nubes, entre otros (Gingold & Monaghan,
1977). Este método transforma las PDE en ecuaciones diferenciales
ordinarias (ODE), basandose en la discretizacion Lagrangiana de las

ecuaciones de NS con la implementacion de una funcion peso.

Aplicaciones/Investigaciones empleando SPH

Astrofisica
%+ Modelando el Universo (Monaghan, 1990)
% Colisiones de asteroides (Maindl et al., 2013)
% Calculos de interacciones estelares (Rasio & Lombardi, 1999)
% Colisiones entre objetos sélidos y autogravitantes (Schafer et
al., 2016)

Mecénica de soélidos

% Modelado de forjado de metal usando SPH (Cleary et al., 2012)

« Deformacion por compresion de muestras soélidas (Pereira et
al., 2017)

% Simulacion de solidos quebradizos (Benz & Asphaug, 1995)

¢ Simulacion de fluidos y solidos rigidos (Limache & Rojas, 2012)
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Dinamica de fluidos

% Simulacion de superficies libres (Monaghan, 1994)

s Aplicacion en fluido-estructura (Zhang, Sun, Ming, &
Colagrossi, 2017)

% Inundaciones de agua a una estructura (Guo, Sun, Cao, &
Huang, 2017)

% Modelo modificado para ondas de agua de superficie (Niu & Yu,
2015)

SPH incompresible

¢+ Mecénica de olas solitarias cerca de la costa (Lo & Shao,
2002)

% Fronteras abiertas para ISPH (Hirschler et al., 2016)

% Precision y estabilidad en ISPH (Xu, Stansby, & Laurence,
2009)

s Fendmenos capilares dindmicos (Nair & Pdschel, 2018)

SPH multifasicos

% SPH multifasico simulado en GPU (Mokos, Rogers, Stansby, &
Dominguez, 2015)

« Interfaces complejas y grandes diferencias de densidad (Chen
et al., 2015)

¢ Flujos cargados de sedimentos (Shi, Yu, & Dalrymple, 2017)

% Modelado de derrame de petréleo (Violeau, Buvat, Abed-
Meraim, & de Nanteuil, 2007)

1.4.2.1 Forma SPH
El método SPH se fundamenta en la teoria de interpolacion, donde
las leyes de conservacién que se encuentran en PDE, son
transformadas en ecuaciones integrales para lo cual se utiliza una
funcién de interpolacion kernel que da la variacion del campo
alrededor de un punto. Computacionalmente las integrales son
evaluadas a través de una sumatoria para todas las particulas

vecinas dentro del radio h.

34



Se llamard A(#) a cualquier campo variable, el cual se expresa

usando la siguiente integral:

A(F) = f A )SG — 71)dF (1.20)

Para encontrar una solucion aproximada, se propone una funcion
de interpolacion o de suavizado llamado kernel (W), con un dominio

de influencia de radio h.

fW(ic’, R)di =1 (1.21)
limW (%,h) = 6(Z) (1.22)

Por lo tanto, la ecuacion (1.20) se puede aproximar usando la

funcién de suavizado.

(A(F)) = f AW (F = 7|, h)d7 (1.23)

Entonces cuando h - 0, (A(¥)) - A(#). Para un fluido con

densidad p(7), se divide y se multiplica p(#) en la ecuacién (1.23)
A7)
p(7)

(A(M) = 7', p(P)dr’ (1.24)

Como se menciond anteriormente, la integral se discretiza en una
sumatoria, por lo tanto, se divide el espacio en N pequefios
voliumenes de control de masa m, para el volumen de control k y el

centro de masa 7y, se tiene:

A7)
p(Ty)

W7 — 7|, W p(Fi) dTy (1.25)

Donde, m;, = p(#,)d7, y d7, es un diferencial de volumen ya que

r esta en funcion de x, y, z; entonces:

A7)
p(7y)

W7 = 7|, Rymy, (1.26)

Asi que la aproximacion de (A(7)) es:

(A@) = ka W (17 - ) (1.27)
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Analogamente se obtiene VA (el gradiente de A) como una

aproximacion mediante las sumatorias

N
A
(VA = Vil = ) my %vimk (1.28)

k=1
Suponiendo que la propiedad intensiva a analizar es la densidad

p(#) entonces A(7) = p(7), tenemos:

N

(p()) = ;mk%ww ~ 7l )
N
(p@a= ) mW (=7l k) (129)
k=1

Si la ecuacion (1.29) es usada para fluidos como el agua, donde la
densidad es discontinua, se debe aproximar la tasa de cambio de
la densidad; a todas las particulas se les asigna el mismo valor
inicial de densidad el cual solo cambiara cuando las particulas
tengan movimiento relativo, entonces la ecuacion de continuidad
es:

d
d—’t) = —pV.% = —V.(pP) + . (Vp) (1.30)

Usando la teoria de interpolacion de SPH de la ecuacion (1.28), la

tasa de cambio de la densidad para la particula a es:

N

N

dp my, —

dta = - — PpVpVaWap + V4 Z myVoWap
b=1 Po b=1

Donde, Wy, = W (|7, — 7|, k) entonces:

N

dpa S S 5 o

T my, (U, — V).V W7, —71[,h)  (1.31)
b=1

Utilizando la ecuacién (1.30) y (1.31) podemos calcular (V.7)
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N
_pa(v- 1_7))a = Z my (ﬁa - 1_7)b) VaWap
b=1

N
- 1 - -
(V. U)a = _Z my (Ua - vb)-vaWab
Pa —

El gradiente del tiempo de velocidad para la particula a se obtiene

utilizando la igualdad de la ecuacion (1.30)
pV. ¥ = V.(pv) — v.(Vp)
- 1 - -
V.U = ; [V.(pv) —v.(Vp)]

Tomando un fluido barotrépico no viscoso para lo cual la presiéon
solo esté en funcién de la densidad, la ecuacion de movimiento sin
la aplicacion de fuerzas externas toma la siguiente forma

dp . vk
=—p(V.7) = —PoE

dt
dﬁ— 1VP 1.32

Para aproximar la variacion de la velocidad con respecto al tiempo
(aceleracion) para la particula a se debe tener en cuenta:

P\ 1 1y 1 P
v(—) = —VP + PV (—) =—VP - —Vp
p/ p p/ p p

Lop v(P)+ Py (1.33)
j— et J— JE— p .
p p/  p?

Utilizando la teoria de interpolacién de SPH se puede reescribir la

ecuacion de la siguiente manera

P N my Pb N Pb
v (—) - Z b (—) VW, = Z My —2 VoW (1.34)
P/, ] Pb \Pp ~  Pp

P P\ %
(—ZVp> =(—2)zmbvawab (1.35)
2 ), w2 &

Por lo tanto reemplazando la ecuacion (1.35y 1.36) en la ecuacion
(1.34), se tiene la ecuacidén de aceleraciéon de la particula a en
forma SPH: (Monaghan, 1988)
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di;  ~o P, P\ %
dt == § my— VoWap — (?) § mpVeWap
=1 Pb " p=1

N
dva Pb Pa
dt = - E my (E + F) VaWab (136)

b=1 a

1.4.2.2 Tipos de Kernel
Los términos méas importantes con los que se trabaja en SPH los
podemos observar en la figura 1.6. Donde, se muestra de color rojo
la particula de nuestro interés la cual se encuentra a una distancia
r con respecto a las particulas vecinas. El circulo es el dominio de
influencia o dominio donde se evaluara la funcion kernel la cual
tiene mayor influencia en la cercania de la particula de interés

mientras que en los bordes su influencia es minima.

kermnel WIn

particle of
interest

neighbour *
particle

Figura 1.6 Método Lagrangiano SPH

Fuente: Mihai, et al., 2009

Al trabajar con SPH se debe tener en cuenta cual es la funcién de
suavizado (kernel) que se ajusta mejor a la solucién para obtener
buenas aproximaciones. Debido a que el kernel depende de
algunos factores como: h (radio del dominio de influencia), la
dimension del espacio (2D o 3D), r (distancia entre las particulas a
y b). Se han desarrollado una infinidad de kernels conforme

avanzan las investigaciones y los que comunmente se utilizan son:
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Gaussiano

ob
Wop(r,h) =) e h? 0<r/h<?2 (1.37)
Donde el factor «, depende de la dimensién en que se trabaje;
1 1
Cuadratico
. 3 5, 3 3
Wr,h) =c, (2q2 —2q +2) 0<q<2 (1.38)

Donde el factor x,= # (2D) 0 xp= 4n5h3 (3D)y q = %

Cubico
1-2¢2+2¢° 0<g<1
W(T‘, h) =Xp i(z — CI)3 1< q< 2 (1.39)
0 q=2

10 1 T
Donde el factor ocp= — (2D) 0 xp= — @D)yq=+
Quintico

4

W(r, k) =, (1 - g) (2g+1) 0<qg<2 (1.40)

7 7 r
Donde el factor «,= yo— (2D) 0 xp= 3 (BD)y q = -

1.4.2.3

A pesar de los diferentes kernels que existen, este proyecto se
enfocara en solo dos de ellos, los cuales son: el Gaussiano y el

Cuadratico.

Ecuaciones discretizadas en fluidos

Ecuacién de continuidad

N

dp L o

dta = Z mb(va - vb)-vaWab
b=1

Ecuacién de la energia
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N

au P, 5 5

d_t = _azz my, (Vg — Up). Ve Wap
Pa =

Ecuacién de movimiento
dv, P, P

= > my(—+—5) VW,
dt Z b(pbz pa2> a’lab

1.5 Aplicacion de SPH en tuberias utilizando las ecuaciones de N-S

1.5.1 Solucion de las ecuaciones de NS en tuberias
Para fluidos incompresibles, la ecuacion de NS se simplifica
considerablemente, resultado de considerar la densidad p como
constante, por lo tanto, puede ser descrita de forma conservativa

como.

-

ov
= AT+ (V)P + VP = f(x,0); V.3=0 (141)

Situada en un dominio espacial Q c R?, complementado con
condiciones de frontera, donde v es el vector de velocidad v > 0 es la
viscosidad cinematicay P es la presidn escalar, que sirve para hacer
cumplir la condicién libre de divergencia V.7 = 0. Del lado derecho es
una fuerza (artificial) que sirve para mantener un movimiento no trivial
del fluido (Robinson, 2013). Mediante la ecuacion (1.41) se puede
obtener una nueva ecuacién para resolver un problema de
movimiento de un fluido incompresible a través de una tuberia, donde:
ov

FTA =0 debido al caso estacionario

(?.V)¥ =0 no hay flujos convectivos

Por lo tanto, se obtiene una ecuacioén diferencial:

VP = %vzﬁx (1.42)

Donde P = P(x) Y ¥, = U, (¥)
0P  po*v,
dx p dy?
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1.5.2

1.5.3

,  —Ap(ad* |
Uy = m <Z -y (143)

Siendo esta solucion correspondiente al denominado flujo de

Poiseuille para una tuberia.

Fronteras

SPH, ademés de ser un método ideal para simular problemas
complejos de hidrodinamica posee una gran desventaja al evaluar
propiedades del fluido en las fronteras ya que se introduce un error a
la solucién aproximada, por lo que es muy necesario que estas deban
ser condicionadas. En investigaciones anteriores este problema ha

sido tratado de diferentes maneras como es el caso de:

» (Liu & Liu, 2003) que propone el uso de particulas fantasmas en
la zona de entrada y salida, lo que beneficia el célculo de la
densidad al ser evaluada en las fronteras.

» (Monaghan, 1994) propuso el uso de una linea de particulas
fantasmas sobre la frontera de salida, de tal forma, que se
produzca una fuerza de repulsion a las particulas que se
encuentran cerca de la frontera.

» (Campbell, 1989) incluyé un término residual de frontera en la
integral por partes cuando se estimaba la integral del kernel.

» (Libersky, Petschek, Carney, Hipp, & Allahdadi, 1993)
introdujeron particulas fantasmas reflectantes en las fronteras.

» (Randles & Libersky, 1996) utilizaron particulas fantasmas
asignando el mismo valor de frontera de una variable de campo
a todas las particulas y por una interpolacién suave del valor de
las particulas en la frontera especificada, se calcula el valor en

el interior de estas.

Viscosidad Artificial
En el trabajo de (Monaghan, 2005), se establecio este término para
estabilizar el algoritmo en la simulacion permitiéendonos simular

fendmenos de choques debido a su simplicidad. Se debe tener en
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cuenta gque esta viscosidad no tiene relacion alguna con la viscosidad
real del fluido. Este término se lo suma al gradiente de presion y en

SPH se lo denota como:

dv, N P, P,
dt = - Z my (_2 + ) + Hab) VaWab (144)
he1 Pa Pb

Donde I1,;, es el término de viscosidad artificial y se lo expresa como:

Uqp. T,
My, = —v <M> (1.45)

r% + €h?,
€~0.01, evitando singularidades cuando r,;, = 0. El signo negativo
de este término desempefia un papel fundamental debido a mientras
mas alto sea el valor de la viscosidad menor sera la aceleracion del
fluido.

1.5.4 Flujo de Poiseuille dependiente del tiempo
Considerando un flujo estacionario entre dos placas paralelas infinitas
en reposo en presencia de un gradiente de presién, se selecciona el
plano (x-y) para representar al flujo y como direccion del flujo el
sentido positivo de las x.

Fl

v, t) = (* = d*) (1.46)

A la ecuacioén (1.46) se le incorpora una sumatoria, la cual tiene las
funciones coseno y exponencial, la funcion coseno depende de la
posicion en que se encuentren las particulas en el eje originando la
forma tipica del flujo de Poiseuille, mientras que la funcion
exponencial depende del tiempo y es responsable del aumento de la
velocidad hasta llegar al flujo estacionario. Para un sistema de flujo

variable en el tiempo la solucién es:

|F|
vy, ) = = (y* —d?)

s i 16(-D"d?|F|  [2n+ Dy (2n + 1)2mvt
e T ] v

] (1.47)

n=o
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Donde, las placas estan ubicadas a una distancia y = +d, siendo d la

mitad de la separacion entre placas y v =n/p es la viscosidad

cinematica.

10 1/A 2vv
IF| = _P__( P)z_ 0

Tpox p\L d?

L
=5 (1)
Yo = 2pv\ L

(1.48)

(1.49)

Enla Ec. (1.47), F es una fuerza impulsora proporcional a la diferencia

de presion (Ap) entre la entrada y la salida, L es la longitud de la

tuberia y vo es una constante asintética de la velocidad. En el limite

cuando t tiende a «, la ecuacion tiende al perfil parabdlico del estado

estacionario. (Sigalotti, Klapp, Sira, Melean, & Hasmy, 2003)

2
0. ) = vy (1 - Z—)

(1.50)
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CAPITULO 2

2 METODOLOGIA

Para la resolucion del problema planteado, se propuso realizar un codigo para la
simulacion de fluidos utilizando el método SPH. El algoritmo simulara
numéricamente un liquido newtoniano (agua), isotérmico en dos dimensiones que
fluye a través de una tuberia. Se propuso la implementacion de condiciones de
fronteras periddicas para reducir la carga computacional originada al simular una
tuberia de grandes dimensiones y medir el error relativo respecto a la solucion
analitica (Flujo de Poiseuille no estacionario) que se genera debido a la
inconsistencia de la solucion en las fronteras, al cambiar el tipo de kernel, nimero
de particulas y dimensiones de la tuberia. Los resultados de la simulacion y el
calculo de los errores permitiran establecer las condiciones fisicomatematicas para

las cuales se optimice la convergencia del método.

2.1 Desarrollar un codigo a partir de la técnica SPH que simule el flujo
en unatuberia.
Se desarroll6 un codigo en SPH bidimensional, isotérmico y con
condiciones periddicas utilizando las ecuaciones discretizadas de NS,
las cuales fueron llevadas al lenguaje de MatLab. Se inicializaron las
variables de entrada con las condiciones iniciales: dimension de la
tuberia, constantes del fluido y condiciones del método SPH. Una vez
establecidas las dimensiones de la tuberia se procedi6 a la distribucion
de las particulas, luego entra a un bucle donde el paso de tiempo debe
ser menor al tiempo total de simulacién, si esto ocurre se realizan los
calculos correspondientes a cada una de las etapas. A continuacion, se

muestra un esquema general del codigo:
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Iniciar

Variables
de entrada

Pasos de tiempo < Tiempo total No Terminar

Si

>

Distancia entre
particulas

¥

Calculo del kernel y sus
derivadas

Calculo de:

Densidad

Presion

Viscosidad artificial
Gradiente de presion
Aceleracion

!

Velocidad estacionaria ]

Calculo de la

velocidad no
estacionaria

Calculo de las nuevas
velocidades y posiciones

[ Medicion del Perfil de VeIocidadJ

Figura 2.1 Diagrama de flujo del codigo desarrollado



2.2 Plantear un modelo que permita resolver los problemas al evaluar

la funcién kernel en las fronteras para el caso de tuberias.

Viscosidad artificial

El término de viscosidad se puede estimar directamente usando las
férmulas de interpolacion de SPH, sin embargo, en problemas de
transferencia de calor estas formulas de interpolacion no cumplen la ley
de conservaciéon de momento, y no se garantiza el incremento de la
entropia del sistema. Por esta razon Gingold & Monaghan en 1983,
idearon un término de viscosidad artificial (ecuacion 2.1) el cual cumpla

la ley de conservacion de momento:
Ugp-Tab
Hab = -7V (ﬁ) (21)
T4, + €hsy

Este término se agregd en el cédigo, para mejorar las caracteristicas
fisicas de la solucién. Una explicacion mas detallada se encuentra en el
capitulo 1. La siguiente figura (2.2) muestra un diagrama de flujo

correspondiente a su incorporacion en el algoritmo.
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Iniciar

Inicializar
vectores

# particulas <= #total particulas NO Terminar

Si

L

Calculo de Viscosidad
artificial

x

Suma al gradiente
de presion

x

Aceleracion

Figura 2.2 Diagrama de flujo del calculo de viscosidad artificial

Termino no estacionario para la velocidad

A la solucién numérica se le incorpord un término correspondiente a la
solucion analitica del caso no estacionario para el flujo de Poiseuille
(ecuacion 2.1). Este método fue implementado por (Sigalotti et al., 2003),
con el objetivo de obtener una simulacibn mas precisa con numeros

bajos de Reynolds.

[oe]

|F| 16(—1)"d?|F| 2n+ Dmy (2n + 1)%*m%vt
n00) = 5, 0~ )+ ) = cos [ e | -

( I e J
/ [

Término estacionario Término no estacionario

(2.2)
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El término de la derecha (sumatoria) de la ecuacién (2.1), depende del
tiempo y de la posicién de las particulas en el eje” y”. La funcion coseno
es la responsable de originar la forma tipica del flujo de Poiseuille,
mientras que la exponencial se encarga del aumento de la velocidad en
el tiempo hasta llegar al estado estacionario. Una explicacion mas
detallada se encuentra en el capitulo 1.

Calculo del perfil de velocidad

Una vez incorporado el término dependiente del tiempo a todas las
velocidades de las particulas de simulacion, se procedio a medir el
campo de velocidades. Para esto se toma una region del dominio de
simulacién y se registran las velocidades de las particulas que transitan
en esta por unidad de tiempo. El promedio de velocidades proporciona
el campo de velocidades en una regién determinada. La figura 2.3
muestra un esquema de la realizaciéon esta medicion; donde L es el
ancho de la tuberia, Lr es un factor de amplificacion del largo de la
tuberia (Lr=1) y df es la seccién de medicién que se ubico en la mitad de
la tuberia.

Intervalo de medicién

df

;

e # particulas=6

e vel=) velocidad(i)

e velprom= vel/#particulas

L*Lr

Figura 2.3 Esquema de medicion del campo de velocidades
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2.3 Comparar y analizar las soluciones analiticas y de fronteras

peridédicas convencionales con el modelo propuesto.

Se establecieron 2 casos de estudio, a través de la utilizacion de los
kernel gaussiano y cuadratico, con 900, 2500 y 6400 particulas para dos
escalas de simulacion, las cuales fueron: 2x10-3 m y 1x10-3 m. Se
calculo el error relativo promedio de los valores correspondientes al
campo de velocidades en una zona determinada, para medir la influencia

de las fronteras periédicas en la solucién del sistema.
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CAPITULO 3

3 RESULTADOS

Los problemas computacionales al simular las fronteras de una tuberia utilizando el
método SPH se estimaron cuantificando el error relativo a la solucion analitica para

mejorar la precision en los resultados.

3.1 Desarrollar un coédigo a partir de la técnica SPH que simule el flujo
en unatuberia.
A continuacién, se muestra el cogido utilizado en la simulacion
(programado en MATLAB 2016a). EI mismo ha sido subdivido utilizando

el esquema mostrado en la figura 2.1.

Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales establecen los parametros fisicos y sus limites
en la simulacion. Estas condiciones pueden modificarse dependiendo de
lo que se quiere analizar. En el codigo se establecieron condiciones para

la tuberia, las particulas, dimensién del espacio y para el fluido.

%% Condiciones iniciales

nd = 2; %numero de dimensiones del espacio

step_num = 10000; %nUmero de pasos de tiempo,

dt_vid=10; % intervalos para la grabacion del video (si es 2, el niUmero
total de pasos debe ser par, si es 5, el nUmero total divisible entre 5, y asi
sucesivamente)

numframes= step num/dt_vid; %numero de frame para grabar el video

dt = le-9; %delta del tiempo

np = 900; %numero de particulas

%% Condiciones de la tuberiay particulas iniciales
particledistri=1; % si es 1l=caja simétrica O=caja no simétrica
2=aleatorio, debe tener raiz cuadrada exacta especialmente el 1y 2.
L=le-3; % tamafio de la tuberia (diametro)

Lr=3; % Razon de incremento del largo de la tuberia con relacion al ancho
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d=L/2; % Radio de la tuberia

d2=L/ (n+1) ;

dL=L*0.02; % intervalo diferencial de frontera
ploti=2; %l=densidad 2=posiciones
velocidad=1; %si velocidad es 1, se hara el calculo para la adicién de la
velocidad

v0=1.25e-2,; %velocidad inicial

m=100; %Limite de la serie

%% Constantes del fluido

h=1.73e-04,; % radio de suavizado

Rho0=1000,; %densidad inicial del agua a 4°C
gamma=7; %constante para liquidos incompresibles

c0=2.5e-5; %velocidad del sonido en agua

Distribucidon de las particulas y calculo de sus posiciones iniciales

Dependiendo de la distribucion usada en el codigo, la solucién converge
de diferentes formas. En primer lugar, se trabajé con una distribucion
aleatoria en donde la distancia entre las particulas no tiene un orden y
distribucion especifico, por lo tanto, esto producia problemas al evaluar
la funcion kernel. Por esta razén, se desarrollé una distribucién ordenada
para tener una distancia equidistante de las particulas, sin embargo, en
algunos tramos del volumen de control no habia presencia de particulas
lo que ocasion6 problemas al momento de realizar el célculo de
distancias. Debido a estos problemas se llegd a la conclusion que las
particulas debian tener una distancia equidistante y ocupar todo el
espacio del volumen de control, por lo que se implementé una
distribucion simétrica, obteniendo mejores resultados al evaluar la
funcién kernel, ademas, otorgo un mejor resultado al momento de

graficar el perfil de Poiseuille.

%% Distribucién de las particulas
if (particledistri==0)
ds=(L-aa)/sqrt (np) ;
k=1,
for i = 1: sqgrt(np);,
for j = 1: sqgrt(np),
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pos (k,1) =i*ds+aa/2;
pos (k,2) =j*ds+aa/2;
k=k+1,
end
end
end

if (particledistri==1)
pos=0;
k=1,
Xx= ((L*Lr)/ (sqrt (np) +1)) *[1: sqrt (np)],
Yy=((L)/(sqrt(np)+1)) *[1: sqrt(np)];
for i = 1: sqgrt(np);,
for j = 1: sqgrt(np);,
if (k<=np)
pos(k,1) =Xx(i),
pos (k,2) =Yy(3):
k=k+1;
end
end
end
end

if (particledistri==2)
pos=((L*Lr-aa). *rand(np,nd) + aa);
end

Céalculo de la distancia entre particulas.

Para realizar este célculo se implement6 el método de vectorizacion de
matrices de MatLab, en donde se sustituye la forma tradicional de
trabajar con loops “for” anidados, por un método que realiza operaciones
multiples en instrucciones simples, SIMD por sus siglas en ingles. El

calculo se realiza comparando cada particula contra todas sus vecinas.

%% Forma Vectorial

x=pos (:,1);

y=pos (:,2);

dx = bsxfun(@minus,x(:),x(:)."'),; % ladiferencia entre la distancia
al interior de las particulas en x.

dy = bsxfun(@minus,y(:),y(:)."'); % ladiferencia entre la distancia
al interior de las particulas en y

r = sqrt(dx.*2+dy.*2),; % célculo de la distancias vectorialmente

r2= (dx.*2+dy.*2);
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%% Con los bucles del tipo “For”
for a=1:np % contador de particulas la que comparare

for b=1:np % for de particulas para la comparacion con indicesay b

r=sqgrt((pos(a,1)-pos(b,1))*2+(pos(a,2) -
pos(b,2))"2);
r2=r*r;

end

end

Seleccion de la funcién kernel y calculo de sus derivadas

Se inicié trabajando con el kernel Gaussiano, sin embargo, la carga
computacional que se origina debido al calculo de un exponencial hace
que el codigo se vuelva mas lento y pesado. Por esta razdén, se

implemento el kernel de Cuadratico.

%% Kernel Gaussiano
Wb= ad*exp (-r2./(h*2)).*H;
W=sum (Wb, 2) ;

% the kernel derivate
Wdx= (-2*ad*(1/h*2))*dx.*exp (-r2./(h)*2).*H;
Wdx=sum (Wdx,h 2) ;
Wdy= (-2*ad*(1/h*2))*dy.*exp (-r2./(h)*2).*H;
Wdy=sum (Wdy,2),;

%% Kernel Cuadratico
Wb= (3/4)*ad*((1/4)*(r2./(h*2)-(r/h)+1)) . *H;
W=sum (Wb, 2) ;

% the kernel derivate
Wdx=(3/4) *ad* ( (dx/2*h) - (dx/r*h) ) . *H;
Wdx=sum (Wdx, 2) ;
Wdy=(3/4) *ad* ( (dy/2*h) - (dy/r*h) ) . *H;
Wdy=sum (Wdy,2) ;

Céalculo de la viscosidad artificial.

Se afadié el término de viscosidad artificial de Monaghan para mejorar
la aproximacion de la simulacion.

%% Viscosidad Artificial
Visc = zeros(np,1),
Ex=0.01;,
for a=1:np;

Tx=0,
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Ty=0,
Txx=0,;
Tyy=0,
for b=1:np,
if r2(a,b)<= h;,
Tx=(-nu) *(((vel(a,1l) *pos(b,1) )+

(vel(a,2) *pos(b,2)))/(r2(a,b) +Ex* (h*2))) ;
Txx = Txx+Tx,
end
end
Visc(a,1l)=Txx,
end

Célculo de la presion, gradientes de presion vy la velocidad de las

particulas.
Para el célculo de la presion se empled la ecuacion de estado de liquidos

incompresibles. Una vez realizado el céalculo de los gradientes de
presion, se le sumé la viscosidad artificial debido a que este término
influye en la aceleracion del fluido, fisicamente se interpreta como una
desaceleracion del fluido, puesto que mientras mas viscoso es un fluido,
luego con la presion y viscosidad de las particulas se realizé el célculo

de la aceleracion.

%% Gradiente de presion

% Vectorizado

P=beta* (((Rho./Rho0) . *gamma) -1) ;

Gp=bsxfun (@plus, (P./Rho. *2)’, (P./Rho. *2));
Gp=sum (Gp,2) ;

Gpx=- (mass) * (Gp+Visc) . *Wdx,

Gpy=- (mass) * (Gp+Visc) . *Wdy,

% Con los For’s
for a = 1: np
for b = 1: np
r=sqgrt((pos(a,1)-pos(b,1))*2+(pos(a,2)-pos(b,2))*2) ;
r2=r*r;
if (r<h);
Gpx=-Gpx+mass* ( (P (b) / (Rho (b) *2) +P (a) / (Rho (a) *2) )
+Visc) *Wdx (a) ;
Gpy=-Gpy+mass* ( (P (b) / (Rho (b) *2) +P (a) / (Rho (a) *2) )
+Visc) *Wdy (a) ;
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end

%% Calculo el gradiente de presion de las particulas a
Gpax (a)= Gpx;
Gpay (a) = Gpy;

%% Aceleracion en xyy
acc(:1)=Gpax,
acc (:2)=Gpay+g,
end

Gpx=0.0;

Gpy=0.0;

end

%% Calculo de la velocidad
vel(:,1) = (vel(:,1) + dt.*acc(:,1)),
vel(:,2) = (vel(:,2) + dt.*acc(:,2)),

3.2 Plantear un modelo que permita resolver los problemas al evaluar

la funcion kernel en las fronteras para el caso de tuberias.

Implementacidon de condiciones de fronteras periddicas en el sistema

propuesto.
Se crearon fronteras periddicas en funcion de la longitud de la tuberia de

tal forma que las particulas que abandonaban el dominio computacional
sean reinsertadas en la entrada del dominio formando asi una tuberia

con condiciones de fronteras periodicas.

%% Condiciones de frontera
for (i =1:np)

%boundaries for x's

if (pos(i,1) >= (Lr*L));,
vel(i,1l) =vel(i,1);
pos(i,1) = 0;

end

if(pos(i,1) <= 0);,
vel(i,1) = vel(i,1),
pos(i,1) = 0;

end

%boundaries for y's
if (pos(i,2)>=(L));
pos(i,2) =(L-dL);
end
if(pos(i,2) <= 0);
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pos(i,2) = dL;
end
end

Implementacion del término dependiente del tiempo para el flujo de

Poiseuille.
Se incorporé una subrutina que permitié sumarle a la solucion numérica

un término de velocidad del estado no estacionario, la cual consistio en

dividir toda la tuberia en pequerios intervalos a lo largo del eje “y”, luego
se identifico si la particula se encontraba en un intervalo especifico y si

esto ocurria se le aflade a la velocidad estacionaria.

%% Calculo del término de adicion de la velocidad
for a=1: np;
for dyy=0:n,
y=dyy-(n/2);
R=0;
if pos(a,2)>=dyy*d2 && pos(a,2)<(dyy+1l) *d2,
F= (2*nu*v0)/((d)*2) ;
for s=1:m;,
A=16*((-1)*(-s))*((d)*2)/(pi*3*nu*
(2*s+1) *3) ;
=cos ((2*s+1) *pi*y*d/ (L)) ;
C=exp (- (pi*2*nu*dt*step* (2*s+1) *2) / (4*
((d)*2)));
R=R+ (A*B*C) ;
end
vel(a,l) = vel(a,l) + R;
end
end
end

Desarrollo del cédigo para medir el perfil de velocidad tipo Poiseuille.

Para la medicion del perfil de velocidad, se tomé el ancho de toda la
tuberia y se lo dividi6 en pequefios intervalos a lo largo del eje” y”.
Posterior a esto, en el eje “X” se verifico si la posicion de la particula se
encontraba en la mitad de la tuberia y dentro de un intervalo especifico.
Si esto ocurria, se guardaba la velocidad de esta particula en un vector
de velocidad. Este procedimiento se lo realizo para todas las particulas,
obteniendo la suma total de las velocidades de las particulas y ademas

la cantidad de particulas que cumplieron con estas condiciones.
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%% Cadigo del perfil de velocidad
cont = zeros(n,1),
veloc = zeros(n,1);
for i=1:n;
for a=1: np;,
if pos(a,1)>=(L*Lr)/2&&pos(a,1)<=((L*Lr)/2+df)
if pos(a,2)>(i-1)*d && pos(a,2)<d* (i) ;
veloc(i)= veloc (i) + vel(a,l);,
cont(i) = cont(i,1)+1;,
end
end
end
end
velocl=veloc. /cont;

Céalculo de la posiciéon en funcién de la velocidad, aceleracion y tiempo

Con la aceleracion que se calcul6 anteriormente y con los intervalos de
tiempo (dt) establecidos al inicio de la simulacién, se calcul6 la nueva

velocidad de las particulas utilizando un algoritmo integrador de verlet.

%% Calculo de la posicidon
pos(:,1) = pos(:,1) + vel(:,1)*dt + 0.5%acc(:,1)*dt*2;
pos(:,2) = pos(:,2) + vel(:,2)*dt + 0.5%acc(:,2) *dt*2;

Consistencia en las unidades.

Para llevar a cabo la comprobacion de la consistencia en las unidades

se realizé un andlisis dimensional a cada una de las variables

Wb=ad*exp (-r*2./h"2)) ."H [1/m*2],; %kernel

Rho=mass*W [Kg/m*3]; %densidad

P=beta* ( (Rho./Rho0) . *"gamma) -1) [Kg/m~2] ; %presion

acc=mass* (Gp+Visc) . *dwW [m/s*2]; %aceleracion

vel= vel +dt. *acc [m/s]; Yvelocidad
pos=pos+vel*dt+0.5*acc*dt*2 [m] ; %posicion

beta=(c072) *Rho0/gamma [Kg/ms*2],; %beta
ad=1/(((pi)*(3/2))*h*3) [1/m*2]; %alpha D para nd=2 (G)
ad=2/(((pi) *(3/2)) *h*3) [1/m*2]; %alpha D para nd=2 (C)
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3.3 Comparacion de la solucion analitica para un flujo tipo Poiseuille y
de fronteras peridédicas convencionales con el modelo propuesto.
A través de la utilizacion del cédigo se realizaron graficas de la evolucion
del perfil de velocidad para diferentes pasos de tiempo, y se comparo la
solucion numeérica con la analitica en cada caso. Adicionalmente se
presenta la evolucion de las posiciones de las particulas para diferentes

pasos de tiempo.

3.3.1 Simulaciéon realizada con un didmetro de 2x102 [m], 900
particulas y 5 particulas vecinas, para diferentes tiempos de

simulacién.

Perfil de Velocidad Kernel Gaussiano con 900 Particulas

0,025
0,02 ik
= 0,1 Solucién analitica
\ ’ e
E 0,015 (Linea sélida)
®
5ol
'g 0,01 Solucién numérica
< (Linea punteda)
> 0,005 | & oSS
0

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002
Didmetro de la tuberia (m)

Perfil de Velocidad Kernel Cuadratico con 900 Particulas

0,025
1s
0,02 Solucién analitica
3 (Linea solida)
é 0,015
ko]
g 0,01 Solucién numérica
8 (Linea punteda)
g0,00S - = ——— >\
a = " - = -
0

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002
Diametro de la tuberia (m)

Figura 3.1 Gréficas de los perfiles de velocidad con 900 particulas.

Resultados analiticos y numéricos, aplicando el kernel gaussiano y
cuadratico.
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3.3.2 Simulaciéon realizada con un didmetro de 2x102 [m], 2500

particulas y 10 particulas vecinas, para diferentes tiempos de

simulacion.

Perfil de Velocidad Kernel Gaussiano con 2500 Particulas

0,025
— 0,02 Solucidn analitica
2 (Linea sélida)
E 0,015
ge)
© L -
T 001 Solucién numérica
(&) ’ ,
[s) (Linea punteda)
Qo005 | & . O\ 0 TUUTC

0

0 0,001 0,002
Diametro de la tuberia (m)

Perfil de Velocidad Kernel Cuadratico con 2500 Particulas

0,025
1s

i 0,02 Solucidn analitica
S (Linea solida)
— 0,015
©
O
o
‘s 0,01 Solucién numérica
% (Linea punteda)
> 0005 g7 AN\

0 0,001 0,002
Diametro de la tuberia (m)

Figura 3.2 Gréficas de los perfiles de velocidad con 2500 particulas.
Resultados analiticos y numéricos, aplicando el kernel gaussiano y
cuadrético.
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Las figuras (3.3, 3.4, 3.9 y 3.10) muestran la evolucion de las posiciones de
particulas en las simulaciones para diferentes pasos de tiempo.

Aplicando Kernel Gaussiano con un diamtro de 2 x103 m

(a) Tiempo inicial: 0.01 s Tiempo final: 0.6 s
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(b) Tiempo inicial: 0.01 s Tiempo final: 0.6 s
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Figura 3.3 Simulacion de (a) 900 particulas y (b) 2500 particulas aplicando el kernel
gaussiano y diametro de 2x10-3 m. Posiciones de las particulas al inicio y final de
la simulacion.
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Aplicando Kernel Cuadratico con un didmtro de 2 x103 m

(a) Tiempo inicial: 0.01 s

P A HE
0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0006 OO0 0.01

(b) Tiempo inicial: 0.01 s
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(c) Tiempo inicial: 0.01 s
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0
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Tiempo final: 0.6 s
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Tiempo final: 0.6 s
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Figura 3.4 Simulacién de (a) 900 particulas, (b) 2500 particulas y (c) 6400 particulas
aplicando el kernel cuadratico y didmetro de 2x10-3 m. Posiciones de las particulas
al inicio y final de la simulacién.
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3.3.3 Simulaciéon realizada con un didmetro de 1x102 [m], 900

particulas y 19 particulas vecinas, para diferentes tiempos de

simulacion.

Velocidad (m/s)

Velocidad (m/s)

Perfil de Velocidad Kernel Gaussiano con 900 Particulas

0,008

Solucidn analitica

0,006
(Linea solida)

0,004
Solucién numérica

0,002 (Linea punteda)

0 0,0005 0,001
Diametro de la tuberia (m)

Perfil de Velocidad Kernel Cuadratico con 900 Particulas

0,006

Solucidn analitica

0,004 (Linea sélida)

Solucién numérica

0,002
(Linea punteda)

0 0,0005 0,001
Diametro de la tuberia (m)

Figura 3.5 Gréficas de los perfiles de velocidad con 900 particulas.
Resultados analiticos y numéricos, aplicando el kernel gaussiano y

cuadratico.
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3.3.4 Simulaciéon realizada con un didmetro de 1x102 [m], 2500
particulas y 47 particulas vecinas, para diferentes tiempos de

simulacion.

Perfil de Velocidad Kernel Gaussiano con 2500 Particulas
0,006

1s
. Solucién analitica
w .
~ Linea sdlida
£ 0,004 ( )
he]
©
g ® Solucién numérica
©O 0,002 . (Linea punteda)
3]
K A e N

0 0,0005 0,001
Diametro de la tuberia (m)

Perfil de Velocidad Kernel Cuadratico con 2500 Particulas
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< 0,004 ‘s ’ (Linea sélida)
£ ) .
E ; A
i} Y Solucién numérica
8 0,002 } &Y g Y (Linea punteda)
o A ad U\ e —
> ¢ )
’ 0
0 MM

0 0,0005 0,001
Diametro de la tuberia (m)

Figura 3.6 Graficas de los perfiles de velocidad con 2500 particulas.
Resultados analiticos y numéricos, aplicando el kernel gaussiano y
cuadratico.
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3.3.5 Simulacion realizada con un didmetro de 1x102 [m], 6400
particulas y 100 particulas vecinas, para diferentes tiempos de

simulacion.

Perfil de Velocidad Kernel Cuadratico con 6400 Particulas

0,006
1s

iy Solucion analitica
£ 0,004 (Linea sdlida)
-o —_—
O
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'8 Solucién numérica
] 0,002 (Linea punteda)
> | Ly T\

Diametro de la tuberia (m)

Figura 3.7 Grafica del perfil de velocidad aplicando el kernel cuadratico con
6400 particulas. Resultados analiticos y tedricos para un didmetro de 1x10-3 m.

3.3.6 Simulacion realizada con un didametro de 2x103 [m], de 6400
particulas con 30 particulas vecinas, para diferentes tiempos de

simulacién.

Perfil de Velocidad Kernel Cuadratico con 6400 Particulas
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0 0,001 0,002
Diametro de la tuberia (m)

Figura 3.8 Gréfica del perfil de velocidad aplicando el kernel cuadrético con
6400 particulas. Resultados analiticos y tedricos para un diametro de 2x10-3 m.
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Aplicando Kernel Gaussiano con un diadmtro de 1x103 m

Tiempo final: 0.6 s

(a) Tiempo inicial: 0.01 s
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Figura 3.9 Simulacion de (a) 900 particulas y (b) 2500 particulas aplicando el kernel
gaussiano y diametro de 1x10-3 m. Posiciones de las particulas al inicio y final de
la simulacion.
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Aplicando Kernel Cuadratico con un diadmtro de 1x103 m

Tiempo final: 0.6 s

(a) Tiempo inicial: 0.01 s
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(c) Tiempo inicial: 0.01 s
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Figura 3.10 Simulacion de (a) 900 particulas, (b) 2500 particulas y (c) 6400
particulas aplicando el kernel cuadratico y diametro de 1x10-3 m. Posiciones de las

particulas al inicio y final de la simulacion.
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Una vez que se obtuvo la solucién numeérica de la ecuacién de NS para el flujo de
Poiseuille no estacionario, se compar6 con el modelo tedrico para estimar un valor
en el que las condiciones de simulacion sean las de mayor precision midiendo el
error relativo a la solucion analitica. Las tablas 5 y 6 muestran el error relativo
obtenido para las configuraciones utilizadas en las simulaciones, para cada kernel
de interpolacion y diferentes longitudes de simulacién.

Tabla 5. Error relativo obtenido con didmetro de la tuberia de 2x10-3 m

Error Relativo Kernel Error Relativo Kernel
Gaussiano Cuadratico

900 pattlculas S|mul_adas 6.57% 5 54%
(5 particulas de vecinas)
2500 pattlculas S|mul.adas 4.28% 4.51%
(10 particulas de vecinas)

4 icul imul .
6400 particulas simuladas Diverge 3.86%

(30 particulas de vecinas)

Tabla 6. Error relativo obtenido con diametro de la tuberia de 1x10-3 m

Error Relativo Kernel Error Relativo Kernel
Gaussiano Cuadratico

icul imul
900 parflcu as simu gdas 11.9% 10%
(19 particulas de vecinas)
2500 pattlculas S|mulladas 14.26% 6.07%
(47 particulas de vecinas)
6400 particulas simuladas Diverge 5 950

(100 particulas de vecinas)

Finalmente, se evalué la evolucién del error en funcién del tiempo, para las

diferentes escalas de simulacion y los dos kernel utilizados.

—— Error Cuadratico ==& Error Gaussiano

0,12
0,08
o — L=
(@]
o
S 0,04
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
TIEMPO (S)

Figura 3.11 Comparacion de los errores en funcién del tiempo, para el diametro de
tuberia de 2x10-3 y 900 particulas.
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Figura 3.12 Comparacion de los errores en funcion del tiempo, para el diametro de
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Figura 3.13 Comparacion de los errores en funcion del tiempo, para el diametro de
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Figura 3.14 Comparacion de los errores en funcién del tiempo, para el diametro de

tuberia de 1x10-3 y 2500 particulas.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE RESULTADOS

El codigo desarrollado mediante la técnica SPH permitio modelar la dinamica de un
fluido en una tuberia con fronteras periddicas, calcular el campo de velocidades
como solucion numérica, introducir el termino de viscosidad artificial para mejorar

la solucion y estudiar el caso no estacionario.

Los resultados obtenidos en la comparacion de la solucion analitica para un flujo
del tipo Poiseuille y de fronteras periddicas reportados en las figuras 3.1, 3.2, 3.7y
3.8, muestran perfiles de velocidad parabdlicos que concuerdan con la solucién
analitica. Sin embargo, para los casos 3.5 y 3.6 que corresponden al kernel
gaussiano y cuadratico utilizando 900 y 2500 particulas se pierde el pefrfil
parabdlico, mostrando inconsistencias en la solucién numérica, el caso de 6400
particulas utilizando el kernel gaussiano no se muestra debido a que los valores

salieron del dominio numérico del computador.

Las tablas 5 y 6 muestran que el error relativo a la solucion analitica disminuye al
aumentar el niumero de particulas como ya ha sido reportado anteriormente
(Gingold & Monaghan, 1977). Sin embargo, las simulaciones divergen para un
namero de particulas superior a 2500 cuando se emplea el kernel gaussiano.
Mientras que para el Kernel Cuadrético la solucion converge y el error relativo

disminuye.

Las graficas 3.11 y 3.12 de 900 y 2500 particulas para el diametro de 2x10- [m]
respectivamente muestran la evolucion del error a diferentes pasos de tiempo,
observando poca variacion independientemente del kernel utilizado, sin embargo,
en las gréaficas 3.13 y 3.14 para un didmetro de 1x10-3 [m] muestran que el error se
incrementa para el kernel gaussiano mientras que se mantiene estable para el

cuadratico a medida que trascurre el tiempo de simulacion.
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Al analizar la influencia de la escala de la simulacion se observa que para el caso
de un didmetro mayor (2x10-3m) el error porcentual disminuye. Esto es atribuible a
gue en las simulaciones el tamafio de la longitud de suavizado (h) se mantuvo fijo.
Al disminuir el tamafio de la tuberia, el tamafio de h comparativamente se hace

mayor y el error aumenta, esto es también consistente con lo reportado en la
literatura.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Se logro llevar a cabo la simulacion de un liquido newtoniano que circula por una
tuberia a través de fronteras periddicas, mediante la elaboracion de un codigo en

MatLab a partir de la técnica SPH.

Se analizé y comparoé la solucién analitica con la solucion numérica mediante las
graficas obtenidas de los perfiles de velocidad en estado no estacionario para cada

paso de tiempo utilizando dos tipos de funciones de kernel.

A medida que se aumentaba el nimero de particulas y se disminuia el tamafio de
“h” el error relativo a la solucion numérica disminuyo, obteniendo un error de 3.86%
con 6400 particulas y el Kernel cuadratico. EI Kernel gaussiano divergia y
presentaba problemas de estabilidad que se acentuaban al incrementar el nimero
de particulas, por lo que solo puede ser utilizado para simulaciones de pocas

particulas.

Los resultados muestran que las fronteras periddicas utilizadas introducen un error
gue puede ser minimizado al aumentar el nUmero de particulas y disminuir el
tamafo de “h”, en donde el kernel cuadratico genera resultados méas estables y
consistentes. Para fluidos incompresibles se debe tener en cuenta que la solucién
converge solo para numeros pequefios de Reynolds (flujos laminares), es decir,

diametros de la tuberia pequefios y velocidades de flujo bajas.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda continuar con este método para la simulacién de fluidos a través de
tuberias, implementando nuevas variables que permitan mejorar la precision a

través de modificaciones que permitan:

v' Aumentar el nimero de particulas en la simulaciéon a través de la
optimizaciéon de los métodos de busqueda de vecinos.

v Utilizar un radio de suavizado (h) variable el cual se adapte a la
configuracion de la tuberia, evitando asi tomar particulas que estan
fuera del dominio computacional.

v' Evaluar otras funciones de suavizado que ayuden a la convergencia
de la solucion del sistema.

v Incorporar particulas fantasmas en las fronteras del sistema, para
tener consistencia en la densidad del fluido.

Utilizando el método SPH se podrian también evaluar fluidos dependientes de la

temperatura al introducir un factor difusivo en las ecuaciones de movimiento.
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SIMBOLOGIA

p; densidad

m; masa

V; volumen

p; cantidad de movimiento
V; velocidad

U; energia interna

Ec; energia cinética

Ep; energia potencial

Q; calor

W; trabajo

H; entalpia

S; entropia

T; temperatura

A; cualquier campo variable
W; funcion de suavizado
0; funcién delta de dirac
h; radio de suavizado

[; viscosidad artificial

t; tiempo

d; radio de la tuberia

v; viscosidad cinematica

Vp; velocidad inicial
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