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Capitulo 2

2. MARCO TEORICO

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones tomadas
secuencialmente en el tiempo. Muchos conjuntos de datos suelen
aparecer como series de tiempo: una secuencia mensual de la cantidad
de buenos envios desde una fabrica, una serie semanal de accidentes de
transito, observaciones realizadas cada hora en un proceso quimico, etc.,
son ejemplos de series de tiempos. Los ejemplos de series de tiempos
son abundantes en campos tales como: econémico, de negocios, de
ingenieria, ciencias naturales y ciencias sociales. Una caracteristica
implicita de una serie de tiempo es que, tipicamente, las observaciones
adyacentes son dependientes. La naturaleza de esta dependencia entre
las observaciones de una serie de tiempo es de considerable interés
practico. El analisis de series de tiempo esta relacionado con las técnicas
para el andlisis de esta dependencia. Para lograr esto se requiere el

desarrollo de modelos dinamicos y estocasticos para los datos de una
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serie de tiempo y el uso de tales modelos en importantes areas de
aplicacion.
El uso de estas series de tiempo y de modelos dindmicos se puede

ilustrar en cuatro areas importantes de aplicacion.

1. La prediccion de valores futuros de una serie de tiempo desde valores
actuales y pasados.

2. La determinacién de la funcion de transferencia de un sistema sujeto
a inercia, la determinacion de un modelo dindmico de entrada —
salida, que pueda mostrar el efecto en la salida de un sistema de
cualquier serie de entradas dadas.

3. Eluso de indicadores de variables de entrada en modelos de funcion
de transferencia para representar y valorar los efectos de la
intervencion de eventos inusuales en el comportamiento de una serie
de tiempo.

4. El disefio de planes de control simple por medias de cual, las
desviaciones potenciales de la salida de un sistema desde a un valor
deseado, tan lejos como sea posible, es compensado por el ajuste de

una serie de valores de entrada.
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MODELOS ESTOCASTICOS Y MATEMATICAMENTE
DINAMICOS- DETERMINISTICOS
La idea de wusar un modelo matematico para describir el
comportamiento de un fendmeno fisico estd bien establecida. En
particular, es posible derivar un modelo basado en leyes fisicas, el
cual nos permita calcular el valor de alguna cantidad dependiente del
tiempo casi exactamente en cualquier instante de tiempo. Asi,
nosotros podemos calcular la trayectoria de un misil lanzando en una
direcciéon y velocidad conocida. Si los calculos fueran exactos,
entonces el modelo serie enteramente deterministico.
Probablemente los fendmenos no son totalmente deterministicos,
como sea, porque factores desconocidos pueden ocurrir, tales como
una variacion en la velocidad del viento que puede cambiar
significativamente el curso del misil. En muchos problemas nosotros
tenemos que considerar un fenémeno dependiente del tiempo, como
por ejemplo, las ventas mensuales de la nueva primavera, en la cual
hay muchos factores desconocidos y para los cuales no se puede
escribir  un modelo que permita calcular exactamente el
comportamiento futuro de este fendmeno. Sin embargo es posible
derivar un modelo que pueda ser usado para calcular la probabilidad
de un futuro valor entre dos limites especificos. Tales modelos son

llamados modelos de probabilidad o modelos estocasticos. Los
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modelos para series de tiempos que son necesarios, por ejemplo
para alcanzar una prediccion 6ptima y control, son en efecto modelos
estocasticos. Luego de esto se hace necesario distinguir entre el
modelo de probabilidad o el proceso estocastico, como algunas
veces es llamado, y la serie de tiempo observada. Muy a menudo se

omite la palabra “estocastico” y solo se dice o se refiere al “proceso”.

2.1.1 Modelos estocasticos estacionarios y no estacionarios para
prediccion y control.
Una importante clase de modelos estocasticos para describir series
de tiempo, la cual ha recibido gran atencion, comprenden lo que
llamamos modelos estacionarios, los cuales asumen que el proceso
permanece en equilibrio con respecto a un nivel medio constante.
Como sea, la prediccion ha sido de particular importancia en la
industria, negocios y en la economia, donde muchas series son a
menudo mucho mejor representado como no estacionarias y, en
particular, no tienen un nivel natural constante medio sobre el
tiempo. Esto no debe sorprendernos y es por eso que muchos
métodos de prediccion econdmica que usan los promedios moviles
ponderados exponencialmente pueden ser mostrados para ser
apropiados para un tipo particular de proceso no estacionario. De

todos modos tales métodos estan muy restringidos para la eficiencia
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deseada con todas las series de tiempo, el hecho es que ellos nos
dan a clase correcta de funcién de prediccion que a su vez nos da
un indicio para la clase de modelo no estacionario que puede ser
usado en estos problemas.

El modelo escolastico para el cual la prediccion de promedios
moviles ponderados exponencialmente permiten un minimo error
cuadrado medio es un miembro de una clase de procesos no
estacionarios llamados proceso de promedios moviles
autorregresivos integrados (ARIMA, por sus siglas en inglés). Esta
es la mas amplia clase de procesos que proveen un rango de
modelos, estacionarios y no estacionarios, que representan

adecuadamente a muchas de las series de tiempo en la practica.

Algunos operadores simples. Se hace por lo @anto necesario el
uso extensivo de un operador de cambio de retroceso B, el cual se
define por Bz= z.1, entonces B"z= z.n. La operacion inversa es
desempefiada por el operador de cambio de adelanto F= B! dado
por Fz= z.1; entonces F"z= 2z.m. Otro operador importante es el
operador de diferenciacion de retroceso N, el cual puede ser escrito

en términos de B, se tiene:

Nze 2 2ea= (1-B)z¢
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Modelo de filtro lineal. Los modelos estocasticos que se suelen
usar estan basados en la idea de que una serie de tiempo en la cual
sus valores sucesivos son altamente dependientes pueden
frecuentemente ser considerado visto como la generacion de una
serie de “shocks” independientes a; Estos choques son
aleatoriamente dibujados desde wuna distribucion ajustada,
usualmente es una normal con media cero y varianza s Una
secuencia tal de variables aleatorias a; a1, ar2... €s llamada
proceso de ruido blanco.

El proceso de ruido blanco a; se supone que es transformado al
proceso z por medio de lo que se conoce como filtro lineal. La

operacién de filtrado lineal simplemente toma a suma ponderada de

choques aleatorios anteriores a;, tal que

Z&éeMmt+ agtyiramrtyzae2t ..

=m+ y(B) at
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En general, mes un parametro que determina el “nivel” del proceso,

y

y(B)=1+ yiB+ y.B®+...

es el operador lineal que transforma a; a z y es llamado funcién de

transferencia del filtro.

La secuencia yi, Y2 ...formada por las ponderaciones tal vez,
tedricamente, es finita o infinita. Si la secuencia es finita o infinita y

absolutamente sumable en el sentido que

¥
o}

a

=0

yj‘<¥

El filtro se dice que es estable y el proceso z es estacionario. El

parametro mes entonces la media respecto a la cual el proceso
varia. De otra forma z es no estacionario y mno tiene un significado

especifico excepto como un punto de referencia para el nivel del

proceso.
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2.1.1.1 Modelos Autorregresivos.
Un modelo estocastico que puede ser extremadamente exitoso
en la representacion de ciertas series de ocurrencia préactica es el
modelo autorregresivo. En este modelo, el valor actual del
proceso es expresado como una combinacion lineal finita de los
valores anteriores del proceso y un choque a. Se denota los

valores del proceso en tiempos igualmente espaciados t, t1, t-2,

.. por z; zi1, Zw2, .... Ademas se denota >¢ >tj >t ... COMO las

desviaciones desde m por ejemplo, >= z¢ - m Entonces

S f >t fo>e+ L+ Fp>p +ae

es llamado un proceso autorregresivo de orden p (AR). La razon

para este nombre es que un modelo lineal

>=fx+foxo+ ...+prp+a

qgue relaciona una variable dependiente z con un conjunto de
variables independientes xi, X,...%, Mmas un término de error a,
es a menudo referido como un modelo de regresion y se dice que

z es regresado en términos de x, %, ... %. En el modelo anterior
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la variable z es regresado en sus propios valores anteriores, esto
hace que el modelo sea autorregresivo. Si nosotros definimos un

operador de auto regresion de orden p dado por:

f(B)=1- fiB- f,B*- .- fBP

entonces el modelo autorregresivo puede ser escrito como:

f (B)>= at

El modelo contiene p+2 parametros desconocidos mf fy ...f p,
s? lo cual en la practica tiene que ser estimados de los datos. El
, .. 2 - .
parametro adicional s“; es la varianza del proceso de ruido

blanco a..

Se puede eliminar >¢; del lado derecho del modelo, entonces:

>e9= f 1>e0+ Fo>e3+ 4 f p>epa + A
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Similarmente, podemos sustituir a > y asi sucesivamente, para

permitir llegar eventualmente a una serie en términos de los a’s.

Simbdlicamente se tiene que

f (B)>= at
gue es equivalente a
>=Yy(B) at
con
y (B)=f "%(B)

Los procesos autorregresivos pueden ser estacionarios o no

estacionarios. Para que el proceso sea estacionario, los f's
deben elegirse de tal forma que las ponderaciones y 1y ...en
y (B)=f "}(B) formen una serie convergente. El requerimiento para

la estacionalidad es que el operador autorregresivo,
f(B)=1- fB- f,B*- .- f BP, considerado como un polinomio

en B de grado p, debe tener todas las raices de f (B)=0 mayores
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gue 1 en valor absoluto, esto es que todas las raices deben caer

fuera del circulo unitario.

2.1.1.2 Modelos de Promedios Moviles.
El modelo autorregresivo mostrado anteriormente expresa la

desviacion > como una suma ponderada finita de p desviaciones

previas >t.1, >t-2, ... >p del proceso, mas un choque aleatorio a.

Otra clase de modelo, de gran importancia practica de series de
tiempo observadas, es el proceso de promedios moéviles. Aqui se

hace que > sea linealmente dependiente sobre un namero finito

g de anteriores choques a’s. Entonces

> acrhael - Qzae2 - ... -Oyatq

es llamado proceso de promedios méviles de orden g (MA por
sus siglas en inglés). El nombre promedio movil es ... porque las

ponderaciones 1- Qi - Oz - ..- Qg las cuales son la

multiplicidad de los a’s no necesariamente unitaria, no necesitan

ser positivas.



33

Si se define un operador de promedio movil de orden q por

aB)=1- g, - 02 - .- dq

entonces el modelo de promedios moviles puede ser escrito

como:

>= q(B) at

Este contiene gq+2 parametros desconocidos m Qg ... Gp, s?, lo

cual en la practica tiene que ser estimado de los datos.

2.1.1.3 Modelo mixto de promedio movil autorregresivo.
Para alcanzar la mas grande flexibilidad al ajustar las series de
tiempo actuales, es algunas veces ventajoso incluir en el modelo
los términos autorregresivos y de promedio moviles. Esto lleva al

modelo mixto autorregresivo de promedios moviles

> f 1>+ Fo>e0+ 4 p>p + arhaes - 02 - ... -Ogdtq
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o también:

f(B)>= a(B) at

el cual emplea p+g+2 parametros desconocidos

mfofo .fp ap.. q,[,;sza gue son estimados de los datos. Este

modelo también puede ser escrito como f ' =(B)q (B) ax En la

practica, frecuentemente verdad que la representacién adecuada
de la ocurrencia de la estacionalidad de las series de tiempo
puede ser obtenidas con modelos autorregresivos, de promedios
moviles, o mixtos, en donde p y g no son mayores que 2 y a

menudo son menores que 2.

2.1.2 Modelos no estacionarios.
Muchas series actualmente encontradas en la industria o negocios
(stock de precios) exhiben unan comportamiento no estacionario y
en particular no varian alrededor de una media dada. Tales series
sin embargo exhiben comportamiento homogéneo de una cierta
clase. En particular, como siempre el nivel general alrededor del
cual las fluctuaciones estan ocurriendo tal vez sea diferente en

diferente tiempo. Tal comportamiento a menudo puede ser

representado por un operador generalizado autorregresivo j (B), en
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el cual uno o mas de los ceros del polinomio j (B) caen dentro del

circulo unitario. En particular si hay d raices unitarias , el operador

j (B) puede ser escrito

j (B)=f(B) (1-B)“

donde f (B) es un operador estacionario. Entonces a un modelo que

puede representar el comportamiento homogéneo no estacionario

es de la forma:

j (B) z= f(B) (1-B)! z= = q(B) a

esto es:

j (B) we q(B) at

donde
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Entonces un comportamiento homogéneo no estacionario puede
ser representado por un modelo en el que se hace la d-esima
diferenciacion para convertirlo en estacionario. En la practica, d es
usualmente 0, 1 o0 a lo mucho 2.

El proceso definido por j (B) we q(B) a y por we= N, provee un

modelo poderoso para describir series de tiempo estacionarias y no
estacionarias y es llamado un proceso autorregresivo integrado de
promedios moviles (ARIMA), de orden (p,q,d). El proceso se define

por:

W foweg+tfowgot+  +f p Wep + ar-Qiael - Qe@e2 - ... -(gltg

conwe Nzy

Entonces el proceso autorregresivo integrado de promedios méviles

(ARIMA) puede ser generado por la integracion o la “suma” del

proceso estacionario ARMA wg, d veces.
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2.1.3 PROPIEDADES DE AUTOCORRLEACION DE LOS MODELOS
ESTACIONARIOS.

2.1.3.1 Series de Tiempo y Procesos Estocasticos

2.1.3.1.1 Series de Tiempo.
Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones
generadas secuencialmente en el tiempo. Si el conjunto es
continuo, las series de tiempo se dice que es continua. Si el
conjunto es discreto, se dice que la serie es discreta. Entonces
las observaciones de series de tiempo discretas hechas en los

tiempos ty tz ..., ti. ..., tny puede ser denotada por
z(ty), z(t2), ..., z(tt), ..., z(tn). Cuando  tenemos N valores
sucesivos, se escribe z, z3, .., zy, .., Zn para denotar
observaciones hechas en intervalos de tiempos equidistantes
toth, to+2h, ..., totth, ..., totNh. Para muchos propoésitos los
valores de tp y h no son importantes, pero si los tiempos de

observaciones necesitan ser definidos exactamente, estos 2
valores pueden ser especificados. Si nosotros adoptamos

tocomo el origen y h como la unidad de tiempo, podemos

referirnos a z como la observacion en el tiempo t.
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Las series de tiempo pueden surgir de dos formas.

1. Por muestreo de series de tiempo continuas: por ejemplo las
entradas y salidas continuas desde una fabrica de gas fueron
muestreadas a intervalos de 9 segundos.

2. Por acumulaciéon de una variable sobre un periodo de tiempo:
por ejemplo la lluvia, la cual es acumulada sobre un periodo, tal
como puede ser un dia o un mes, yla produccion desde un

proceso por lotes, la cual es acumulada sobre el tiempo del lote

2.1.3.1.2 Series de Tiempo deterministicas y estadisticas.
Si los valores futuros de una serie de tiempo son exactamente

determinada por una funcion matematica funcioén tal como

Z¢&= cos (2 pft)

se dice que la serie de tiempo es deterministicas. Si los valores
futuros pueden ser descritos solo en términos de una
distribucién de probabilidad, se dice que la serie de tiempo es
no deterministica o simplemente es una serie de tiempo

estadistica, esto es lo que sé de en la realidad.
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Procesos estocéasticos. Un fendmeno estadistico que
involucra el tiempo de acuerdo con las leyes probabilisticas es
llamado proceso estocastico. Las series de tiempo para ser
analizadas pueden ser vistas como una realizacién particular
producida por el mecanismo de probabilidad fundamental, del
sistema bajo estudio. En otras palabras, en el analisis de series
de tiempo, nos referimos a estas como una realizacion de un

proceso estocastico.

Procesos Estocasticos Estacionarios. Una clase muy especial
de procesos estocasticos, llamados procesos estocasticos,
esta basado en la suposicion que el proceso esta en estado
particular de equilibrio estadistico. Un proceso se dice que es
estrictamente estacionario si sus propiedades no son
afectadas por un cambio en el tiempo de origen, esto es, si la
distribucién de probabilidad conjunta asociada con m
observaciones zy, Zv, ..., Zm, hechas en cualquier conjunto de
tiempos &, &, ..., &, es la misma como la asociada con m
observaciones zu:k, Zt2+k, ..., Ztim+k, hecha en los tiempos t.,

tk, ..., tmk ENtonces para que un proceso discreto sea
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estrictamente estacionario, la distribucion conjunta de
cualquier conjunto de observaciones no debe ser afectada
por el cambio de todos los tiempos de observacion adelante o

atréas por cualquier cantidad entera k.

Media y varianza de un proceso estacionario. Cuando m=1,
la suposicién de estacionalidad implica que la distribucion de
probabilidad p(z) es la misma para todos los tiempos t y puede

ser escrita como p(z). Entonces el proceso tiene una media

constante

¥

m= E[z]= Om(2)dz

-¥

lo cual define el nivel alrededor del cual este fluctda, y una

varianza constante

s2=E[(z - M?]= §z- M*p(2)dz

la cual mide su dispersion alrededor de este nivel de tiempo.
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La media de un proceso estocastico puede ser estimada por la

media muestral de la serie de tiempos

y la varianza s?, del proceso estocastico puede ser estimado

por la varianza muestral de la serie de tiempos

2.1.3.1.3 Coeficientes de autocovarianzay autocorrelacion.
La suposicion de estacionalidad también implica que la
distribucién de probabilidad conjunta p(zi, z) es la misma para
todos los tiempos t;, to los cuales estan separados a un
intervalo constante. Se sigue que la naturaleza de esta
distribucion conjunta puede ser inferida dibujando un diagrama
de dispersion usando pares de valores (z, z+) de la series de
tiempos, separado por un intervalo constante o salto k. La
covarianza entre z y su valor z.k, separado por k intervalos de

tiempo, que estan bajo la suposicion de estacionalidad deben
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ser la misma para todos los t, se la llama autocovarianza en el

salto k y se define por:

Ok :GN[Z[ 7zt+k] - E[(Zt B rr)(zt+k B rr)]

De manera similar, lauto correlacion en el saltok es:

_ El(z - M(z., - m]

r
K S

V4
entonces, para un proceso estacionario, la varianza s?, = g es

la misma en el tiempo t+k que en el tiempo t. Entonces la uto
correlacion en el salto k, es decir, la correlacion entre z y Zu,

es:

lo cual implica que r =1
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2.1.3.3 Matrices Positivas Definidas y de Autocovarianza
La matriz de covarianza asociada con un proceso estacionario

para observaciones ( z, 2,..., Z) hechas en n tiempos sucesivos

es:

—_c?2
. On-3| =S%Pn

%P1 G2 G3 ... G

Una matriz de covarianza G, de esta forma, la cual es simétrica

con elementos constantes en toda la diagonal, sera llamada una

matriz de autocovarianza y la correspondiente matriz de

correlacion P, seré llamada una matriz de auto correlacion.
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Ahora considérese cualquier funcion lineal de variables aleatorias

Zt1 Zt-].) ey Zt-n+1:

L= lhzet 2 zet oo+ Iy Zenst

Entonces la cov[zi,zj]= gj4 para un proceso estacionario, la

varianza de L; es:

var[L,] =

Qo
. QJOD
«©

i=1 j=1

La cual es necesariamente mas grande que cero si no todos los
's son ceros. Se sigue entonces que tanto la matriz de
autocovarianza como la de auto correlacion son positivas

definidas para cualquier proceso estacionario.

Condiciones que son satisfechas por las autocorrelaciones
de un proceso estacionario. La matriz positiva definida de auto
correlaciéon implica que su determinante y toda la menor principal

son mas grandes que cero.



En particular, para n=2

1 i
>0
r 1
tal que
1- r12>0
y se tiene que
-Ikr1 <1

Similarmente ocurre para n=3, se tiene que

1 ra

>0,
ra 1
1 )

>0,
ro 1

1 r ro
r 1 riy >0
r- 1

45
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lo cual implica que
-1<r<1
-1<r o<1

-1<(r - r19)I(A- rqd<1

y asi sucesivamente para las demas dimensiones.

Funciones lineales de Estacionalidad. Se sigue de la definicion
de estacionalidad que el proceso L;, obtenida por el desempefio
de la operacion lineal Li=h z+ b z + ... + |, Z.n+1 €0 UN proceso
estacionario z para n coeficientes ajustados I, ..., I, también es

estacionario. En particular, la primera diferencia Nz z- z1 y

diferencias superiores N son estacionarias.

2.1.3.2 Procesos Gausianos.

Si la distribucion de probabilidad de las observaciones con
cualquier con cualquier conjunto de tiempos es una distribucion
Normal multivariada, el proceso es llamado un proceso Normal
o] proceso Gausiano. Entonces la distribucion Normal
multivariada es totalmente caracterizada por sus momentos de

primero y segundo orden, la existencia de una media my una
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matriz de autocovarianza G, para todos los n seria suficiente

para asegurar la estacionalidad de un proceso Gausiano.

2.1.3.3 Estacionalidad débil.

Hemos visto que para que un proceso sea estrictamente
estacionario, la estructura completa de probabilidad debe
depender solo de las diferencias de tiempo. Un requerimiento
menos restrictivo, llamado estacionalidad débil de orden f, es
gue los momentos de arriba de algun orden f depende solo de

las diferencias de los tiempos. Por ejemplo, la existencia de
una media m y una matriz de autocovarianza G, es suficiente
para asegurar una estacionalidad superior de segundo orden.
Entonces la estacionalidad de segundo orden, mas la

suposicion de Normalidad, son suficientes para producir una

estacionalidad estricta.

2.1.3.4 Funciones de Autocovarianzay de Autocorrelacion
Se ha visto que el coeficiente de autocovarianza g, en el salto
k, mide la covarianza entre 2 valores zy z.k. El grafico de g y
del salto k es llamada funcidbn de autocovarianza {g} del

proceso estocastico. Similarmente, el grafico del coeficiente de
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auto correlacién ry como una funcién del salto k es llamada

funcidn de auto correlacién {ry} del proceso.
Desde que re=r x, la funcion de auto correlacion es

necesariamente simétrica alrededor de cero, y en la practica
solo es necesario graficar la parte positiva de la funcion.
Se tiene entonces que un proceso estacionario Normal z es

completamente caracterizado o definido por su media my por

su funcién de autocovarianza {g}, 0 equivalentemente por su

media m varianza s, y su funcién de auto correlacion {r }.

2.1.3.5 Estimaciéon de las funciones de Autocorrelacion vy
Autocovarianza
Hasta ahora solo se ha considerado la funcién de auto
correlacion tedrica que describe a proceso estocastico
conceptual. En la préctica, se tiene una serie de tiempo finita zj,
Z», ..., &, de N observaciones, de las cuales solo se pueden

obtener estimadores de la media my de las autocorrelaciones.
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La media mE|[z] es estimada por la media muestral:

Z =

N
o

a z

1
N
Es facil observar que E[>¢{=m esto es que > es un estimador

insesgado de m Como una medida de precisiéon de >como un

estimador de m encontramos que:

1 44 g6 Y'w kg U
var[z] =— Jo 9403 . 20 -
A=Nraas.= NS1 A& No

Para una “muestra grande” una aproximacion para esta

expresion de la varianza esta dada por:

. Y4
var[z] = g%ggﬂ Zé s

k=1

Q-l-C:
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en el sentido que

¥

_ x o]
N var[z] ® g081+ 2A I,
k=1

&
1]
cuando N->¥, asumiendo que:

¥

o]

a ‘rk‘<¥
k=-¥

Un ndmero de estimadores de la funcién de autocorrelacion
ha sido sugerido por estadisticos. Se concluye que el
estimador mas satisfactorio del k-ésimo salto de la

autocorrelacion r ¢ es:

r=cyx/Co
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en donde se tiene que:

para k=0,1,2,....K
es el estimador de la autocovarianza g, Yy > es la media
muestral de la serie de tiempo. Los valores ry son llamados

funcién de autocorrelacion muestral.
En la practica, para obtener una estimacién exitosa de la

funcion de autocorrelacion necesitariamos al menos de 50

observaciones, y las autocorrelaciones estimadas ry serian

calculadas para k=0,1,...,.k, donde k no fuera mas grande que

N/4.

Estimacion del Error Estandar de Autocorrelacion.

Para identificar un modelo para series de tiempo, es
conveniente tener mas o menos clara si r¢ es efectivamente
cero més alla de un cierto salto. Para este propoésito, puede

ser usada la siguiente expresion aproximada para la varianza



52

del coeficiente estimado de autocorrelacion de un proceso

Normal estacionario

¥
(.2 2,2
(rv Tl vk - 4'rkrvrv-k +Zvrk

1
vair,] @-
N,y
Por ejemplo, si ri=fkl (-1<f<1), esto es, la funcién de

autocorrelacion se humedece hacia afuera exponencialmente,

dada por:

1 &1+f %)(1- f%)
NE  1-f2

varfr,] @ - 2kf

e ey e

y en particular se tiene que:

valr] @ (1-12)

Para cualquier proceso para el cual toda las autocorrelaciones

Ik son ceros para v>q, todos los términos excepto el primero

gue aparece a mano derecha son cero cuando k>q. Entonces

para la varianza de la correlacion estimada ry, en el salto k mas
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grande que cualquier valor q mas alla del cual la funcion de
autocorrelacion tedrica puede ser considerada que tuvo una

“muerte fuera”. Bartlett’s nos da una aproximacion:

g
valr,] @ (1+28 1)
v=l

para k>q

Para usar esta aproximacibn en la préactica, las

autocorrelaciones estimadas ry, son sustituidas por las

autocorrelaciones tedricas rg, y cuando esto es hecho nos

referiremos a la raiz cuadrada de esta expresién como el error
estandar de salto grande.

Expresiones de aproximaciones similares para la

covarianza entre las correlaciones estimadas rx y ris €en 2
diferentes saltos k y k+s también han sido dadas por

Bartlett.
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En particular, la aproximacion del salto grande se reduce a

1 ¢
cov[r,,r..] @—N a s
vV=-(q
para k>Q.

El resultado de Bartlett muestra el cuidado que sé requiere en la
interpretacién de autocorrelaciones individuales porque puede
existir grandes covarianzas entre valores vecinos.

Un caso especial de particular interés se da cuando g=0,

esto es, cuando los r g son tomados para ser cero para todos los

saltos y desde entonces la serie se vuelve completamente
aleatoria. Entonces los errores estandares de la expresion de la
varianza del estimador de autocorrelacion dada por Bartlett

toman simplemente la forma 1/NY2.
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2.1.4 PROCESOS AUTOREGRESIVOS
2.1.4.1Condiciones de estacionalidad para los procesos

autorreg resivos.

El conjunto de parametros ajustables f 4, f5, ..., f, de un proceso

AR(p)

S f >t fo>e+ o+ fp>ep + ae

(1- f4B- f,B%- .- f,BP)>=f(B)>= at

debe satisfacer ciertas condiciones para que el proceso sea

estacionario.
Para una mejor comprensioén, el proceso autorregresivo de primer

orden

(1- f.B )>1_: at

puede ser escrito como:

¥
7 =(1-1,B)"a = A fJa,
j=0
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Entonces

¥
j (B)=(1-f,B)*=q f,B
j=0

Para el proceso general AR(p) >=f "}(B) as, tenemos:
f(B)=(1- GiB)(1- G2B) ... (13- G,B)
donde G;*, .., Gy son las raices de f(B)=0,y expandiendo

f “1(B) en fracciones parciales tenemos:

s K
7 =f B — -
Z (B)a, ‘31- GB >

Por lo tanto, si j (B)=f !(B) pasa a ser una serie convergente para
IBJ£1l, esto es, si las ponderaciones j1=S%-; Ki G son
absolutamente sumables de tal forma que el modelo AR(p)
representara un proceso estacionario, se debe tener que
|Gil£L, para i=1,2, ..., p. Equivalentemente, las raices de f(B)=0
deben caer fuera del circulo unitario. Las raices de la ecuacion
f(B)=0 pueden ser referidas como los ceros del polinomio f(B).

Entonces, la condicion de estacionalidad puede ser expresada

diciendo que los ceros de f (B) deben caer fuera del circulo unitario.
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Un argumento similar puede ser aplicado cuando no todos los ceros

de f (B) son distintos. La ecuacion f (B)=0 es llamada la ecuacion
caracteristica del proceso. En adicién, de la relacion f (B)j (B)=1 se
sigue que las ponderaciones j j para el proceso AR(p) satisface la

ecuacion diferencial

J j:flj j-1+f2j j-2+"'+fpj i-p

para j>0,conjo=1yj1=0 para j<O, de lo cual las ponderaciones
j j puede facilmente ser computada recursivamente en términos de
los f ;. El hecho de que las ponderaciones j j satisfagan la ecuacion

diferencial implica que ellas tienen una representacion explicita de
laforma j j = SPi-1 Ki G para el caso de raices distintas.
Entonces la serie
p(B)=f(B)= (1- f1B- f,B*- ..- fBP)
es finita, no se requieren restricciones sobre los pardmetros de un

proceso autorregresivo para asegurar la invertibilidad.
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2.1.4.2 Funcién de autocorrelacion de un Proceso autorregresivo
2.1.4.2.1 Funcién de Autocorrelacion.
Una relacion importante para la funcion de autocorrelacion de
un proceso autorregresivo estacionario se encuentra

multiplicando totalmente
St=f 1>t Fo>eot 4 T p>ep + at
por >, para obtener

>t>E f >uSt1t o>t T p>ec>ep + >eka@t

Tomando los valores esperados en la ecuacién anterior, se

obtiene la ecuacién diferencial

0= f10k1+ f20k2+ ...+ f yOkp k>0

Si se divide la ecuacion anterior para @, se observa que la

funciobn de autocorrelacion satisface la misma forma de la

ecuacion diferencial

rk:flr k_1+f2r k-2t ...+fpr k-p k>0
Se nota que esto es una analogia de la ecuacion diferencial

satisfecha por el proceso >¢ en si.
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Ahora si se supone que la ecuacién anterior puede ser escrita
f(B) ry=0
donde f(B)=(1- fiB- fB?- ..- f,BP) y B ahora opera sobre

k y no sobre t.

Entonces, escribiendo a
L
O (1' Gi B)
i=1

la solucion general de la ecuacion ry=f1r xa+ for kot .4 fpr kp
es:

— k k k
donde G%4, G, .. ,G', son las raices de la ecuacion

caracteristica

f(B)=1- f1B- f,B?- .- f,BP=0
Para que se de la estacionalidad se requiere que |Gj|<1.
Entonces se pueden dar dos situaciones en la practica si
asumimos que las raices G; son distintas.
. Una raiz G; es real, en el caso de que un término AGY en la

ecuacion ri = AjG* + A,GY + ... + A,GY, disminuya hasta cero
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geométricamente a medida que k se incrementa.
Frecuentemente se refiere a esto como una exponencial
humedecida.

Un par de raices G, G son complejas conjugadas, en el caso

de que ellas contribuyan un término de la forma

D*sin(2 pfk + F)
a la funcién de autocorrelacion r = A;G*; + A,GXp + ... + AGK,, la
cual sigue una onda senoidal humedecida, con factor de
humedad d= | Gi| =| Gj| y frecuencia f, tal que 2 pf= cos-
1[|Re(Gi)|/D].
En general, la funciébn de autocorrelacion de un proceso

autorregresivo estacionario consistira de una mezcla de ondas

exponenciales y senoidales humedecidas.

Pardmetros autorregresivos en términos de las

autocorrelaciones: ecuaciones de Yule-Walker.

Si sustituimos k=1, 2, ..., pen ry=far ga+ for ko + ...+ for kp,
se obtiene un conjunto de ecuaciones lineales para f1,

fo..fpentérminosder 4, r o, .., rp, que s,
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ri= fq + fory +...+fpl’p_1

I’z:flrp_1 + fo + ..+ fprp_z

rp:flrp_l + le‘p-z + ..+ fp

Estas usualmente son llamadas las ecuaciones de Yule-

Walker. Se obtiene los estimadores Yule-Walker de los

parametros remplazando las autocorrelaciones teéricas rg

por las autocorrelaciones estimadas ry.

Se observa que si se escribe:

rfl\ (I’1\ e 1 I ro .. rp_D
2 ] r{ 1 ] p-2
f= rp= Pp=
f r r r r 1
Kp/ \_ p) \_ p-1 p-2 p-3 Y,
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la solucion del conjunto de ecuaciones lineales anteriormente

descrito para los parametros f en términos de las
autocorrelaciones puede ser escrito como

f=Phr,

Varianza. Cuando k=0, la contribucion del término E[zkad],
sobre la ecuacion >u>= f 1>e>ea + f 2 et + ot f p e +
>ukdt, €S E[a®]= s, asi que la Unica parte que estara

correlacionada con at es el choque mas reciente, at. Por lo

tanto, cuando k=0,
w="f 101 +f20o+ ..+ fpgp + S%a

Dividiendo la ecuacién anterior para g= s2, y sustituyendo

=0k, la varianza s?, puede ser escrita como:

] j =1 j_1+f2j j_2+...+fpj -

Son de particular importancia los procesos autorregresivos

de primero y segundo orden.
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2.1.4.3 Proceso autorregresivo de Primer orden (Markov)
El proceso autorregresivo de primer orden es:
>¢=f 1>pae= art frae+ f2ae + ..
donde se tiene que f 1 debe satisfacer la condicién -1<f 1<l para

gue el proceso sea estacionario.

2.1.4.3.1 Funcién de autocorrelacion.
Usando ry= far ka1 + for k2 + ..+ fpr kp, la funcion de

autocorrelacion satisface la ecuacion de primer orden

re=far ka k>0
la cual, conr g=1, tiene la solucion:

=t k=0

Varianza. Usando la ecuacion:
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La varianza del proceso es:

haciendo r 1=f 1

2.1.4.4 Proceso autorregresivo de Segundo orden.
Condicion de estacionalidad. El proceso autorregresivo de

segundo orden puede ser escrito como:

S f >t fo>et ae
Para que se de la estacionalidad, las raices de f(B)=
1- fiB- f,B?>=0deben caer fuera del circulo unitario, lo cual
implica que los parametros f; y f,deben caer en la region

triangular:
fo+fi1<1
fo-fi1<1

I <1
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2.1.4.4.1 Funcion de autocorrelacion.
Usando la ecuacion ry=far wa+for w2+ ...+ for «p, la funcion de
autocorrelacion satisface la ecuacion diferencial de segundo
orden

Fe=far 1+ for ko k>0
con valores que empiezan con ro= 1Yy ri= fi/(1-f).De ry=
AiGH + AGRy + ... + AGK,, la solucién general de la ecuacion
diferencial anterior es:
k= Alel + Aszz

=[G1(1-G?2)G*-G2(1-G?1) GX.]1/[(G1-G2) (1+G1Gy)]

donde G*; y G, son las raices de la ecuacion caracteristica

f(B)= 1- fiB- f,B?=0. Cuando las raices son reales, la

funcion de autocorrelaciéon consiste de una mezcla de

exponenciales himedas. Esto ocurre cuando f?; +4 f, 3 0.

Si las raices G; y G, son complejas (f2; +4f »<0), un

proceso autorregresivo de segundo orden muestra un

comportamiento pseudo-periddico. Este comportamiento se
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refleja en la funcion de autocorrelacién, por sustituciéon de G1=

De'?P y G,= De?P™ en a Gltima ecuacién, obteniéndose asi:

r= [D*sin(2pfok+F)]/sin F

A esta Ultima ecuacién se la denomina onda senoidal
humedecida con factor de humedad D, frecuencia fo, y fase F.

Estos factores se relacionan con los pardmetros como sigue:

D=G|=+- T,

donde la raiz positiva es tomada,

Re(G f,
cos(2pfo) = e(D ) =57
2
tanF = ———-tan(2pf 0)

1- D?



Ecuaciones de Yule-Walker. Sustituyendo p=2 en:

r= fi + forg +...+fpl’p_1
r2:f1rp_1 + fo + ..+ fprp_z

rp:flrp_]_ + le’p_z + ..+ fp

las ecuaciones de Yule-Walker son:

ri= f1. + foryg

r2=f1rp_1 + fs

las cuales, cuando se resuelven parafiy f,, resulta

fq= [I’ 1(1-[‘ 2)]/[1—[’ 2]

f o= [ro-r?:1]/[1-r%4]

67
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Las ecuaciones de Yule-Walker, pueden ser resueltas para

expresar riy r» en términos de f; y fo, lo que da como

resultado:

r1:f1/[1—f2]

ro= f2+[f21]/[1- fo]

Varianza La varianza del proceso es:

s2,=5%/(1-r1f1-raf )

o - fz(..j Sa2
S1+1, o{(1- 1,)2- 7]

2.1.4.4.2 Funcion de Autocorrelacion Parcial
Inicialmente, no se conoce cual es el orden del proceso
autorregresivo para ajustar una serie de tiempo observada. Este
problema es anélogo al de decidir el ndmero de variables

independientes a ser incluidas en una regresiéon multiple.

La funcién de autocorrelacién parcial es un mecanismo, el cual
explota el hecho de que mientras un proceso AR(2) tenga una

funcion de autocorrelacion la cual es infinita en extension, este
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puede ser por su naturaleza descrito en términos de p funciones

de las autocorrelaciones. Denotado por fyj, el j-ésimo

coeficiente en una representacién autorregresiva de orden k, tal

que f i es el Ultimo coeficiente. Se sigue que f; satisface el

conjunto de ecuaciones:

Fim fra Mo+ o+ F ey Mjeker + F il ok J=1,2, ..., kK

llevandonos a las ecuaciones Yule-Walker, las cuales pueden

ser escritas como:

(1 r« ro .. rk—l\ a ka (I’l\
r« 1 rqe ... Trko fro ro
ki Tk2 Tk3 = 1) q fkkj LTk
0 como:

Pif k=T K
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Resolviendo estas ecuaciones para k=1,2,3, .., y asi

sucesivamente, obtenemos:

f1=ry

1r,
r{ro ro-r=

rg ro

1 r{ i
r{ 1 r»
ro 1 s
f33=

1 rv ro
I 1 r
ro s 1

En general, para f k, el determinante en el numerador tiene los

mismos elementos que el denominador, pero con la Ultima

columna reemplazada por r. La cantidad f k, es considerada

como una funcién del salto k, es llamada la funcién de

autocorrelacion parcial.
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Para un proceso autorregresivo de orden p, la funcion de

autocorrelacion parcial fy no sera cero para k menores o
iguales a p y cero para k mas grande que p. En otras palabras,
la funcion de autocorrelacion de un proceso autorregresivo de

orden p-ésimo tiene un corte después del salto p.

2.1.4.4.3 Estimacion de la Funcién de Autocorrelacion Parcial
Las correlaciones parciales estimadas pueden ser obtenidas

sustituyendo los estimados § en la autocorrelacion teorica r j=

f 1 Mg1+..+ f kk-1) I jk+1 fur j«, para obtener:

A

—fk i szr #k(k_])r.

-4

+ -k
i=1,2,..k

2.1.4.4.4 Estimadores de los errores de la Autocorrelacion
Parcial

Autores anteriormente han mostrado que en la hipétesis que
el proceso es autorregresivo de orden p, la autocorrelacion

parcial estimada de orden p+l, y superiores, son



12

aproximadamente independientes y normalmente distribuida
con media cero. Ademas, si n es el nimero de observaciones

usadas en el ajuste,
~ 1
var[f ] @
n
para K3 p+1

Entonces, el error estandar (S.E.) de autocorrelacién parcial

estimada f x es:

SEIfI=sIN @

para K3 p+l



73

2.1.5. PROCESOS DE PROMEDIOS MOVILES
Condiciones de invertibilidad para los Procesos de Promedios

Méviles. Ahora se derivaran las condiciones que los parametros
Ji, 02, ..., g deben satisfacer para asegurar la invertibilidad del

proceso MA(Qq):

> ar Qude1- ... -(geq
:(1— qlB- e quq)at

=q(B) at

Se sabe que el proceso de promedios moviles de primer orden
>= (1- q1B) ac

es nvertible si |qi1|<1; esto es:
g .
p(B)=(1-q,B)" =a q B’

j=0

converge o esta dentro del circulo unitario. Como sea esto es
equivalente a decir que la raiz, B= q; * de (1- q:B)=0, cae fuera

del circulo unitario.
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La condicion de invertibilidad para procesos MA de orden

superior puede ser obtenida escribiendo a:

> ar Quadet- ... -Oqaeq
=(1- qiB- .- qqB%ar
=q(B) at
de la sgte. manera:

a= q'(B) >¢

Entonces, si

A
a(8) = O (t- H,B)

luego al expandirla en fracciones parciales se obtiene la sgte.
expresion:

s & M

P(B)=0"(B)=A & g
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la cual es convergente. Desde que las raices de q(B)=0son H;?,

se sigue que la condicion de invertibilidad para un proceso MA(Q)
es gue las raices de la ecuacion caracteristica

a(B)=1- B - g2B*- ...- qB9 =0

caen fuera del circulo unitario.

Se debe observar que si la serie
j B)=q(B)=1- quB - g2B*- ... - qqB*
es finita, no son necesarias restricciones sobre los parametros

del proceso de promedios moviles para asegurar la

estacionalidad.

2.1.5.1 Funcién de Autocorrelacién para Procesos de Promedios
Moviles
Funcién de Autocorrelacion. Usando la ecuacion:
> atr 1de1- ... —Ogeg
=(1- g1B- ...- g¢BYa¢
=q(B) at

la funcidn de autocovarianza de un proceso MA (q) es:

o= E[(ac - Gaaea- ... -Ogatq)( @tk Or@tk-1- ... ~Og@tk-g)]
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Asi que la varianza del proceso es

®=(1+ qi’ + @7 + ..+ G¢A)s%a

(- Ok + OaOks1 + Oolke2 * ... + GhkClg)S”a k=1,2, ..., q

0 k>q

Asi que la funcion de autocorrelacion es:

- Okt QuOk+1t Q20k+2t ... + Ogk0g k=1,2, ..., q
THau“+ Q" + ..+ Qg

k=
k>q

Se nota que la funcién de autocorrelacion de un proceso MA (q)
es cero, para mas alla del orden g del proceso. En otras
palabras, la funcion de autocorrelacion de un proceso de

promedios moviles tiene una cortadura después del salto q.
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2.1.5.2 Proceso de promedios méviles de primer orden

Se sabe que este proceso tiene la forma:
> a¢- (iaer
= (1- 1B) at
y también se conoce que q; debe caer en el rango -1<q;<1 para

gue el proceso sea invertible. Como sea, el proceso es

estacionario para todos los valores de q;.

2.1.5.2.1 Funcién de autocorrelacion.
Usando go=(1+ qi* + ® + ...+ gq°)s%, la varianza del proceso es:
g=(1+ q1*)s%

y la funcién de autocorrelacion es:

- k=1

k=
0 k3 2
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2.1.5.2.2 Funcion de autocorrelacion parcial.
Usando las ecuaciones de Yuler-Walker conr 1= - qu/(1+ q:%) y
r =0, para k>1, se obtiene, después de algunas

manipulaciones algebraicas, lo sgte.:

f= - ai(1- )/ (L- g2*Y)

Asi que | f < g:%, y la funcién de autocorrelacién parcial es

dominada por una exponencial hUmeda. Si r; es positiva, tal
gue gi es negativo, la funcién de autocorrelacion parcial se
alterna en el signo. Si, como sea, r; es negativo, tal que ox

es positivo, las autocorrelaciones parciales son negativas.

2.1.5.3 Proceso de promedio moviles de segundo orden
Condiciones de invertibilidad. ElI proceso de promedios

moviles de segundo orden esta definido por:
> at- Quae1- Gpat2
y es estacionario para todos los valores de g1y g.. Como sea,

este es invertible solo si las raices de la ecuaciéon caracteristica

1-ouB- quB*=0
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caen fuera del circulo unitario, esto es,
Oz + <1
O - 1<l

—1<q2<1

Estas son las condiciones requeridas para la estacionalidad de

un proceso AR(2).

2.1.5.3.1 Funcion de autocorrelacion.
Usando go=(1+ qi® + @2° + ...+ 0g9)s%, la varianza del proceso es:
0o=5"(1+ a1’ + @°)

y la funcién de autocorrelacion es:

Por lo tanto la funcién de autocorrelacion parcial tiene una

cortadura después del salto 2.
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Se sigue entonces que las primeras dos autocorrelaciones de
un proceso invertible MA(2) deben caer dentro del area acotada

por los segmentos de las curvas
r- + r=-0.5
r- - ri=-05

r2= 4r(1-2r5)

2.1.5.3.2 Funcién de autocorrelacién parcial.

La expresion exacta para la funcion de autocorrelacion de un

proceso MA(2) es complicada, pero esta esta dominada por la

suma de dos exponenciales si las raices de la ecuacién

caracteristica 1-g;B- guB?=0 son reales y por una onda senoidal

humedecida si las raices son complejas.

2.1.6 PROCESOS MIXTOS: AUTORREGRESIVO-PROMEDIOS

MOVILES
2.1.6.1. Propiedades de estacionalidad e invertibilidad

Se conoce ahora que para alcanzar la parsimonia se deban incluir

ambos términos: autorregresivos y promedios moviles.
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Asi gque se necesitara emplear el modelo mixto autorregresivo-

promedios méviles (ARMA).

S=f1>e1+ Fo et 4 p>ep + ar + ar uae1- ... -Ogaeq
esto es
(1- f4B- f,B%- .- f BP)>=(1- qiB- ..- qBYa¢
0
f(B)>=q(B) at

donde f (B ) y q(B) at son polinomios de grado py g en B.

A este modelo nos referiremos como proceso ARMA(p,q). Este
puede ser visto de dos formas:

1. Como un proceso autorregresivo de orden p
f(B)>= et
con et siguiendo el proceso de promedios méviles de orden q
e= q(B) at
2. Como un proceso de promedio moviles de orden q
> q(B)b:
con bl siguiendo el proceso autorregresivo de orden p

f(B)bi= a
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tal que

f(B)>= q(B)f (B )b1= q(B) at

Es obvio que los términos de promedios moviles del modelo mixto

(ARMA) no afectaran las condiciones de estacionalidad de un
proceso autorregresivo. Asi que si f(B)>= q(B) at se definird un
proceso estacionario que hard que la ecuacion caracteristica
f(B)=0Otenga todas sus raices afuera del circulo unitario.
Similarmente, las raices de q(B)=0deben caer fuera del circulo

unitario si el proceso es invertible.
Por lo tanto el proceso estacionario e invertible ARMA (p,q) tiene
ambas representaciones infinitas: promedios moviles vy

autorregresivo

representacion de promedio méviles:

¥
z=] (Ba=aj a.
i=0
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donde y (B)=f "}(B )q(B), y la representacion utorregresiva es:
¥
- _ = o - _
P(B)z=z-aApz.;=4
=1

donde p(B)= q }(B )f (B). Las ponderaciones y j son determinadas a

partir de la relacion f (B )y (B)= q(B) para satisfacer

yirfyjatfyjot . +fyjp -0 >0

cony o=1, y ;=0 para j<O y gj=0 para j>¢, mientras que de la relacion

g(B)p(B)=f (B) las pj son determinadas para satisfacer:

Pj= ChPj1 + QePj2 + ... + GPjq + >0

con po= -1, pj= O para j<0 y f ;=0 para j>p.
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2.1.6.2 Funciones de autocorrelacion de procesos mixtos
Funcion de autocorrelacion.
La funcidon de autocorrelacion puede ser derivada al multiplicar la
ecuacion > f 1> + fo>e0 + o+ e + @ + @ haei- ... -Ogeg
por >¢x Yy tomando valores esperados, asi se nota que la funcion

de autocovarianza satisface la ecuacion diferencial:

o= 101 + .+ pGp + Ga(K) - 1 Ga(k-1) - ... - §Ga(k-0)

donde g.a(k) es la funcién de covarianza entre z y a y es definida
por ga(k)= E[>ck ad. Desde que >¢x depende solo de los shocks
que ocurren arriba del tiempo tk a través de la representacion
infinita de promedios moviles >k= Y (B)atk= S¥j=o Y ark-j S€

sigue que:

0 k>0

Ga(K)=
y-18% kE£O
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Por lo tanto la ecuacion anterior para gk puede ser expresada

como.

0= Fager + .+ pGep - SZa(QY 0+ ety 1 + ... + Y gk)

con la condicion que o= -1
La ecuacion anterior implica:

0= fa0a + ... Hpkp K30+l

y por lo tanto

re=farga+ . Hoprp k3g+l

f(B)rg=0 k3qg+l

Varianza. Cuando k=0, se tiene que:

Qo=fan + ... H o+ s%(l-quy 1- .. -0 o)

la cual ha de ser resuelta a lo largo con las p ecuaciones de g=

fagks + .+ pOcp - SZa(OY 0+ Gty 1+ ... + Oy q), PAra k=12, ..., p

para obtener g, ¢, ..., G-
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2.1.6.3 Funcion de autocorrelacién parcial.

El proceso mixto ARMA puede ser escrito como:

ac= q ' (B)f (B )t

y q'(B)es una serie infinita en B. Asi que la funcién de

autocorrelacion parcial de un proceso mixto es infinita en toda

su extension.

2.1.6.4 Proceso autorregresivo de primer orden y proceso de
promedios moviles de primer orden.
Un proceso mixto de considerable importancia practica es el
Proceso autorregresivo de primer orden y proceso de

promedios méviles de primer orden ARMA (1,1)

>t - f1>e1 ar Qe

esto es

(- f1B)>=(1- u1B)at
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Condiciones de estacionalidad e invertibilidad. Este proceso

es estacionario si -1<f 1<1 y es invertible si -1<q;<1. Ademas, de
las relaciones yi=fiyo - qi= f1-ou y yj=fiyj1 para j>1, se
encuentra que las ponderaciones y j estan dadas por y = (f 1-
aq)f 47, Ply similarmente es facil ver que pj=(f - qi)a™? ,

J3 1 para un proceso estacionario e invertible ARMA (1,1).

Funcién de autocorrelacion. La funcidon de autocorrelacion

para un proceso ARMA(1,1)
%= f 101 + %1 - cuy 1)
®=f 100 - Gus%

o= f10a k32

cony =f1- gl.
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Por lo tanto resolviendo las primeras dos ecuaciones para ¢o Y

o, la funcion de autocovarianza del proceso es:

1+q° - 2f
gO: :IiL' .I:]-lesa2

_ (1+f1Q1)(f1 - ql)
gl - 1_ .I:12

S

a

g, =f.0,.1

De estas Ultimas ecuaciones se tiene que

farka,

k32, entonces ri=rf <!, k>l. Por lo tanto la funcién de

autocorrelacion decae exponencialmente a partir del valor inicial

de r i, el cual depende tanto de gq; como de f ;.
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De las ecuaciones anteriores las primeras dos
autocorrelaciones pueden ser expresadas en términos de los

parametros del proceso, como sigue:

_ (1+f1q1)(f1 - q1)
= 1+Q12 - 2f.Q

My

ro= fqiry

Usando las ecuaciones anteriores y las condiciones de

estacionalidad e invertibilidad, puede demostrarse que r; y r2

deben caer en la region

[r2l<Iral
ro>r 1(2[‘ 1+l) r<0
ro>r1(2r1-1) r>0

Funcién de autocorrelacion parcial. La funcion de
autocorrelacion de un proceso mixto ARMA(1,1) consiste de

valor inicial simple f 11=r.



