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Resumen 
 

Cuando obtenemos valores los de  parámetros de un modelo a través de la manipulación de datos observados,  es 
llamado Problema Inverso. Los Problemas Inversos  están presentes en geofísica, imágenes médicas (tal como la 
tomografía computarizada axial), tomografía acústica oceánica, evaluaciones no destructivas, y astronomía.  

Este artículo trata con la reconstrucción de imágenes a partir de la medición del campo dispersado por objetos, 
usando dos algoritmos en el rango corto de microondas para la aplicación de imágenes. La primera propuesta 
involucra la aplicación del método Inexact-Newton con la Aproximación de Born de segundo orden. Por otra parte, la 
segunda propuesta involucra el método Inexact-Newton aplicado en forma directa para evaluar la ecuación integral 
bidimensional de Lippmann-Schwinger que describe el problema de dispersión inversa. Ambos algoritmos emplean el 
método de los momentos en el dominio espacial y el procedimiento multi-iluminación a multivista. La formulación 
matemática de ambas propuestas son descritas. Este articulo muestra comparaciones entre ambos métodos a través de 
reconstrucciones de débiles y fuertes dispersadores tales como la madera y el concreto de cemento Portland. 
Finalmente, resultados numéricos son reportados mostrando las reconstrucciones de cilindros con diferentes formas ya 
sea en ambientes con o sin ruido. 

 
Palabras claves— problemas inversos, mal puesto, imágenes a microondas, dispersión inversa electromagnética. 

 
 

Abstract 
 
 

When we obtain the values of some model parameters through manipulation of observed data is called Inverse 
problem. Inverse problems are presents in geophysics, medical imaging (such as computed axial tomography), ocean 
acoustic tomography, nondestructive testing, and astronomy.  

This paper deals with image reconstruction from measured scattered-field data for targets using two algorithms in 
short-range microwave imaging applications. The first approach concerns the application of an Inexact-Newton 
method within the second-order Born Approximation. On the other hand, the second approach the Inexact-Newton 
method applied in direct form to evaluate the two-dimensional Lippmann-Schwinger integral equation for the inverse-
scattering problem. Both algorithms employed the moment method in the spatial domain and multi-illumination 
multiview processing. The mathematical formulation of both approach are described. This paper shows comparisons 
among both methods through reconstructions of weak and strong scatterers such as the wood and Portland cement 
concrete. Finally, numerical results are reported showing the reconstructions of cylinders with different shapes in 
noiseless and noisy environments. 
 
Key words — inverse problems, ill-posed, microwave imaging, electromagnetic scattering inverse. 
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1. Introducción 
 
 Actualmente existe un creciente interés dirigido ha-
cia las técnicas de la diagnóstica electromagnética no 
invasiva, con aplicaciones en lo industrial, ingeniería 
civil, y diagnóstica médica [3] [2] [10]. 

En lo industrial, la diagnóstica a microondas consiste 
en efectuar  pruebas no destructivas para el control de 
productos y estructuras; en la ingeniería civil, ésta es 
utilizada para obtener información sobre la integridad de 
estructuras de cemento y madera no de otras maneras 
disponibles. En lo médico [5], instrumentos basados en 
inverse scattering a microondas nos brindan técnicas de 
diagnóstica no invasivas como una  alternativa a aquellas 
de los rayos X, potencialmente dañinos en dosis elevadas 
para el paciente y para los operadores. 

Los problemas inversos, aquellos que a partir de un 
‘efecto’ se quiere llegar a la ‘causa’ que lo ha produci-
do, presentan una característica intrínseca que se deno-
mina mal puesto (ill-posed) que es independiente de los 
métodos de solución.  
 Para introducir el concepto de problema mal puesto, 
damos la siguiente definición [6] . 
Definición 1. Sea YVXU:A ⊂→⊂  un operador del 
subconjunto U de un espacio normado X en un sub-
conjunto V de un espacio normado Y. La ecuación  

fA   =ϕ  
Con incógnita  ϕ , se dice bien puesta si A es biyectivo y 
el operador inverso  X    UY  V : -1 ⊂→⊂A es continuo; en 
caso contrario la ecuación se dice mal puesta. 
 Basándonos en esta definición, un problema puede ser 
mal puesto por tres diferentes motivos. 
 A  no es sobreyectivo: la solución entonces puede  

  no existir, puesto que  ff   A  :   : V   =¬∃∈∃ ϕϕ   
 (no existencia). 

 A  no es inyectivo: pueden existir más soluciones  
     (no unicidad). 
 1−A no es continuo: la solución  ϕ  no depende en 

      modo continuo de los datos f  (inestabilidad). 
 En las aplicaciones reales es frecuente la última 
condición, la misma que crea grandes dificultades. Por el 
hecho de que el operador inverso 1−A  sea no continuo, 
significa, que ‘pequeñas’ variaciones de los datos f  
pueden repercutir en ‘grandes’ variaciones de la so-
lución  ϕ . Por lo cual se están desarrollando métodos de 
regularización para construir aproximaciones bien 
puestas a partir de aquellas que son mal puestas. 

Estos dos algoritmos utilizados tienen como objetivo 
principal hallar la solución de las ecuaciones  integrales 
bidimensional de Lippmann-Schwinger que describen el 
problema de dispersión inversa de un objeto que ocupa 
una región Ω. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rE rdr|rrE rχkrE inc''''ext ρρρρρρρρρρρ
+⋅−= ∫

Ω
  int2

0 G Ω∉r
ρ  (1.a)  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rE rdr|r rE rχkrE inc'''' ρρρρρρρρρρρ
+⋅−= ∫

Ω
 int2

0
int G Ω∈r

ρ     (1.b) 

Donde 
000 µεω=k  es el número de ondas en el vacío, 

( )rE inc ρρ
 es el campo eléctrico incidente irradiado desde la 

fuente y ( )( )rE ext ρρ
 y ( )( )rE

ρρ
int  denotan, respectivamente, el 

campo eléctrico externo e interno de la región Ω ; G
ρ

 es 
el tensor de Green para el espacio libre. 
 Es importante observar que para resolver el problema 
es necesario determinar no solamente la función 
contraste ( ) ( )( ) 1~

0 −= εε rrχ
ρρ , sino que también el campo 

eléctrico ( ) ( )rE
ρρ

int  interno a .Para obviar este problema 
es posible adoptar la aproximación de Born [9], que 
expresa el campo eléctrico bajo el signo de la integral en 
términos de la función contraste y del campo eléctrico 
incidente.  

Ω

Sin embargo, resolver el problema resulta después 
complicado porque es no lineal, pues aparece un pro-
ducto de la única incógnita, y es mal puesto. Esta última 
característica nos impone la adopción de estrategias de 
regularización con el fin de obtener soluciones estables 
en presencia de datos con ruido. Para este fin 
utilizaremos el algoritmo determinístico formulado en el 
dominio espacial Inexact-Newton, el mismo será 
aplicado tanto en el método con aproximación de Born 
como en el método exacto o directo. 

Ambos métodos han sido validados mediante la 
ejecución de numerosas simulaciones numéricas, cuyos 
resultados son mostrados en este trabajo. El mismo 
requiere también el uso de los códigos de cálculos 
referentes a la simulación del problema ‘directo’, que 
consiste en la generación de los datos sintéticos, siendo 
éstos usados como ‘entrada’ en los programas de cálculo 
utilizados para la solución del problema ‘inverso’ que, a 
su vez, a través de un procedimiento iterativo, 
reconstruye las características geométricas y dieléctricas 
del objeto incógnito. 

Este trabajo fue desarrollado en el laboratorio de  
Electromagnetismo Aplicado del Departamento de 
Ingeniería  en Biofísica y Electrónica (DIBE) de la 
Universidad de Génova, Italia. 

 
2. El problema del Scattering Electromag-   
    nético Inverso  

 
 Consiste en determinar las características 

electromagnéticas de un obstáculo u objeto basándose en 
el conocimiento del campo electromagnético externo al 
mismo, que una fuente  ( )r

ρρ
incJ   conocida produce al 

iluminar al obstáculo. Ver Figura 1. 
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Las (1) son las ecuaciones que describe este problema 
para objetos no magnéticos, la misma que fue deducida 
en [1] 
Observamos entonces que son dos las incógnitas en 
ambas ecuaciones, el campo eléctrico al interior del 
objeto y la función contraste. Además, las mismas 
resultan ser no lineales, puesto que aparece el producto 
de las dos incógnitas. Aunque podría aparecer una ter-
cera incógnita  que es la región ocupada por el objeto 
que es el dominio de integración. Sin embargo, para 
nuestro caso asumiremos objetos cilíndricos de dimen-
siones conocidas.  
 

Figura 1: Esquema del problema de “scattering” 
electrogmanético inverso 

 
3. Aproximación de Born  
  
 La aproximación de Born permite expresar el campo 
eléctrico que aparece bajo el signo de la integral de las 
ecuaciones (1) en términos de la función contraste, o sea, 
en términos formales:   

     ( ) ( ) ( )( )rrE
ρρρ

χB≈int                               (2) 
     Donde B es el operador que expresa la aproxima-
ción de Born. Entonces las ecuaciones (1) tendrían co-
mo única incógnita la función contraste. Ahora, podemos 
explicitar la forma del operadorB . Existen 
aproximaciones de Born de diferentes órdenes; por este 
motivo se le pone al operador B  un superíndice el cual 
especifica el orden. 
La aproximación de Born de primer orden consiste en 
expresar el campo eléctrico interno que aparece bajo el 
signo integral en las (1) de la siguiente forma: 
     ( ) ( ) ( )( ) ( )rErrE inc ρρρρρ

=≈ χBint             (3)                             
Así que, las ecuaciones  (1) se convierten   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rE rdr|rrE rχkrE inc'''inc'ext ρρρρρρρρρρρ
+⋅−= ∫

Ω
  2

0 G Ω∉r
ρ   (4.a)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rE rdr|r rE rχkrE inc'''inc' ρρρρρρρρρρρ
+⋅−= ∫

Ω
 2

0
int G Ω∈r

ρ     (4.b) 

Desde el punto de vista físico, la aproximación de Born 
de primer orden permite hacer despreciable la 
‘dispersión múltiple’ al interior del objeto. Es intuitivo 
observar que está aproximación es valida sólo para 
débiles dispersadores los cuales su permitividad die-
léctrica no se aleja mucho de aquella del vacío y sus 

dimensiones no son grandes respecto a la longitud de 
onda del campo incidente.   
 Podemos introducir el operador  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '''inc' rdr|rrE rχkχB
ρρρρρρρρ

G⋅−= ∫
Ω

2
0

1  

Reemplazando en las ecuaciones (4)   
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rE χBrE incext ρρρρρ   Ω∉r

ρ             (5.a) += 1

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rE χBrE inc ρρρρρ
+= 1int    Ω∈r

ρ                     (5.b) 
 Realizando de manera análoga podemos obtener las 
ecuaciones para el segundo grado [1]         
               ( )( ) ( ) ( )( )( )χBχB χB 112

ρρρ
+=                      (6) 

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rE χBrE incext ρρρρρ
+= 2   Ω∉r

ρ                  (7.a) 
       ( ) ( ) ( ) ( ) (rE χBrE inc ρ)

ρρρρ
+= 2int    Ω∈r

ρ                   (7.b) 
Es importante notar que adoptando el segundo grado de 
la aproximación de Born, el problema todavía se vuelve 
no lineal por el producto de la única incógnita.  
 
4. Método Inexact-Newton 
 
4.1 Método Newton-Raphson  
 

 El método de  Newton-Raphson es un clásico algo-
ritmo iterativo para la búsqueda de ceros en funciones. 
Dada una función ( )xf , el objetivo del algoritmo es por 
lo tanto determinar *x  tal que 

                                 ( ) 0=*f x                                        (8) 
En cada iteración se lineariza la función ( )xf  median-te 
un desarrollo en serie de Taylor centrado en nx  el cual es 
truncado en su primer orden y se encuentra el cero de la 
ecuación linearizada  
Bajo las hipótesis especificadas en el teorema en [11] la 
sucesión { } 0≥nnx converge a la solución *x . 
 Este método puede ser ampliado también a 
ecuaciones no lineales, es decir podemos resolver  

            ( ) 0=ϕA                    (9) 
donde YXA →:  es un operador (en general no lineal) 
entre los dos espacios normados X  e Y , X∈ϕ  y 0 es el 
elemento nulo de Y . 
Podemos linealizar el operador A  a través del cálculo 
del operador que mejor aproxima al operador A , 
denominado derivada de Fréchet. 
Definición. Dados los dos espacios vectoriales 
normados X  y Y , se considera un abierto XD ⊂ . Un 
operador  se denomina Fréchet – dife-
renciable en 

YX →:A
D∈ϕ si existe un operador lineal y limitado  

                      YX →:A '
0ϕ

tal que  

                           
( ) ( )

0=
−−+

→ h

hh
lim

0h

'
0AAA ϕϕϕ

    (10) 



                                                                                J. Barzola, P. vargas, M. Pastorino 
 

4

El operador   se denomina derivada de  Fréchet  de 
 en 

'
0A ϕ

A 0ϕ . 
Luego, para cada iteración se resuelve la ecuación lineal  
                                          (11) ( ) 01

' =−+ + nnn n
AA ϕϕϕ ϕ

Determinando así . Bajo oportunas 
condiciones, especificadas en el teorema Newton-  
Kantorovich, la sucesión de funciones 

nnn AA
n

ϕϕϕ ϕ
1'

1
−

+ −=

  
{ }nϕ  converge a la 

solución exacta del problema (9). 
Un resultado clásico sobre la convergencia del método 
de Newton se muestra en [7]. 
 
4.2 Método del tipo ‘Inexact-Newton’ 
 
 Como ya expuesto anteriormente, la linearización de 
una ecuación mal puesta es aún mal puesta. Por lo cual, 
no es posible resolver un problema mal puesto con el 
método de Newton el cual no es un método de 
regularización.  
Sin embargo, podemos obviar este problema empleando 
un método denominado Inexact-Newton, el cual es en 
grado de encontrar soluciones regularizadas.   El 
Inexact-Newton difiere del Newton expuesto 
anteriormente en que a cada iteración la ecuación 
linearizada no es resuelta de manera exacta, como lo 
sugiere el termino ‘Inexact’, por lo cual es solo 
aproximada. 
 Para resolver la ecuación que ya ha sido linearizada 
en modo ‘inexacto’ es posible emplear diferentes 
algoritmos de regularización, entre los cuales los más 
conocidos son el  Tikhonov y los métodos basados en  la 
descomposición en valores singulares (SVD). 
 No obstante, en este artículo utilizaremos el método 
de Landweber para operadores no lineales, en el cual  
                          nnn AA

n
ϕϕϕ ϕ

*'
1 −=+                              (12) 

Para esta finalidad, se hará uso de una generalización del 
método de  Landweber que permite resolver la ecuación 
linearizada ( ) 01

' =−+ + nnn n
AA ϕϕϕ ϕ  utilizando Landweber 

para operadores lineales con un número finito de pasos. 
 Landweber es un  método iterativo que converge, 
cuando el número de iteraciones tiende al infinito, a la 
solución exacta de una ecuación lineal. Si el número de 
iteración es finito, el método encuentra una solución 
aproximada y  regularizada de la ecuación. 
 El método de Landweber es particularmente 
apropiado para sistemas lineales con un elevado número 
de ecuaciones y nos brinda también óptimos resultados 
en términos de filtraje del ruido. 
 El algoritmo de tipo Inexact-Newton para la solución 
de la ecuación no lineal (9) se puede resumir en la 
siguiente secuencia de pasos 

 1. ;0←n  
 2. Se escoge un valor inicial ;nϕ  

3. Se calcula la derivada de  Fréchet '
n

Aϕ del operador  
    A en ;nϕ  
4. Se aproxima la solución de la ecuación lineal 
    ( ) 0' =+ hAA

nn ϕϕ , por medio de un número finito de 
     pasos del método de Landweber en la incógnita h ; 

 5. ;1 hnn +←+ ϕϕ  
 6. ;1+← nn   
 7. Si la condición de parada es verdadera se termina el  
           algoritmo, de otro modo se retorna al paso 3. 

 
4.3 El método de Landweber 
  
 El método de Landweber fue introducido en 1951 [8] 
para resolver ecuaciones con integrales. El mismo 
resuelve iterativamente una ecuación lineal del tipo  
                                yx = L                                    (13) 

donde  YX: → L  es un operador lineal compacto entre 
dos espacios de Hilbert X  y Y , individuándoles la 
pseudo-solución µx , que , como es conocido, si 

( ) ( )⊥⊕∈ LL RRy , satisface la así llamada  forma 
normal de la (12)  
                           yx ** L LL =                              (14) 

Al método de Landweber se le puede sacar provecho 
transformando la (14) en un problema de búsqueda de 
punto fijo de un oportuno operador. Es inmediato 
entonces reconocer que el problema  
           ( ) ( )x-yxxx  LL *β+== T                           (15) 

con R∈β , es equivalente a lo expresado en (14). 
Aplicando la clásica iteración para la búsqueda del punto 
fijo de  la (15), escogiendo X∈0x  arbitraria-mente, se 
construye la sucesión   
  ( ) ( )k

*
kk1k x-yxxx  LL β+==+ T   Nk ∈     (16)         

Realizando las respectivas demostraciones con los 
sistemas singulares, combinaciones lineales de 
autovalores y truncamiento, que por razones de espacios 
no se incluyen es este trabajo, pero que se encuentran en 
[1], se puede interpretar el algoritmo de Landweber 
truncado (al igual que otros algoritmos de regulación) 
como un filtro en el espacio de los autovectores { }nϕ , que 
atenúa las componentes a lo largo de los autovectores 
correspondientes a valores singulares ‘pequeños’. 
 Observando que la solución a la iteración ( )1+k  del 
método se puede escribir como un polinomio en el modo 
siguiente  
    ( ) ( ) 0

1k*

1

*i*
k x-Iy-Ix +∞

=
+= ∑ LLLLL βββ

n
          (17) 

se deduce que el algoritmo de Landweber pertenece a la 
clase de los métodos de Krylov. En realidad, si 
escogemos por simplicidad ,  es expresable 
mediante un  polinomio de grado  respecto a , o 
bien  

00 =x kx
k LL *
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                                                                  (18) yx kk L=

con ( )∑
∞

=
=

1

*i*
k

n
LLLL ββ -I . La (18) permite además de 

concluir  que el método de Landweber es un método 
lineal de regularización. 
 
 Es interesante hacer notar que, en base a la (17), la 
sucesión que define al método  Inexact-Newton con 
( 1+k )  iteraciones internas, puede escribirse en la forma  

            ( ) ( )∑
=

+ −=
k

i
nnn AAAA

nnn1

'*i''*
1 ϕββϕϕ ϕϕϕ-I               (19) 

Teniendo seleccionado el elemento nulo como primer 
término de la sucesión de Landweber. 
La sucesión (19) define el método de Landweber gene-
ralizado que es estudiado en este trabajo. El mismo goza 
de algunas propiedades [4]. 
La ventaja de Landweber para operadores no lineales 
consiste en que converge más rápidamente. Esta 
propiedad es importante en la práctica, pues frecuente-
mente el cálculo de la derivada de Fréchet (iteración 
externa) de un operador es una operación tediosa, sin 
embargo método de Landweber (iteración interna) puede 
ser aplicado en modo eficiente. 
El número de iteraciones internas depende del nivel del 
ruido y del grado de no linealidad del operador A .  
Para utilizar el método de Landweber, se necesita 
conocer el máximo valor singular de , que nos ser-
virá para determinar el intervalo de de valores del 
parámetro

L

β el cual garantiza la convergencia. Por lo 
cual, utilizaremos el método de la potencias para el 
cálculo del autovalor máximo de una matriz. 
 
5. Método Inexact-Newton  con la aproxi-  
    mación de Born de segundo grado   
 
 Esta es la primera propuesta planteada para hallar la 
solución de las (1) y por ende realizar las diferentes 
reconstrucciones de objetos de forma cilíndrica por lo 
cual el dominio de integración ya no será sino Ω D . 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) '''1212 |,,, tttt
inc
ztbt

inc
zt

inc
z rdrrGrEBrkrEBrEB

ρρρρρρρ
χχχχ ∫−=

D
  (20) 

 Aplicando la aproximación de Born de segundo grado 
simplificamos el problema de tener dos incógnitas a solo 
una (función contraste). Sin embargo no es lineal  por el 
producto de la misma. 
Para volverlo lineal necesitamos aplicar el método 
Inexact-Newton que ya ha sido expuesto, por lo cual 
aplicaremos primeramente la derivada de  Fréchet al 
operador ( )2B  respecto a la función χ  

( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( '''1'2

12

|,                               

,,

tttt
inc
ztb

t
inc
zt

inc
z

rdrrGrEhBrhk

rEhBrEhB
ρρρρρ

ρρ

++−

+=+

∫ χχ

χχ

D
)      (21) 

Luego de realizar las respectivas deducciones [1], en la 
iteración j-ésima del método, se requiere por lo tanto 

resolver la ecuación mal puesta mediante el método de 
Landweber, donde la incógnita es la función h . 

         ( ) ( ) ( ) ( inc
zj

scatt
z

inc
z EBEEhB

j
,, 22' χχ −= )                     (22) 

scatt
zE  es el campo dispersado el cual es igual a la dife-

rencia entre el campo total y el campo incidente.  
En la práctica, con el fin de disponer de una mayor 
información, se ilumina al objeto con más fuentes y se 
calcula después la solución teniendo en cuenta todos los 
datos obtenidos contemporáneamente. 
 Suponga ahora de iluminar la región D  con S dife-
rentes fuentes y sea ( )s

zE  el campo eléctrico al exterior 
del objeto producido por la fuente s-ésima. Denominado 

( )si
zE ,  el campo eléctrico incidente debido a la fuente s-

ésima, empleando una aproximación de Born de orden 2, 
se tiene el siguiente sistema 

             

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) Si
z

S
z

S

i
zz

i
zz

EEB

EEB

EEB

,,2

2,22,2

1,11,2

 . . .                   

−=

−=

−=

χ

χ

χ

                   (23) 

Entonces el método de Inexact-Newton es aplicado al 
sistema de ecuaciones (23), previamente aplicándole una 
discretización del método de los momentos [1].   
 
6. Método Inexact-Newton forma directa   
 
 En esta sección presentaremos la segunda propuesta, 
la cual utiliza el método Inexact-Newton de manera 
directa a la ecuaciones (1), sin utilizar la aproximación 
de Born. Otra forma de representarlas sería: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) D
D

∉+−−= ∫ tt
inc
z

'
t

'
tz

'
tt

'
tt

ext
z rr Er drErrk HrχjkrE

ρρρρρρρρ
     

4
int

0
2

0

2
0   

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) D
D

∈+−−= ∫ tt
inc
z

'
t

'
tz

'
tt

'
ttz rr Er drErrk HrχjkrE

ρρρρρρρρ
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Donde ( )2
0H  la función de Hankel de segunda especie de 

orden cero y   ⋅  es la norma euclidiana. 
No adoptando la aproximación de Born, el  campo 
eléctrico total en el interior de D  es una incógnita del 
problema. Teniendo presente esta observación, el 
sistema de ecuaciones anterior puede ser puesto en forma 
compacta en el siguiente modo  

   
( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
int

z
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z

inc
z

ext
z

EE
EE χ

L                   (24)         

o bien, con las ‘componentes’ del operador   ,
2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
L
L

L

                                    (25.a) ( )
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                                             (25.b) ( ) ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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z

inc
z E

E
χ

L
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Esta observación simplifica el cálculo de la derivada de 
Fréchet del operador L . Indicados en realidad con , 

 las derivadas de Fréchet respecto a 

χ
incL

( )int
zE

incL χ  y ( )int
zE  

con , iL ,2,1=i  la derivada de Fréchet  del operador 
se puede escribir  

'L
L

                         (26) 
( )
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= int

int

22

11
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LL
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χ

χ
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Luego de realizar las respectivas deducciones e 
inducciones [1], la derivada de Fréchet del operador 

en el punto , aplicada al elemento , puesto  

que 

L ( ) ⎟⎟
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⎛
int
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'
ttt rrk
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−= 0ρ  y ( ) ( ) ( ),
4

2
0
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tH
jk

ρρ −=  se tiene que: 
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 En el caso del acercamiento multivista, la derivada de 
Fréchet de dependerá también de la particular fuente. 

Para la vista s-ésima, la derivada en el punto , 

aplicada al elemento , vale 

L
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s'L D

e igual forma se hace la discretización como en la 
primera propuesta. 
 
7. Resultados Numéricos   
 
 Para obtener los resultados presentados en este 
apartado, las fuentes serán idénticas  entre ellas. 
Las antenas transmisoras son uniformemente sobre una 
circunferencia de radio sR  a una distancia angular de sθ  
la una de la otra; se seleccionará un sistema referencial 
polar con origen en el centro de la circunferencia, las 
coordenadas polares ( kk )θρ ,  de la k -esima fuente son, 
como mostrado en la figura 2,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2: Disposición de las fuentes para 8=S  
 
Además los M puntos de medición que se distribuirán de 
manera simétrica alrededor del obstáculo u objeto. 

Escogeremos  como dominio de integración no la región 
ocupada por el objeto, que es incógnita, sino una región 
de forma conocida que contenga al objeto. 
En todas las simulaciones efectuadas se ha empleado un 
dominio de indagación de forma rectangular, con 
baricentro en el origen del sistema de referencia y con 
los lados, de longitud L  y H , ilustrado en la figura 4. 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Figura 3: Dominio de indagación 
 

El dominio ha sido particionado en N=NLNH  
subdominios rectangulares, siendo NL y NH, respecti-
vamente, el número de subdivisiones a lo largo de los 
lados paralelos al eje x  y al eje .   y
También vamos a considerar:    

   ( ) ( )[ ]
( )∑

∑

=

= −
=

N
i

i
t

N
i

i
t

i
tric

r
rre

1
2

1
2

2 ε
εε                      (27)                    

El cual representa el error normalizado de reconstruc-
ción, que será  usado en las reconstrucciones.  
 Cabe resaltar que en todos los casos, la reconstruc-
ción viene hecha escogiendo como solución inicial el 
vacío; en otras palabras se ha puesto 00 =χ . 
Una ventaja consiste en la capacidad de determinar una 
buena solución aún si 0χ  está  ‘lejos’ de la solución 
exacta. Otros métodos de inversión necesitan de un 
punto de partida ‘cercano’ a tal solución. 
 
7.1 Reconstrucciones aplicando el método  
      Inexact-Newton con la aproximación de  
      Born de segundo grado. 
 
 Se han efectuado 20 iteraciones externas y 5 itera-
ciones internas tanto para datos con ruido y sin ruido.  
 
7.1.1 Ausencia de Ruido 
 
 Se ha reconstruido un cilindro de madera con las 
coordenadas (-0.25 m, 3.0 m), de radio 0.1 m, y con una 
permitividad dieléctrica relativa de 2.2 
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Figura 4: Simulación bidimensional del objeto 

reconstruido 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

Figura 5: Error normalizado de reconstrucción al variar 
el número de iteraciones 

 
7.1.2 Presencia de Ruido 
 
 Se ha reconstruido un cilindro de madera con centro 
en el punto de coordenadas (0 m, 0 m), de radio 0.06 m, 
y con una permitividad dieléctrica relativa de 2.48 y una 
relación señal-ruido (SNR) de 25 dB. 
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Figura 6: Simulación bidimensional del objeto a 
reconstruir 

 

 
 
 
 
 
 

 
Figura 7: Simulación bidimensional del objeto 

reconstruido 
 

 Podemos notar que se tiene una buena reconstruc-
ción con este método en ausencia de ruido y con ruido, el 
error disminuye hasta una cierta iteración y después 
comienza a crecer en ausencia de ruido, no así en pre-
sencia de ruido el cual comienza a decrecer hasta una 
cierta iteración luego a crecer hasta llegar un nivel donde 
nuevamente decrece, después se mantiene con un ligero 

crecimiento a lo largo de las iteraciones restantes. Aquí 
se verifica la propiedad de semiconvergencia del 
algoritmo. 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
Figura 8: Error normalizado de reconstrucción al variar 

el número de iteraciones 
  
7.2 Reconstrucciones aplicando el método  
        Inexact-Newton en forma directa. 
 
 Se presentaran la reconstrucción de un cilindro de 
cemento con un defectos interno con vistas de trazados  
bidimensionales, del campo eléctrico total original y 
reconstruido, además del error normalizado de 
reconstrucción generados por la técnica frequency 
hopping, utilizando las frecuencias comprendidas entre 
0.9GHz y 1.5 GHz con intervalos de 100 MHz. La 
relación Señal-Ruido es  de 20 dB y permitividad 
eléctrica igual a 2.6 para el prisma rectangular y 1.0 para 
la circunferencia interior (forma del defecto). 
  
7.2.1 Presencia de Ruido 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 9: Simulación bidimensional del 

objeto con defecto  a reconstruir   
 

 
 
 
 

 
 

 
 

Figura 10: Simulación bidimensional del  
objeto con defecto reconstruido  con dBSNR 20=  
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Figura 11: Reconstrucción del modulo del campo 

eléctrico total 
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Figura 12: Error normalizado de reconstrucción al variar 

el número de iteraciones con ZH GHf 5.1=  
 

Podemos notar que en presencia de ruido la 
reconstrucción es muy buena y aparece la ventaja de este 
algoritmo en su formulación exacta hace posible 
reconstruir con presición también detalles de pequeñas 
dimensiones (el radio del cilindro utilizado como defecto 
es  menor a λ/2). Siendo ésta una limitante en otras 
técnicas que trabajan en el dominio de la frecuencia. 
Podemos notar la eficiencia de la técnica frequency 
hopping al ver que el error progresivamente va 
disminuyendo en cada intervalo de frecuencia 
determinado, hasta llegar a 1.5 GHz.   
 
8. Conclusiones 
 
 Se han aplicado dos algoritmos  para solucionar el 
problema del inverse scattering, ambos utilizan un 
algoritmo de tipo Inexact-Newton.  
Se ha logrado una mayor velocidad de convergencia, 
aplicando un enfoque multivista en ambos casos. Para el 
algoritmo de formulación exacta se ha aplicado la 
técnica frequency hopping.  
Se han efectuado reconstrucciones a partir de datos 
sintéticos para validar ambos métodos y para medir las 
prestaciones de los mismos.  
Este trabajo, sin embargo, tiene puntos que actualmente 
la comunidad científica está profundizando y 
desarrollando: como lo es determinar una stopping rule 
eficaz, para convertir más veloz al algoritmo de solución 
del modelo basado en la aproximación de Born en el 
cual, la derivada de Fréchet no sea recalculada en cada 
iteración. También se están desarrollando técnicas para 
la reconstrucción de forma  tridimensional. 
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