Matem aticas
Discretas

Capitulo 8:

Circuitos Secuenciales,
Maquinas y Automatas

de Estado Finito

Circuitos secuenciales

e Estudiaremos los sistemas donde la salida en un instante dado
depende, no sélo de la entrada en ese mismo instante, sino del
estado del sistema en el momento en que se introduce la
entrada.

e Estos sistemas tienen memoria y se les llama circuitos
secuenciales.

e En este tipo de circuitos, el estado interno del sistema depende
del estado precedente de éste y de la entrada precedente.

e Las operaciones dentro de una computadora digital se realizan a
intervalos discretos de tiempo.

e Una forma sencilla de introducir la secuenciacién en los circuitos
consiste en utilizar un retraso unitario de tiempo.

Retraso Unitario de Tiempo
|

e Un retraso unitario de tiempo acepta como entrada un bit x,
en el instante y tiene como salida X, ;.

e Como ejemplo del retraso unitario de tiempo, analizaremos
el sumador en serie.

e El sumador en serie es una aplicacion del retraso unitario

Sumador en serie

\
e Un sumador en serie acepta como entrada dos nimeros binarios
(%,y) y produce como salida la suma (z). Los dos nimeros se
introducen de manera secuencial por pares (x0,y0;...;xn,yn).

X = 0xnxn-1...x0
Y = Oynyn-1...y0
Z=1zn+1lzn ... 20
St v

Sumador

7 Elingreso de dos nimeros de entrada X y Y, tiene una salida Z




Sumador en serie

\
e Calculo de la suma de dos nimeros x y y mediante el sumador
de serie. (x=010; y=011).

e El retraso unitario es el acarreo del sumador de serie

Xo=0
Yo=1
i=0

X,;=1
Sumador yi=1

completo

Sumador
completo 1y

Retraso Retraso

Sumador
completo

Retraso

Z = zy2,7,= 101

Maquina de Estado Finito

e Una Maquina de Estado finito es un modelo Abstracto de una
méquina con una memoria interna primitiva.

e Definicion:
e Una maquina de estado finita M consta de:

Un conjunto finito | de simbolos de entrada.
{a,b,c}

Un conjunto finito O de simbolos de salida.
{0, 1}

Un conjunto finito S de estados.
{01, 02}

Una funcién de estado siguiente f de Sxl en S.
f(S,1)=s

Una funcién de salida g de SxI en O.
f(S,1)=0

Un estado inicial 0 € S.

EscribimosM =( 1,0, S, f, g, 0)

Cont...

e Seal={ab},0={0,1}yS = {00, o1}.
e |eslaentrada, O eslasaliday S es el estado.

e Definimos el par de funciones f:SxI—S y g:SxI — O, mediante las
reglas de la tabla dada.

Tabla:

o, |0, 0,0 1

o, o, o;(1 o

e EntoncesM = (1,0, S,f, g, o00) .

Cont...

Interpretacion de la Tabla:

f g ParaM = (I, 0,S,f, g, 0)

| a bl a b f(gp,a)=0, g(0g,a)=0

S f(oo,b)=0, g(0,a)=1
G G, 6, 0 1 f(o,,@)=0;, g(0ya)=1
% 6, 06, 1 0 f(o,,b)=0, g(0ya)=1

v 0, es elemento de la funcion de estado , a es elemento de la funcion de entrada y 1 es elemento de la funcién de salida
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Diagramas de transicion
\

e A este grupo de estados siguientes y de salida se los
puede representar mediante un Diagrama de Transicion

e Constan de:
Los vértices que son los estados. @

Un estado inicial que se indica mediante una flecha.

Si estamos en el estado “0” y la entrada “i” produce una
salida “0”.

Y nos pasa al estado “0”"; trazamos una arista dirigida del
vértice “0” hasta el vértice “0”" y lo etiguetamos i/o.

@ i/o @

cont...

e Definicion:
e SeaM=(l,0,S,f, g, 0) una maquina de estado finito. El
diagrama de transicion de M es una digrafica G cuyos vértices
son los miembros de de S. Una flecha indica el estado Inicial o.
Una arista dirigida (o,, 0, ) existe en G si existe una entrada i tal
que f(o,, ? = 02. En este caso, si g(o,, i )=0, la arista (g, 0, ) se
etiqueta i/o.

e Sif(g,, j)= 01 decimos que es un lazo dirigido en o1, que
también seré etiquetado respecto a la funcion g; si g(o,, j )=1. El
lazo sera etiquetado j/1

nf]
—() ()

Cont...

\
e Realizar el diagrama de transicion para la maquina de estado finito
de la tabla dada.

ParaM = (1,0, S, f, g, 0)

f g ;§00,33=00 ggoo,a;=0

ay,b)=0, g(og,a)=1

I ]a bjla b f(o,,a)=0; g(0g,a)=1

S f(o,,b)=0, g(gp,a)=1

[ O, 00 1

a/0
o, o, gt o gb/l‘/ &a/l
b/0

¥ Trazamos una arista dirigida de 0y 0, y la etiquetamos, la parte superior es la entrada y la parte inferior es la salidg

Cadena de Entrada
o Definicion:

e SeaM=(l, O, S, f, g, 0) una maquina de estado finito. Una
cadena de entrada para M es una cadena en |. La cadena

Y1 Yn

es la cadena de salida para M correspondiente a la
cadena de entrada

0= X,...%,
si existen estados o, ... , g, tales que
- 00=0
oi=f(oi-1, xi ) parai=1, ..., n

= yi=g(oi-1,xi)parai=1, ..., n




Cont...

Resolucion usando el diagrama de transicion

e Ejemplo:
e Determinar la cadena de salida f g
correspondiente a la cadena de entrada lla bla b
aababba S
e para la maquina de estado finito del [ 6 6, 0 1
ejemplo anterior
jemp % /6,6, 1 0
toa)=0, alo.a)=0
(a- ) (0_ ) f 1’b):al g(a1'b):0
flo,al=0g, aglg,.a)=0
tlob)=0,  dlg.b)=0
tlo.b)=0, olo,b)=1 ) 0.)
f ,a)= a\g,.a)=1
oa=0,  olo.a)=1 e e
La cadena de salida es 0011001 s

i Entrada J i ?alida
Entrada

/ w0
==

00 11001

Cont...

Cont...

e Ejemplo:
e Una maquina de estado finito para el sumador en ser ie
« Disefiar una maquina de estado finto que realice la suma en serie.

o Representaremos la maquina de estado finito mediante su diagrama de
transicion.

e Como el sumador en serie acepta pares de bits ,
el conjunto de entrada sera {00, 01, 10, 11}
El conjunto de salida es {0, 1}

» Dada una entrada xy, realizamos una de las dos acciones siguientes:
sumamos X yy, o
sumamos X,y y 1,

segun si el bit de acarreo sea 0 o 1.

e Los estados seran C(acarreo) y NC(sin acarreo). Podemos ahora
dibujar los vértices y designar el estado inicial en nuestro diagrama.

El conjunto de salida es: {0,1}.

Tendremos dos entradas xy y.

Realizamos dos acciones: sumamos xyy o x,y y 1.
Tenemos dos estados C (acarreo) y NC (sin acarreo).
NC es el estado inicial.

01/1
00/0 01/0

11/0
10/0

00/1
10/1 11/1




e0e00

eeoo
[ LX)
:o

Cont...

|
e Ejemplo:
e flip—flop SR

» Un flip-flop es un componente basico de los circuitos digitales, sirve
como una celda de memoria de un bit.

o Elflip—flop SR se puede definir mediante la siguiente tabla:

Cont...

e Podemos modelar el flip — flop SR como una maquina de estado
finito , definiendo los estados “S fue el Ultimo bit igual a 1" y “R fue el
ultimo bit igual a 1”.

e Laentrada seran los valores de S y R. Definimos a Q como la salida.
De manera arbitraria hemos escogido a S fue el dltimo bit igual a 1"
como estado inicial.

00/1 00/0
01/0

10/1 10/1 01/0

S R Q
1 1 No permitida
1 0 1S
0 1 OR
0 0 {1 si S fue ultimo bit igual a 1
{0 si R fue ultimo bitigual a 1
17
e00
ee0o
o000
eoo
(X
°
Cont...

¥

v Implantacién del flip-flop SR mediante un circuito secuencial

19

Cont...

e Ejemplo:
¢ Enuna estacion del Metro una maquina distribuye tiquetes sencillos a $600
pesos el tiquete. La maquina acepta monedas de $100, $200, $500, $1000.
M?%iante una tabla, describa los diferentes estados de la maquina y la
salida.

e Solucion.

e Se supondra que la maquina se encuentra en el estado e, perteneciente a E
en el tiempo t,. Al introducir una moneda en el tiempo t; la salida ser& g(x,e;)
donde e es el estado de la maquina en el tiempo t,. A esta salida le sigue
una transicién de la méaquina en el tiempo t,,dado por f(x,es).

e Los estados del conjunto E seran:

e, = Estado inicial de la maquina sin introducir monedas.
e, = La maquina recuerda la insercién de $100.
e, = La maquina recuerda la insercién de $200.
e, = La maquina recuerda la insercién de $300.
e, = La maquina recuerda la insercién de $400.
e; = La maquina recuerda la insercién de $500.

eg = La maquina recuerda la insercién de $600 o mas pesos. »




Cont...

e Cont...
e La funcion f: E x A ® E donde A = { n, 100, 200, 500, 1000, b } es la
entrada donde n detalla el hecho de no introducir monedas y b hundir
bot6n para obtener el tiquete, se detalla en la siguiente tabla:

f

n 100 200 500 | 1000 b
e, e e, e, es € e
e, e e, e, A A e
e, e, e, e, A A e,
e, e e, e e € e,
e, e, es € e € e,
e es A A A A es
e A A A A A e

21

Cont...

e Cont...

o En esta tabla por ejemplo, f(e,,500)=¢5; lo que quiere decir que
en el tiempo t siguiente la maquina recordara que se le han
introducido $500.

o f(e;,200)=e;, lo que significa que la maquina pasa del estado eg;
al estado e; ; lo que quiere decir que pasa de "recordar” que se
le habrian introducido $300 a "recordar" que se le han
introducido $500.

o f(es5,200)=¢q, lo que significa que la maquina pasa de “recordar”
que se le habrian introducido $500 a "recordar" que se le han
introducido mas de $600, en este caso, la funcion de salida se
disefiara para que devuelva $100 al comprador.

o Al pulsar el botén, la maquina pasara al estado e0; si el estado
actual es e, 0 eg.

22

Cont...

e Cont...

e La funcién g:E x A ® B es la funcién de salida, que se detalla en el
siguiente cuadro:

g

n 100 200 500 | 1000 b
e0 n n n n 400 n
el n n n n 500 n
e2 n n n 100 600 n
e3 n n n 200 700 n
ed4 n n n 300 800 n
e5 n n 100 400 900 n
e6 n 100 200 500 1000 T

23

Cont...
|
e Cont...

o En esta tabla, por ejemplo, g(e;,500) = 200, lo que significa
que la maquina pasa de "recordar" que se le habian
introducido $300 a "recordar” $800 y por tanto devuelve
$200. Como f(e;,500)=€, la maquina pasa al estado egy
por dltimo, como g(eg,b)=T recibe el tiquete.

e Como f(eg,b)=€0, la maquina retorna al estado inicial.

e El conjunto de salida B sera:
B ={n, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, T}

e n significa que no hay salida.
o T significa que se entrega el tiquete.

24




Cont...

e Ejercicios:

1. Disefie una maquina de estado finito que produzca la salida 1 si la
entrada son k unos, donde k es mdltiplo de 3; produce la salida 0 en
caso contrario.

2. Disefie una maquina de estado finito que produzca la salida 1 cuando
ve el primer 0 y hasta ver otro; a partir de ese momento produce la
salida O; en los demas casos, produce la salida 0.

2. Dibuje el diagrama de transicion de la maquina M={ A, B, E, f, g}
donde A ={a, b}; B ={0, 1}; E = {e0, el} dadas las tablas siguientes

Autdmatas de Estado Finito

e Un autdmata de estado finito es un tipo particular de
maquina de estado finito.

e Los automatas de estado finito tienen un interés especial,
debido a su relacién con los lenguajes.

e Definicion:
. Un automata de estado finito A = (I, O, S, f, g, 0) es una
(éluma de estado finito en la que el con junto de simbolos de
salida es {0,1} y donde el estado actual determina la Ultima
salida. Aquellos estados para los cuales la Ultima salida es 1
son los estados de aceptacion.

26

defyag.
f g
a b a b
ey e, e, € 1 1
e, e, e, e, 0 1
25
Cont...

e Los diagramas de transicion de un autémata de estado
finito se dibujan con los estados de aceptacién encerrados en
circulos doblesy omitiendo los simbolos de salida.

e Esto se debe a que solo existen dos simbolos de salida {0,1} y
cuando el Ultimo simbolo de salida es 1, se conoce como un
estado de aceFtauon caso contrario no 10 es por lo que no es
necesario sefalar el simbolo de salida en los lazos dirigidos.

27

Cont...

e El estado inicial es g0. Mostrar que A es un autémata de
estado finito y determinar el conjunto de estados de
aceptacion.

f g f(oc0,a)= o1 g(o0,a)
f(c0,b)= 00 g(oO,b)
f(ol,a)=02 g(ol,a)
f(o1,b)= 00 g(o1,b)
f(c2,a)=02 g(o2,a)
f(o2,b)=00 g(o2,b)

1
0
1
0
1
0

e Siestamos en el estado o0, la Ultima salida fue 0. Si
estamos en el estado ol o el estado 02 la Ultima salida
fue 1; asi que A es un autémata de estado finito. Los
estados de aceptacion son oly o2.

28




Diagrama de transicion de un
Automata de EF

A=(1,S,f,Ap).
I={a,b}

S={0y, 01,05}
A={o,} o=0,

29

Cont...

e Ejemplo:
e A partir del diagrama de autémata de estado finito dibujar
el diagrama de transicién de una maquina de estado finito.

Autématas de estado finito aceptados

e Definiciéon
e SeaA=(l, S, f, Ao)un AE.F.

e SeaX = X;... X, un arreglo no nulo de I. Si existen estados
o,-..» 0N que satisfacen:

Gy = 6*
f(oi.1, X)) = o;parai=1,..,n;

se dice que x es aceptado por A.

e Al conjunto de arreglos aceptados por A se denota Ac(A)

o Al camino (dirigido)(o,..., 6, ) se le llama camino que
representa a a en A.

31

a/o0
%o 0y /0
b/1 a/o
b/0 @ a/1
eoo
°
°
Cont...
. \
e Ejemplo:
e A=(1,0,S,f, g, o)donde: | ={a,b}; S=
{0y, 0,, 0,}; A={ 0,}; 0= 0, y f estd dada f
por la siguiente tabla:
I S |a b
e Siuna cadena se utiliza como entrada de un s o s
o o 1

autémata de estado finito, terminaremos en
un estado de aceptacion o en uno de no oy % %2
aceptacion. La situacion de este estado final
determina si la cadena es aceptada por el
automata de estado finito.

%2 % %2

32




Cont...

e Ejemplo:
» Existe una cadena “abaa”. Verificar si el autdmata de
estado finito mostrado a continuacidon acepta esta
cadena.

e Comenzamos en el estado 0. Cuando a es la entrada, pasamos al
estado g1. Cuando b es la entrada, vamos al estado co. Cuando a es la
entrada, pasamos a estado o1. Por Gltimo, cuando se utiliza como
entrada el Ultimo simbolo a, pasamos al estado 62. El camino (oo, o1,
00, 01, 02) representa la cadena abaa. Como el estado final 62 es un
estado de aceptacion, la cadena abaa es aceptada por el automata de
estado finito.

33

Cont...

e Ejemplo:
« Diseflar un autémata de estado finito que acepte
precisamente aquellas cadenas sobre %a,b} que no
tengan letras a.

o La idea es utilizar dos estados:
A: Se encontré una a.
NA: No se encontrd una a.

o El estado NA es el estado inicial y el Unico estado de
aceptacion. Por lo tanto el diagrama de transicion del
automata de estado finito seria:

b a

s

34

Cont...

e Ejemplo:
» Disefiar un autémata de estado finito que acepte
precisamente aquellas cadenas sobre {a,b} que contengan
un numero impar de letras a.

o Los dos estados son:
E: Se encontré un nimero par de a.
O: Se encontrd un nimero impar de a.

o El estado E es el estado inicial y O es el Unico estado de
aceptacion. Su diagrama de transicion es:

35

Cont...

\
e Algoritmo del automata de estado finito anterior
o Entrada: n, la longitud de la cadena s;,s,,...,S,
o Salida:
“Aceptar” si la cadena es aceptada.
“Rechazar” si la cadena no es aceptada.

Procedure fsa(s,n)
state:="E’
fori:=1tondo

begin

if state="E’ and s;="a’ then
state:='0’

if state="0" and

end
if state="0" then
return(“Aceptar”)
else
return(“Rechazar”)
end fsa

36




Autématas Equivalente H

e Definicion:
o Si dos autdmatas de estado finito aceptan precisamente las
mismas cadenas, decimos que los autématas son
equivalentes.

o Los autématas de estado finito A y A" son equivalentes si
Ac(A) = Ac(A").

e Si definimos una relaciéon R sobre un conjunto de automatas de
estado finito mediante la regla ARA’.

e Paraque Ay A’ sean equivalentes, R debe ser una relacion de
equivalencia.

e Cada clase de equivalencia consta de un conjunto de autématas de
estado finito equivalentes entre si.

37

Cont...

e Ejemplo:

e Podemos verificar con la cadena “abaab” que los

siguientes diagramas son equivalentes:

38

Cont...

e Ejercicios: a0

e Muestre que la maquina de estado
finito descrita por la siguiente grafica al
: ' (o)

Qbio
bio
* Dada la grafica del autémata de estado b .
finito
Dibuije la tabla de transicién de
estados y la tabla de salida.

es un autémata de estado finito.
a
/—3
@

Cudl es el estado de aceptacion?
w

o Determine sila cadena abbaa es
aceptada por los autématas de los dos
ejercicios anteriores.

39

Cont...

e Ejercicios:
e Trace la grafica de un autémata de estado finito qu e acepte cadenas del
conjunto A={ a, b} que posean:
Un ndmero par de a.
Al menos dos  a.
Exactamente dos a.
Contiene n letras a, donde n es un nimero mltiplo de 3.

o Dado A={ a, b}, muestre que una cadena de entrada es aceptadapo rel
autémata de estado finito dado por la siguiente gra  fica:

Siy solo si la cadena termina en a. Cudl es la tabla  de transicion de estados?

40
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Cont... .

e Ejercicios:

Muestre que una cadena de entrada, dado A ={ a, b} es aceptada
por el autdémata de estado finito dado por la siguie  nte gréfica:

0
N~

Siy soélo si la cadena terminaen  bb. Cudl es la tabla de transicion
de estados?

a1
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