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CAPÍTULO 4

4.
FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

4.1.
Matriz de Rigidez de la Estructura

En el capítulo 1 se efectuó el análisis de una estructura plana para ilustrar la aplicación del método de las rigideces.  Se planteó la solución a partir de la expresión

[S] [D] = [Cn] 








      (4-1)

El caso ilustrativo presentaba cuatro incógnitas por lo que la matriz de rigidez [S] resultó una matriz cuadrada de 4 x 4 elementos.  Un análisis similar para una estructura tridimensional con n componentes de desplazamientos como incógnitas, nos llevara a desarrollar una matriz de rigidez de n x n elementos.  Si esta matriz tiene inversa, entonces es factible determinar las incógnitas del análisis. Explicaremos ahora el procedimiento para calcular el valor de los elementos de la matriz de rigidez de estructuras en el espacio.

En el caso de miembros de estructuras en el espacio, hay que considerar la posibilidad de que los nudos de ambos extremos no tengan ninguna restricción externa al movimiento, habiendo por tanto doce grados de libertad asociados al miembro.  En la figura 1-15 se mostró esos doce posibles desplazamientos tanto en las coordenadas generales como en las locales.

Para obtener la matriz de rigidez de la estructura hay que determinar previamente la matriz de rigidez individual de cada miembro.  Esta matriz representa la respuesta del miembro aisladamente considerado con sus extremos artificialmente empotrados, al hacer que cada una de sus posibles componentes de desplazamiento experimente una traslación o rotación unitaria.  En la figura 4-1 se indican las respuestas de un miembro `i' al someterlo a tales desplazamientos. En esas condiciones, en los extremos del miembro se desarrollan las reacciones necesarias para mantener al miembro en equilibrio estático, las mismas que Fig

Figs. 4-2 y 4-3

pueden ser determinadas por métodos de la Mecánica de Sólidos.

Al someter al miembro a una condición general de deformación, su respuesta global (fig. 4-2) será la superposición de las acciones indicadas en las figuras 4-1a a 4-1l, en virtud de las cuales el miembro se mantendrá en equilibrio estático. Dichas acciones -tres fuerzas y tres momentos en cada lado del miembro-, están relacionadas con los desplazamientos por las expresión 4-1, las cuales pueden ser agrupadas en la siguiente expresión matricial

[m]i = [K]i [D]i
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donde las matrices [m]i y [D]i están dadas por
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y la matriz  [K]i  por

[K]i  =
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Las tres matrices de la expresión 4-2 están formuladas en el marco del sistema de referencia local del miembro. [K]i recibe el nombre de "matriz de rigidez del miembro i respecto al sistema de coordenadas locales".

A partir de la expresión 4-2 se puede derivar otra equivalente para el sistema de referencia general. Usando la matriz de transformación [T]i tenemos que 

[m]i = [T]i [m]i
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[D]i = [T]i [D]i
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Reemplazando estas expresiones en la  4-2  y  recordando que [T]-1=[T]T, se llega a

[m]i = [T]iT [K]i [T]i [D]I
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Esta expresión puede ser rescrita en la forma

[m]i = [K]i [D]i
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donde 
[K]i = [T]iT [K]i [T]i 
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A la matriz [K]i se la denomina "matriz de rigidez transformada del miembro 'i' respecto al sistema de referencia general".

La matriz [K]i debe ser determinada para todos los miembros de la estructura, obteniéndose matrices de rigidez de los miembros expresadas en un solo sistema de referencia: el general X-Y-Z. La matriz de rigidez total de la estructura [S] se obtiene superponiendo las matrices [K]i de todos los miembros. Para el efecto, se identifica a las diferentes matrices [K]i asignando a sus elementos subíndices determinados por los números de los desplazamientos que corresponden a los extremos del elemento. Por ejemplo, para el miembro mostrado en la figura 4-3, siendo dl, dm, dn, do, dp y dq los desplazamientos del lado 'a', y dr, ds, dt, du, dv y dw los del lado 'b', los coeficientes 'k' de la matriz de rigidez [K]i recibirán las designaciones indicadas en la expresión 4-11. 

Cada coeficiente Sjk de la matriz de rigidez total [S] de la estructura, se formará sumando todos los coeficientes que aparezcan en las diferentes matrices [K]i que tengan los mismos subíndices 'jk'. Así, para una estructura que tenga n desplazamientos libres, la matriz de rigidez será
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La matriz [S] queda por supuesto formulada en el marco del sistema de referencia global X-Y-Z. En general, cualquier elemento Sjk de esta matriz está representado por la expresión
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donde 'i' indica que la sumatoria incluye a todos los coeficientes Kjk que estén contenidos en las matrices [K]i de los diferentes miembros 'i' de la estructura.

Es importante destacar que las matrices de rigidez que se obtienen al analizar estructuras son matrices de banda, es decir del tipo
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Estas matrices presentan la característica de que todos sus elementos diferentes de cero están agrupados simétricamente alrededor de la diagonal principal de la matriz. El "ancho de banda", es decir numero máximo de elementos en una línea, es igual a 2m+1, siendo nulos todos los elementos Sij para los cuales | i-j | > 0  Al valor 'm' se lo denomina `ancho de media banda'; Para la matriz anterior m=1 y el ancho de banda es 3. El programa se ha elaborado de tal manera que reserva memoria solamente para almacenar los elementos no nulos de la matriz de rigidez en un arreglo lineal 'A'.  Para almacenar estos elementos se requerirá una capacidad de memoria dada por la expresión 

NM = N (MUD+1) – MUD (MUD+1) / 2 



    (4-15)

donde:
N =  número de desplazamientos libres (incógnitas)

de la estructura.

MUD = ancho de media banda de la matriz de rigidez.

Mediante este procedimiento se disminuye significativamente la magnitud de la memoria usada en la ejecución del programa. Para la matriz de la expresión 4-14, por ejemplo, solo se necesita almacenar 16 valores, en lugar de los 36 que forman toda la matriz.

4.2.
Diagrama de Flujo

En la figura 4-4 se presenta el diagrama de flujo de la sección del programa que genera la matriz de rigidez, la misma que se inicia a partir de la línea 2000 identificada con la etiqueta '3. FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ S'.

4.3.
Descripción del Procedimiento

El diagrama de flujo muestra que esta sección del programa consta fundamentalmente de dos lazos. En el primero se establecen los parámetros principales de cada miembro en relación con sus propiedades mecánicas y con los desplazamientos desconocidos que corresponden a sus extremos. Estos datos se almacenan en el archivo AD04 para su posterior uso.

El segundo lazo tiene por objeto calcular la matriz de rigidez de cada miembro y clasificar sus elementos dentro del arreglo 'A'.

4.3.1.
Inicializacion de Variables

Las variables que se inicializan son: MUD con un valor de 1, y los valores por omisión 2100 y 840 Ton/cm2 de EG y GG -módulos de elasticidad a la tensión y a la torsión-, correspondientes al acero estructural común. 

4.3.2.
Procesamiento de Datos de los Miembros

Para el procesamiento de datos de los miembros, éstos son primeramente leídos del archivo de AD03. Las variables a las cuales se asignan son:

IM 

número del miembro.

TM 

tipo de miembro.

A,B 

números de nudos en los lados 'a' y 'b' 



del miembro.

IZ 

momento de inercia respecto al eje zm.

IY 

momento de inercia respecto al eje ym.

JX 

constante de torsión.

AT 

área transversal de la sección.

E,G 
módulos de elasticidad a la tensión y 



a la torsión (si se ingresa 0 se asignarán

los valores por omisión).

YZ 

tipo de rotación usada para definir I.

PSI 

ángulo I.

A continuación se asignan los valores de los módulos de elasticidad asumidos si es que no se ha ingresado en el archivo ningún valor específico para ellos. Se asignan los números de desplazamiento que corresponden a los extremos del miembro, para poder identificar posteriormente los subíndices de los elementos en la matriz de rigidez. 

Inmediatamente se calcula el ancho de media banda para cada miembro como la diferencia máxima entre los números de desplazamiento que corresponden a sus extremos. El mayor valor obtenido para MUD entre los distintos miembros es el que se usa para dimensionar al arreglo 'A'. 

Se calculan los cosenos directores del miembro, su longitud y, como ultimo paso del lazo, se almacenan en el archivo AD04 los parámetros del miembro que se usaran en cálculos posteriores.

4.3.3.
Dimensionamiento del Arreglo que Contiene la Matriz de Rigidez

El arreglo 'A', que contiene la matriz de rigidez, se estructura de tal forma que contenga en forma de una matriz columna a todos los elementos no nulos de la matriz de rigidez, tomados línea a línea. Para la matriz de la expresión 4-14, por ejemplo, el arreglo 'A' estará organizado en la forma: 
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Al arreglo 'A' se le da una dimensión igual al número de elementos no nulos de la matriz de rigidez más un número de elementos igual al número de incógnitas del análisis mas uno. El motivo de esta conformación se lo explicara en el siguiente capitulo. 

4.3.4.
Cálculo y Clasificacion de los Elementos de la Matriz de Rigidez

Para cada miembro se recuperan los datos del archivo AD04 y se procede a calcular la matriz de transformación [T]i mediante la subrutina TRANSFORM. A continuación se calcula, mediante la subrutina MATRIZ, la matriz de rigidez del miembro en las coordenadas generales usando las expresiones 4-5 y 4-10. Finalmente, los elementos de esta matriz son clasificados por la subrutina CLASIF para ubicarlos y sumarlos en la posición que les corresponde en el arreglo 'A', esto es, se efectúan las operaciones indicadas en la expresión 4-13 para formar la matriz de rigidez total [S] de la estructura. 


Fig. 4-4.-  Diagrama de flujo de la sección del programa que prepara la matriz de rigidez de la estructura.
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LM, CX, CY, CZ
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Cálculo Dimensión


del vector A


MM=MUD+1


NS=MUD*MM/2


NM=N*MM-NS


NELM=NM+N1-N2


DIM A(NELM)
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