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TEMA 1 (15 puntos)

a) i.) Usando la definición de la función seno dada por, sin(w) :=
∑+∞

n=0(−1)n w2n+1

(2n+1)!
, w ∈ R,

y la desigualdad triangular dada por |
∑+∞

n=0 an| ≤
∑+∞

n=0 |an|, demuestre que

| sin(x)| ≤ e|x|, para |x| ≤ 1. (VALOR 5 puntos)

ii.) Use el Teorema del emparedado o del sánduche y el resultado obtenido en i.) para
demostrar que

lim
x→0
| sin(x)| = 0. (VALOR 3 puntos)

b) Construya de ser posible una función f continua exactamente en R \ {3} tal que la com-
posición f ◦ f sea continua en R. (VALOR 7 puntos)



TEMA 2 (15 puntos)

a) Sea f(x) = 3 cos3(x) − 2x − 2, x ∈ R. Demuestre que por lo menos una de las ráıces de f
se encuentra en el intervalo [0, 1]. (VALOR 5 puntos)

b) Determine, de ser posible, a, b ∈ R para que la función f dada por

f(x) =

 2− x2, si x < 1,
ax2 + bx, si x ∈ [1, 2],

x2 − 4, si x > 2

sea continua en R. (VALOR 5 puntos)

c) Demuestre formalmente, usando la definición de ĺımite con épsilons y deltas, que

lim
x→3

1

x
=

1

3
. (VALOR 5 puntos)



TEMA 3 (15 puntos)

a) Sea a > 0. Encuentre el siguiente ĺımite:

lim
x→a

ln(x)− ln(a)

x− a
. (VALOR 5 puntos)

b) Dado el conjunto X = {−1} ∪ (0, 5], determine:
i.) Int(X) = X◦; (VALOR 2.5 puntos)
ii.) X’. (VALOR 2.5 puntos)

c) Calcular el siguiente ĺımite:

lim
x→0

(
x+ ex

) 1
x . (VALOR 5 puntos)



TEMA 4 (15 puntos)

a) Construya la gráfica de una función de variable real tal que:
i.) f(0) = f(1) = f(5) = 0;
ii.) ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ R, 0 < |x+ 2| < δ =⇒ |f(x)− 1| < ε;

iii.) ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ R, 0 < x− 1 < δ =⇒ |f(x) + 1| < ε;
iv.) ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ R, 0 < 1− x < δ =⇒ |f(x) + 2| < ε;
v.) ∀N > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ R, 0 < |x− 3| < δ =⇒ f(x) < −N ;

vi.) ∀N > 0, ∃M > 0, ∀x ∈ R, x > M =⇒ f(x) > N ;
vii.) ∀ε > 0, ∃M > 0, ∀x ∈ R, x < −M =⇒ |f(x)| < ε. (VALOR 9 puntos)

b) Sea f : X 7→ R una función y sea a ∈ X ′. Suponga que existe limx→a f(x) = L > 0.
Demuestre que ∃δ > 0, ∀x ∈ X, 0 < |x− a| < δ =⇒ f(x) > L/2. (VALOR 6 puntos)



BONUS (30 puntos, opcional) Sea f la función definida por

f(x) =

{
1, si x ∈ Q,

0, si x ∈ R \Q.
Califique la siguiente proposición como Verdadera o Falsa y justifique rigurosamente su re-
spuesta: “Es posible escribir f como un ĺımite de una sucesión de funciones continuas fn, es
decir

f(x) = lim
n→+∞

fn(x),

para todo x ∈ R”.

Observación: Recuerde que si la suma de las calificaciones de las preguntas que no son del tipo
Bonus (Temas 1-4) con la calificación de la pregunta tipo Bonus que el estudiante ha optado
por desarrollar llegara a ser superior a la nota máxima del Examen, entonces el resultado final
del Examen será el equivalente al 100% de la nota del Examen.


