ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DEL LITORAL

Instituto de Ciencias Matematicas

“Software Estadistico para Regresién. El caso de

Regresion Logistica y Regresion Poisson”

INFORME DE MATERIA DE GRADUACION
Previo a la obtencion del titulo de:
INGENIERO EN ESTADISTICA INFORMATICA
Presentado por:

Andrea Fuentes
Nathaly Rivera

Raul Pinos

Guayaquil — Ecuador

2012



AGRADECIMIENTO

A Dios, por todas las bendiciones y oportunidades otorgadas;

A nuestras familias por su invalorable apoyo y respaldo en todo

momento;

A nuestro director de Materia de Graduaciéon M.Sc. Gaudencio
Zurita por la paciencia, dedicacion y apoyo brindado en la

culminacion de este trabajo.



DEDICATORIA

Dedicamos este trabajo a todos aquellos que creyeron en esta idea y que
con su aporte directo o indirecto lograron que se plasme en realidad.
Valoramos y respetamos mucho la ayuda y comprensién de todos quienes
nos regalaron un poco de su tiempo, atenciény dedicacion.

Muchas gracias.



TRIBUNAL DE GRADUACION

M.Sc. Gaudencio Zurita M.Sc. Jorge Medina
Profesor de la Materia Delegado ICM

de Graduacioén



DECLARACION EXPRESIVA

"La responsabilidad del contenido de esta Trabajo final de graduacion de
Grado, nos corresponde exclusivamente; y el patrimonio intelectual de la

misma a la Escuela Superior Politécnica del Litoral".

(Reglamento de Graduacion de la ESPOL)

Radul Alejandro Pinos Loaiza Nathaly Rivera Flores

Andrea Elizabeth Fuentes Puglla



RESUMEN

Este presente trabajo se desarrolld6 para disefiar e implementar un software
libre estadistico llamado ERLA para apoyo académico a docentes y
estudiantes de la carrera de Estadistica Informatica del Instituto de Ciencia
Matematicas, el software fue implementado con las plataformas como son

Matlab y una interfaz grafica en .Net.

Este Software trabaja con funciones propias de MATLAB vy otras funciones

personalizadas para propésitos estadisticos y de ingenieria.

El software es un software especializado en la técnica de Regresion Lineal,
es posible evaluar la calidad de los modelos obtenidos, realizar estimaciones
de todos los modelos que se hayan generado y ademas seleccionar el mejor
modelo considerando todas las variables que usted considere sean

relevantes en el estudio.

En el primer y segundo capitulo se presentan las técnicas de Regresion
Lineal Simple y Mdltiple, los cuales presentan los métodos de obtener los
estimadores de los parametros como es el de Minimos Cuadrados. Ademas

la construccion de la Tabla de Andlisis de Varianzas.

En el tercer capitulo, se presentan las familias exponenciales que permiten
descomponer distribuciones exponenciales, las cuales permiten crear una

funcién de enlace donde nace el Modelo Lineal Generalizado, luego aplicar



Vi

los métodos aplicados para estimar los parametros y también como es el

método de Newton-Raphson.

En el capitulo cuatro, se presentan las técnicas estadisticas de Regresion
Logistica y Poisson que son modelos no lineales, las cuales utilizan Modelos
Lineales Generalizados, ademas contiene las distribuciones con la que se
trabajan, la interpretacion de los pardmetros, las estimaciones de parametros
de cada uno de los modelos, la evaluacién de cada uno de los modelos ya
sea de la Regresion Logistica y Poisson y una breve ilustracion de ambas
técnicas en el software ERLA.

Para finalizar, en el capitulo cinco se presenta los algoritmos creados

especificamente para los mdédulos de Regresion Logistica y Poisson y la validacion
de los Modelos ya mencionados, estableciendo los valores de los parametros betas

y afladiendo una variable que serd N~(0, 62).
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INTRODUCCION

Previo a la obtencion del titulo de Ingeniero en Estadistica Informética, con la Materia
de Graduacion “Regresion Lineal Avanzada”, se ha desarrollado un paquete
estadistico especializado en el Andlisis de la Regresién, considerando que es una de
las técnicas estadisticas de mayor uso, utilizacion que se debe a su sencillez y amplia
aplicabilidad; ademas lo que permite es explicar y estudiar la relacién entre una o mas
variables de respuesta en término de un grupo de variables predictoras o de

“explicacion’.

El desarrollo del software de Analisis de Regresion Avanzada denominado ERLA, esta
compuesta con diversos Moddulos Especificos como son: “Regresion Ridge y
Regresion Robusta’, “Regresion Logistica y Regresion Poisson’, “Calidad de Modelos ”
y “Andlisis de varianza de un solo factor y dos factores” Que se realizo mediante una
interconexion entre el software matematico MATLAB 2010 que es un producto de The

MathWork y Visual Basic.NET 2008 que es producido por Microsoft.

Lo concerniente a programacién que se encarga de tomar datos ingresados por el
usuario, analizarlos, aplicar algoritmos, y proporcionar informacion, est4 programado
en Matlab, que es un lenguaje de programacion amigable y que ademas permite
implementar facilmente los algoritmos simples o complejos, también esta el hecho de
poder importar y exportar datos e informacién a otros programas; fueron entre otras,
las caracteristicas que nos hizo decidir utilizaramos este programa como base del
proyecto.

Lo que Matlab no hace es crear una interfaz grafica amigable y sencilla que los

usuarios puedan entender.
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Por esta razén recurrimos a otro programa, creado por Microsoft, este es Visual Basic
.NET 2008, cuyo principal caracteristicas es poder relacionar todos los objetos que se
incluyen en su interfaz gréfica, con comandos de programacion; con este programa
pudimos incluir las opciones “Abrir’, “Guardar’, “Importar datos’, “Calculadora’,
“Realizar Gréficos”, pero sobre todo, hacer posible incluir las librerias creadas con
Matlab para poder desarrollar las operaciones de Regresion que se necesite, sin dejar
de lado la simplicidad al momento de hacer las operaciones pertinentes. Entre las
muchas ventajas que brindan estos programas por separados, al hacerlos trabajar en
conjuntos en este Software estadistico, hemos logrado crear una forma de hacer
conocer al usuario, que la Regresion no es un area dificil ni complicada de la
Estadistica, ya que cada paso esta hecho para que el mas lego de los usuario logre
comprender de inmediato los pasos requeridos para poder hacer uso de ERLA a su

completa capacidad.

Este Reporte Técnico proporciona los fundamentos teéricos sobre el cual se desarrollé
el médulo “Regresiéon Logistica y Regresion Poisson”. Partimos desde lo basico,
desde qué es Regresion Lineal Simple, de qué trata, qué lo conforma, como se utiliza,
como calculamos los estimadores de los parametros, las hipétesis y supuestos detras
de todo, la muy (til tabla ANOVA, y lo que decide todo una vez tomada la muestra, el
valor p; tratamos de ser lo mas exhaustivos posible, todo para no dejar dudas, y
avanzamos pocO a poco, primero regresion Simple, luego modelos Polinémicos,
cuando la regresion lineal simple no es suficiente, a modelos de Regresién Lineal
Mdltiple cuando hay mas de una variable de explicacién, como afecta esto a los
modelos originales, el uso de matrices para una mejor presentacién de la informacion
a utilizarse, los nuevas hipotesis y supuestos, las modificaciones a la ANOVA y el

valor p; todo esto para entender qué es Regresion.
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La parte central de este trabajo es Regresion Logisticay Regresion Poisson, qué es
lo que las hace especiales y diferentes a la Regresion Lineal; comenzamos por lo
béasico, no podemos comenzar sin mencionar a la Familia Exponencial y los Modelos
Lineales Generalizados, que cambian por completo el concepto de Regresion, pero no
su base; que es el hecho de explicar una variable en base de otra u otras, pero al no
haber una relacion lineal directa, recurrimos a la Familia de Distribuciones
Exponenciales, que nos permiten en gran medida resolver los problemas de regresion
cuando la variable a ser explicada no tiene una distribucién lineal, y por ende no
cumple con los supuestos de homocedasticidad y demas, pero gracias a ellos
logramos crear una forma de adaptar los modelos de regresion por medio de un
enlace, pero estas nuevas funciones necesitaran de un nuevo aliado, un método
numérico que se ha escogido sea el de Newton-Raphson, que permite calcular los
estimadores de betas de los modelos de regresion Logistica y Poisson, ya que las

soluciones estén expresada de manera implicita.

En este trabajo esta mucho de nuestro esfuerzo y esperamos sea de utilidad para todo
aquel que necesite y quiera aprender mas sobre modelos de Regresion Logistica y

Regresion Poisson.



CAPITULO |

1. REGRESION LINEAL

1.1. Introduccién

Comunmente en el mundo matematico, podemos relacionar dos variables
entre si, por una simple regla de correspondencia; suponiendo que Y es una
variable que se explica deterministicamente por medio de X, bajo la relacién
Y= 2X + 3, simplemente calculariamos el valor de Y dado que X = 3,
tendriamos: 2(3) + 3 = 9. Todo esto dentro del mundo de los modelos
matematicos deterministicos, pero en el mundo real, las cosas no son tan

sencillas.

Cuando no se conoce la relacién funcional que liga a Y con X, pero podemos
fijar n valores de X, y luego leerlos n valores que corresponden en Y; una vez

observado estos Ultimos valores, podremos organizarlos pareadamente, y

representarlos como n pares a saber:

GG G

Con este tipo de datos se inicia la busqueda de una relacion funcional
condicional que denominaremos g, que explique Y en términos de una variable

X, que es en si de lo que trata la técnica estadistica denominada



Regresion. También se puede explicar Y con dos o mas variables, lo cual

veremos en el Capitulo IL.

Sl con estos datos pareados, se construye un gréafico de dispersion Xvs. Y,y
obtuviésemos algo semejante a una linea recta (Grafico 1.01), seria plausible
suponer que existe una relacion condicional entre Y y X, y que viene dada por
la ecuacion:

y = 8(x) =By + B, xi (1.01)

Gréfico 1.01: Dispersion X vs Y
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

Y=o+ Bix
o'

3‘...—[_(— By

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Esta ecuacion es la de una recta, donde B, es su pendiente y (3, es el valor
que toma Y cuando la recta hace interseccién con el eje vertical Y. Hasta

este punto, pareciera que solo es cuestion de Calcular B,y B, en base de
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los datos pareados (Xl); (XZ); (yz

A ) y en parte asi es, pero también se

toma en cuenta algunos aspectos propios de cada problema.

En este Capitulo ademas presentamos los Valores Esperados a partir del
Modelo de Regresién Lineal con el Teorema de Gauss-Markov, asi como la
estimacion de pardmetros por el Criterio de Minimos Cuadrados y Maxima
Verosimilitud, como también la construccién de la denominada Tabla de

Andlisis de Varianza.

1.2 Regresion Lineal Simple

En Regresion Lineal Simple, tratamos de explicar Y en funcion de X con la
asistencia de la ecuacion de una recta con 3, como la pendiente y 3, como
la interseccion con el eje Y, pero una vez hecho el célculo deterministico de
Y, y tomado la lectura experimental de Y, se encuentra que no siempre
coinciden, ya que hay la presencia de un error aleatorio ¢;, que nos hace
reescribir la relacion de Y con X:

Yi =Bo + B1xi + & (1.02)
Dado este modelo donde Y es la variable a ser explicada condicionalmente
por X, a quien llamaremos variable de explicacién y ¢; una variable aleatoria
que influencia en la observacién del valor y; de Y cuando X=x;; vamos a
trabajar con el siguiente modelo condicional y bajo los siguientes supuestos:

EQYIX; =x) =B, +B;xi 1=1,2,...,n

E(g) =0; Var(e;) = 0% ; Cov(g,g) =0 i#j (1.03)



Es un modelo de Regresion Lineal simple porque se explica la variable de
respuesta Y en funcion de solo una variable X y los valores de 3, y B; son
lineales en la expresién E(Y|X = X;) = B, + B1x; que también es denominada
Funcion de Respuesta o Parte Deterministica del modelo; los valores de
6%, By, B, Son constantes desconocidas pero estadisticamente estimables; &;

es una variable aleatoria como fuera enunciado previamente.

1.2.1 Valores Esperados a partir del modelo de Regresion Lineal

Simple (Teorema Gauss — Markov)

Como se establecié anteriormente la Relacion Estadistica que explica

condicionalmente a Y en términos de X es:
Vi = BO + lei + & (104)

Haciendo ¢;, que el valor observado y;de Y sea una Variable Aleatoria, de

donde:

y, = E(Y;)) = E(Bo + B1X; + &) = E[Y|X = x{]

wy, = E(Bo) + E(B1x3) +E(g)

Hy, = E(Y;) = Bo + B1X (1.05)

Como E(g) =0,y el Valor Esperado de una constante es la misma

constante.



Var(Y)) = Gsz{i = Var(B, + B1x; + &) = E[Y; — E(Y;)]?
Var(Y;) = E[(By + B1x; + &) — (Bo + B1x1)]* = E[g; — 0]* = E[g; — E(g)]?
= Var(g;) = o? (1.06)

Si suponemos que el Error g; se distribuye normalmente, tenemos entonces
que g~N(0,0?), siendo o? constante, supuesto de homocedasticidad, lo que

implica que Y;~N(B, + B1%;,02).

Este resultado es conocido como Teorema de Gauss-Markov, y que se ilustra
en el Grafico 1.02 donde se representa el grafico de la distribucion de Y dado

que X = x;.

Gréfico 1.02: Teorema Gauss-Markov
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

y = Po+ Bix

AB=A"B’

B B'
e => [ filanan =] flapay

P

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.




1.2.2 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

Los parametros B, B,, ¥ o? del modelo de Regresion Lineal Simple pueden

ser estimados a través de diferentes criterios tales como, Minimos

Cuadrados o Maxima Verosimilitud. Vamos a estimar 3,y B, en el modelo,

en base a la informacién pareada que nos dan los datos observados,

condicionando a que se cumplan los supuestos relacionados con el modelo.
E(Y; X = x;) = Bo + B1X;

E(g) =0; VarE(g) = 0%  cov(e, sj) =0 i#]j
Estimacion por Minimos Cuadrados para Regresion Lineal Simple.

La estimacién por Minimos Cuadrados para Regresion Lineal Simple es una

técnica de analisis numérico introducida dentro de la optimizacién
-~ . X1\ (Xo Xn

matematica, en la que, dado un conjunto de pares ( )( )( ) se
Y1/ \V2 Yn

pretende encontrar la funcién que mejor se aproxime a los datos, de acuerdo

con el criterio de minimizar el error cuadrético, es decir intenta minimizar las

suma de cuadrados de las diferencias de los errores (Yi - E(Yi)) = ¢; 0 entre

los puntos generados por la funcion Q = X!, ;2. Un requisito implicito es

que los errores de cada medida estén distribuidos de forma aleatoria.



Q se define como la suma cuadratica de los errores:

Y, = (EY) =Y, = (Bo + B1xy)

Q= Z[siz] = Z[Yi — (By + B1x)]? = Suma Cuadrética del Error
i i=1

=1 i=
o Residuos

Tomando:
2

Q= XL, [ef] = 2L, [Yi — (B, + B, x1)] (1.07)
El criterio de Minimos Cuadrados propone que los Estimadores de B,y 3,
sean los valores b, y b; que minimizan Q, para un conjunto dado de n pares
X1\ . (%2\. . (*n
()i Ga)i i (o)
Q una funcion de B yB,, la minimizacion de Q esta determinada por las

igualdades:

5Q _8Q

5, ~ B 0 (1.08)

Derivando con respecto a los parametros B, y B, e igualando a cero, se tiene

un sistema de dos ecuaciones:

8Q
E =-2 21(}& —B, —B,xi) =0 (1.09)
Y
8Q z“
5[31 - i=1 Xi(Yi B B0 - B1Xi) =0 (1.10)

Los valores de 8, ¥ 5; que se obtienen al resolver (1.09) y (1.10), minimizan
Q, y esta minimizacién puede ser verificada utilizando el criterio del signo de

la segunda derivada de Q.



Llamaremos a b, y b, a los Estimadores de Minimos Cuadrados para B, Y B;

respectivamente, de donde el sistema de ecuaciones se convierten en:

n
~2) (yi —bo —byx) = 0 (1.11)
i=1
n
—ZZSXJYr—bo—bl&)=() (1.12)
i=1

Que al simplificar determinan las Ecuaciones Normales que permite obtener

una estimacion de punto de los parametros del modelo, éstas son:

n n
Zyi =nb0+zxi (1.13)
i=1 i=1
n n

n
leyi= bOin+blzxi (1.14)
i=1

i=1 i=1
A partir de las Ecuaciones Normales se puede establecer:

D s D
by = X, (x —%)? - Sxx 419

by =y —b;X

¢ = ZimiXi o o L=V
Donde x = Yy y=

n

Utilizando el trabajo previo se puede calcular el Coeficiente de Correlacion

Muestral py, , que es una medida de la fuerza lineal que relaciona a'Y con X;

de los datos observados se los puede obtener sin dificultad; determinan que:
Pxy = Txy = by | (1.16)

Siendo S,,, ¥ Sy, los valores que aparecen en (1.15) esto es:

Ny — V(v — T n(x; — Xx)?
5,y = o rj()(yl y) yS,, = Mflx) (1.17)




Se puede ademas probar que la pendiente de la Recta de Regresion by y ryy,

tienen igual signo.
02, es un parametro del modelo que al mismo tiempo es la Varianza del Error
y también de Y;. En este caso, Regresion Lineal Simple, la Suma Cuadratica

del Error o Suma Cuadratica de los Residuos es denotada y definida como:

n

n
SCE= ) (v~ 992 = ) ¢ (1.18)
i=1

i=1
Que mide la variabilidad de los valores observados alrededor de la recta
cuya ecuacion es § =b,+ b;x. La SCE tiene (n —2) grados de libertad,
puesto que se pierden dos grados de libertad al estimar , y B;; por lo que la

Media Cuadratica del Error o Media Cuadratica Residual del Error es:

2

n (Y S )2 n o
MCE = i:Z L (1.19)
4 n—2 Lan—2
=1 i=1

Estimacion en Regresion Lineal utilizando Maxima verosimilitud

El Criterio de Maxima Verosimilitud es un procedimiento estadistico para
estimacion de parametros que obviamente también es aplicable en regresién
lineal. Se requiere, por ejemplo, obtener los estimadores de B,, B;, 0%, bajo
el supuesto que el Error es Normal con Media cero y Varianza Constante o?,
homocedasticidad, y ademas que cov(si, sj) =0;i #j, lo que implica que las
y; son estocasticamente independientes si tienen Distribucion Normal con
Media B, + B,x; Yy varianza o?; en sintesis:

g~N(0,0%), parai=1;2;..;n A y;~N(By + Byx;, 0%) (1.20)



10

La densidad condicional de probabilidades para la i-ésima valor de B,

B, v o’ es:

1
o702 0i~Bo—B1xi)? (1.21)

f(y;) = fi(inBo,Bl.cz) = P10

Y la densidad conjunta de y,,y5, ...,V, €S:

n

1 1 (v B.—R.x)2
f(y1,¥2 > YnlBo, B1,0%) = (ﬁ) o~ Me 702 VimPo—Buxi) (1.22)

Donde los y; son estocasticamente independientes, el tratamiento de esta
funcion en términos de parametros nos lleva a la Funcién de Verosimilitud en
término de B,, B, Y o%; que es L(By,B1,0%|y1,¥2,--,¥Yy) » donde n, como ya
hemos sefialado, es el nimero de pares del tipo XT = (x;,y;) , y el logaritmo

de L

1 n
1(Bo, B1r02) =In L(Bo'Bsz) =K- gln 0% — ﬁ;(}"i —Bo — B1Xi)2 (1.23)

Nétese que, K:(— 2) In(2m), es una constante que no depende de los
parametros a ser estimados.
A partir de la derivacion con respecto ha B, B; Yy o® se obtienen los

estimadores de Maxima Verosimilitud de B,, B;, 0°:

6(1(30. 31'02)) 1 En
3(1(Bo,B1,0%) 1 }n‘

0(1(B0,B1,0)) n 1 %
— = _—2+E;(Yi — Bo — B1x;)? (1.26)

do? 20
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Ilgualando a cero las derivadas y verificando el signo de la segunda derivada,
se obtienen los Estimadores de Maxima Verosimilitud de los $,, B, o>.
Para el caso de Regresion Lineal Simple, por Minimos Cuadrados, se puede

probar que, s? es un Estimador insesgado de o?:

2

n (Y S )2 n o
s?2 = MCE =62 = Z : _}; = Z ! (1.27)
i=1

lan—2
i=1

Mientras que por Maxima Verosimilitud, s? es un estimador de o2, siendo:
n n
Y. — V. 2 e.2
s? = 52 =Z—( 1= %) =Z—‘ (1.28)
. n AN
i=1 1=1

Estos dos estimadores de o se relacionan dela siguiente manera:

s2 = MCE = —§2 (1.29)

n-2

Notese que: La estimacion de los parametros, utilizamos Maxima

Verosimilitud que es equivalente a la de Minimos Cuadrados excepto para ¢2.

1.2.3 Inferencias acerca de los parametros de regresién
1.2.3 Valores Esperados de los Estimadores de Minimos Cuadrados

El Teorema de Gauss Markov establece que los Estimadores de Minimos
Cuadrados, b, y b;, para Regresion Lineal Simple son insesgados para
Bo v B1 Y ademas se puede probar que son de Minima Varianza en el

Modelo de Regresioén Lineal, siendo:

S - D0 -]

E(b) =E G- | By (1.30)

E(by) = E[y — byx] =B,
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1.2.4 Tabla de Analisis de Varianza

En la tabla de Analisis de Varianza, con las Sumas Cuadraticas se pretende
medir la dispersion de un grupo de observaciones.
Suma Cuadratica Total, es la suma de cada valor condicionado de y;, menos

el Valor Promedio de los mismos, y todo esto al cuadrado.
n n
SCT = Z(yi—y)z = Zyiz—nyz (1.31)
i=0 =0

Suma Cuadrética de Regresion, se define como la suma de cada §; valor

estimado de Y;, menos el Valor Promedio de Y; todo al cuadrado.
n
SCR= (7, - 7’ (1.32)
i=0

La Suma Cuadratica de los Residuos, es la funciébn Q que construyéramos
para aplicar el Criterio de Minimos Cuadrados y asi estimar los parametros
BoyB:i Yy a la que hemos denominado SCE o Suma Cuadratica de los
Residuos.

El Coeficiente de Determinacién, es una medida de calidad del modelo que

estamos utilizando y se la define como:
R __SCR _ SCtotal— SCError _ 1 SCR 0<R<1 133
- ScT SCT - oscr (1.33)

La Potencia de Explicacion del Modelo, es definida como porcentaje

Potencia de Explicacién del Modelo = R? - 100%

Lo deseable es que la SCE sea lo mas pequefia posible con respecto a la

SCT, dando evidencia que entre mas pequefia es la SCE mas grande sera la
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Potencia de Explicacion del Modelo, lo cual es buen indicio acerca de la
calidad del modelo.
La Media Cuadrética de Regresion es igual a la Suma Cuadratica dividida

para sus correspondientes grados de libertad, asi, la MCR es:

SCR
(1.34)
p—1
Mientras que a Media Cuadratica de los Residuos es:
SCE
(1.35)
n—p

Con la aplicacion del Teorema de Cochran, SCR/c? es una Variable Aleatoria
con Distribucion Ji-Cuadrado con (p — 1) grados de libertad, mientras que
SCE/c? es una Ji-Cuadrado con (n — p) grados de libertad, para el modelo

de Regresion Lineal Simple (n — p) = (n — 2) grados de libertad. Esto para el

., . . . . . MCR
caso de Regresion Lineal Simple permite afirmar que el cociente F, = MeE =

SCR/1

—————  es una Variable Aleatoria F con (p — 1) = 1 grados de libertad en
SCE/(n-2)

el numeradory (n — p), (p = 2) grados de libertad en el denominador.

MCR

Fy=——
0™ MCE

~F(1,n—1) (1.36)
La Tabla de Andlisis de Varianza 6 Tabla ANOVA, para el Modelo de
Regresion Lineal Simple, véase (Tabla 1), es utilizada en Regresién para
analizar estadisticamente la validez del modelo y; =B, + B1x;+¢ Yy los
supuestos

E(g;) = 0, VarE(g;) = 62, cov(e;, &) =0 para i#j. Consiste en un arreglo
rectangular cuyas componentes son las Fuentes de Variacion, sus Grados de

Libertad, las Sumas o Medias Cuadraticas y el Estadistico de Prueba F,.
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Tabla 1: Tabla de Andlisis de Varianza para un modelo de Regresion lineal
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

Fuentes de Grados de Sumas Medias Estadistico
Variacion Libertad Cuadraticas | Cuadraticas | de Prueba F
REGRESION p-1 i ~ SCR P MCR
Z(yi—y)2 p—1 0~ MCE
i=0
ERROR n-p I SCE
(Residuales) Z()’i —-9)? n—p
i=0
TOTAL n-1 "
Z(yi - )
i=0

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Nuestra aspiracion es que dado el modelo de Regresion Lineal Simple, el
valor de la pendiente [; de la recta no sea cero, por lo que postularemos el
siguiente Contraste de Hipétesis.

Hy: B, =0 vs. Hy: B, # 0 (1.37)

Si la Hipotesis Nula H, fuese verdadera, entonces, E(MCR) = E(MCE) = ¢,
por lo que el valor del Estadistico de Prueba F, al ser cercano a uno,
mostraria evidencia estadistica de que la Hipdtesis Nula es verdadera, es
decir B, =0. Caso contrario, lo cual es deseable, si F, es “grande”,
rechazariamos H,, N6tese que suponemos a priori que S, # 0.

En otras palabras, con (1-a)100% de confianza, se debe rechazar H, en

favor de H; si F, > Fo) donde F es el percentil (1-a)100% de la variable
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aleatoria F de Fisher con 1 grado de libertad en el numerador y n — 2 grados

de libertad en el denominador, esto es:

x> (1)
v
F = Wéz)NF(Ul'UZ) (1.38)

V2

vu=1yv,=n-2

Gréfico 1.03: P(F<F)=1—-«a
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

M

\ F(1,n—2)

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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CAPITULO I

2. REGRESION MULTIPLE

2.1 Introduccién

Para comenzar este capitulo, hay que recordar de lo que tratd Regresion
Lineal Simple, que era explicar Y en términos de X, donde X es una sola
variable, ahora, qué pasa cuando tenemos mas de una variable que explican
a Y, en estas circunstancia, nos plantemos las mismas condiciones, pero
esta vez vamos a trabajar con matrices para poder denotar de una manera
simplificada y formal las variables en los modelos, también con formas
cuadréticas del tipo g(x) = X'AX. También veremos como se ve influenciada
las hipétesis, supuestos y sobre todo la tabla de andlisis de varianza

(ANOVA).

2.2 Modelos Polindmicos

Dentro de los modelos Polinbmicos alteramos un poco la forma en como
soliamos explicar Y, en regresion lineal simple era, tomando como base que
existia una relacion rectilinea entre Y y X, pero cuando no es asi y
disponemos de una sola variable de explicacién X, recurrimos a la expresion
polinémica

Y; = Bo + Bixi + B2xi® + ¢ (2.01)
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De esta manera establecemos que también hay una relacién cuadratica
entre Y y X, si tomamos esto como cierto, se presentan los siguientes
puntos.
Este modelo Polinémico de grado 2 tiene tres coeficientes (betas) y no dos
como antes, ya que ahora tenemos también un término para X* pero sigue
siendo una sola variable de explicacion, se mantienen los supuestos:
E(g) = 0 Var(g;) = o2

cov(s, s]-) =0 i#j, ij=12,..n() (2.02)

Los valores de B,, B;, B, y 02, son constantes desconocidas, nos basamos

en un modelo Homocedastico y la Funcién de Respuesta seria:

uy, = E(Y;) = E(Bo + B1xi + Boxi* + ;)
= E(Bo) + E(B1xp) + E(B2x:*) + E(&y) (2.03)
La funcién de condicionamiento quedaria:
E(YilX = x;) = Bo + B1x; + B2x;? (2.04)
Similar a la Regresion Lineal Simple, ahora demos el siguiente paso, que es
estimar B,, B, y B, utilizando el Criterio de Minimos Cuadrados, donde

by, by y b, minimizaran Q.

Q=3 [Y — (B, + Byxi + Boxi?)] (2.05)
Y Obtenemos:

80 _ 50 _ 80 _

2> _2>_ 2.06
58, OB, OB, (2.06)
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Y las igualdades de (2.06) nos conduciran a tres Ecuaciones Normales, que

son:

n

n
Zyi = nb, +blzxi+b2
i=1

i=1

n n n n
Zlei =bOZXi +blzxiz + bzzxig (208)
i=1 i=1 1

i=1 i= i= i=

;2 (2.07)

n
i=

1

n n n n

zxzyi = boz Xiz +b, fo + bzz Xi4 (2.09)

i=1 i=1 i=1 i=1

Y si seguimos asi, al ser un sistema lineal en by, by yb,, y de ser

consistente, lograremos determinar los estimadores de B,, B, y B,-

2.3 Modelos de Regresién Lineal Multiple

Cuando hablamos de Regresion Mdltiple esto significa que existe mas de
una Variable de Explicacion, por lo que consideraremos un modelo con p
términos y (p — 1) variables de Explicacién, suponiendo informaciéon de n
casos, estoes: i=1,2,...,n.

El Modelo Lineal para el i-ésimo caso es el siguiente,

Vi =Bo + Bixiy + + Bp—lxi,p—l + & (2.10)
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Expresado el modelo de la forma matricial para n observaciones de Y y

X1,Xg) e, Xp_1 €S:

Y=XB+¢ (2.11)

Que es el denominado Modelo Lineal General

Y1
V2 n
DondeY=|"| YER
n
1 X194 X2 o xl(p—l)]
1 X914 Xp9 " Xormpe . -
x=|, "#r 2(”: D |es la Matriz de Disefio del modeloy X € M,
1 Xp1 Xpp o xn(p—l)J
" Bo
B = B} es el Vector de Estimadores, siendo B € RP
By
&
&
£= :2 es denominado Vector de Errores, g € R"
gn

Entonces el Modelo, Y = X + &, es expresado como:

n] [P ¥ %z o Xae-n|[ Bo £

Xoq Xpp *** Xorm_ £
3’:2 :[: 2:1 2:2 : Z(p: 1)} ,3:1 + 2 (2.12)
In 1 Xn1 Xn2 xn(p—l) ﬁp—l &n
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Ademéas debemos tener en cuenta que la Matriz ¥, de Varianzas y
Covarianzas del Error es: X, = 621, donde I es la Matriz identidad n x n, y

gue los errores son independientes.

Siendo:

g2 0 0 - 0
0 620 - 0
.=l 0 0 o2 0 |=0%1 eMy, (2.13)
l0 0 0 02J

Bajo los supuestos: e~N(0,5%1), y E. = oI

E(e)=0; 0 €R"; UZIEMnxn

2.4 Estimacion de los Parametros

En el Modelo de Regresion Multiple debemos estimar los p coeficientes

Bo,B1, - Bp—1, Siendo el modelo:

Vi=PBo+Pixint+ -+ .Bp—lxi,p—l + &
Y=XB+¢
e~N(0,0%); E(e)=0

s, =0%l;, Z,eslaMatrizde varianzas y covarianza
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La estimacion de los parametros al igual que en los casos previos se la
realiza bajo el Criterio de Regresion Lineal Multiple de Minimos Cuadrados

de forma similar como lo hicimos en la Seccién 1.3.1.

El Criterio de Minimos Cuadrados propone que los Estimadores de los p
parametros fy, [, .., Bp-1 del modelo, sean los valores by,b;,,..,b,_; que

minimizan Q(2.05).

2.4.1 Estimacion por Minimos Cuadrados

En forma Matricial, deseamos encontrar el un vector de los estimadores de

Minimos Cuadrados, 8, que minimice:

n

L= €= (y— X"y~ XB) (2.14)

i=0
L se puede expresar como:
L=y'y—p'X"y —y'Xp + BTX"XB
L=yTy-28"XTy + BTXTXB (2.15)
Dado que BTXTY es una matriz (1x1), o un escalar, y su transpuesta
BTXTY = yTXB es el mismo escalar. Los estimadores de Minimos Cuadrados

deben satisfacer

oL A
—| =-2XTy+2X"XB=0 (2.16)
oplg

Que se simplifica a:

XTXB = XTY (2.17)
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Esta es la forma matricial de las Ecuaciones Normales de Minimos
Cuadrados; para resolver estas ecuaciones, multiplicamos a ambos lados por
la inversa de XX, bajo el supuesto que XX no es singular, esto es, que
(XTX)~! existe, de tal modo que el estimador de Minimos Cuadrados de f
es:

B=X"X)"X"y (2.18)
Se puede probar que esto también es valido para Regresion Lineal Simple,

donde p = 2.

2.5 Inferencias acerca de los parametros de regresion

Llamando al modelo Y = XB + €, donde E[g] = 0 y con Matriz de Covarianza
2. = o’l. Donde X es una matriz con rango p. Suponiendo Normalidad e
independencia de los errores, el modelo implica que E[Y] = XBy V(Y) = ¢I.

El estimador por el Criterio de Minimos Cuadrados del vector de parametros

B, es B=(X"X) 'XTy.

Da como resultado que sus estimadores obtenidos son insesgados, lo que
significa que E[B] = B, puesto que:

E[B] = EIX"X)"'X"y] = B (2.19)

A demas Xz = (X"X)'¢? pudiendo ademéas estimar X; de la siguiente

manera: £z = MCE(X"X)~", puesto que es estimador 6% = MCE.
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2.6 Tabla de Andlisis de Varianza para Regresion Multiple

Para el Modelo de Regresion Multiple o cualquier Modelo Lineal, con la
notacion usual tenemos:

Suma Cuadrética Total, para cualquier modelo y en su forma Matricial es:

n n (Zn Y.2)2
SCT = Z(Yi —y)? = Z yp — == s (2.20)
n
i=0 i=0

Expresando de forma matricial las expresiones:

n n y2)?
oY 1
Z Yiz =YTy; M =-YT)y
i=0 n n
Se puede probar que:
1
SCT = YTY — —YTJY (2.21)

n

Donde ] es una Matriz cuadrada nxn, cuyos elementos son todos 1.
Suma Cuadratica de Regresion, de igual manera:

SCT = SCR + SCE

1
SCR=YTY-—-YTJYy + Y'Y - b™XTY (2.22)
n

Suma Cuadratica del Error o Suma Cuadratica de los Residuos.

SCE = Y'Y - b"XTY (2.23)

Estas tres Sumas Cuadraticas podemos expresarlas de la siguiente manera,

tal como lo hace Zurita [14].



1
SCT = YTY — -YTJY
n

SCT=YT [1 - (1)]] Y

n

SCT = YTAY

SCE =YTY — b"XTY
SCE = Y'[I — H]Y

SCE = Y'BY
1
SCR = YTY — —YTJy — YTY — b"XTY
n
T 1
SCR=Y [H - (—)]]Y

SCR = YTcY

. . . -1
Siendo H € S,,, la denominada Matriz Hat : H = X(X"X) XT

Esta matriz sirve para visualizar

24

(2.24)

los valores estimados de Y como

combinaciones lineales de los valores observados de Y, que se muestran en la

siguiente forma:

hnl hn2 hn3

hy; hyp hyz - hyy 1Y,
v — 1.121 }.122 h.23 hgn Yz (2.25)
oo hyy HYn

Ademas se puede probar que la matriz H es idempotente, es decir que:

HH = H? = H.

La version matricial de la Tabla de Analisis de Varianza para un Modelos de

Regresion Lineal Mdltiple se representa en la Tabla 2
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Tabla 1.01: Andlisis de varianza Regresion Mdltiple
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

Fuentes de Grados Sumas Cuadréticas Medias Estadistico
Variacion de Cuadréticas de PruebaF
Libertad
1 MCR
REGRESION p—1 YTY ——YTJY — YTY — BTXTY SCR Fy=—o—
ERROR n—p Y'Y - bTXTY SCE
(Residuales) n—p
1
TOTAL n — 1 YTY— EYT]Y

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Para medir la calidad del modelo que estamos utilizando hacemos uso del
Coeficiente de Determinacion, un valor pequefio de R? es indicio de
Independencia entre Xy Y:

R2=@; 0<R?*<1 (2.26)
SCT
La Potencia de Explicacion del Modelo, es definida como porcentaje
Potencia de Explicacién del Modelo = R%.100%

Planteamos el siguiente Contraste de Hipétesis, para verificar si existe
evidencia de que al menos uno de los (p— 1) coeficientes, que hemos
propuesto en H, es realmente distinto de cero;

Hy:B;=0; i=0,..,p—1

vs.

Hi:Almenosun B; #0; i =0,..,p—1 (2.27)
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Si la Hipotesis Nula del contraste es rechazada, como es la expectativa del
investigador, habria que buscar cual o cuales de los parametros (betas) no
es cero, puesto que esos términos serian los que aportan de manera

significativa a explicar Y.

El estadistico de Prueba F,, es definido de la misma forma que en

MCR _ SCR/(p-1)
MCE  SCE/(n-p)

Regresion Lineal Simple, como lo vimos F, = , que es una

Variable Aleatoria F con (p — 1) grados de libertad en el numeradory (n — p)

grados de libertad en el denominador.

MCR
Fp=——~F(p—1,n— 2.28
0 = MCE (p n-—p) (2.28)

Se puede probar que bajo los supuestos de Normalidad e independencia del

error ¢;, la Variable Aleatoria 5781 tiene distribucién T de Student con (n—p)

Sbi

grados de libertad. M~Tn_p.
Sbi

Con este resultado si H, es rechazado en (2.29), proponemos los (p-1)
contrastes:

Hy:Bi =0 vs. H{:B; #0 i=123.,(p—-1

Siendo el estadistico de prueba T = L

Sbi

Se rechaza la Hipotesis Nula H, a favor a la Hipotesis Alterna H,, con
(1 — @)100% de confianza si:

[T| > t(a )

2n—
=P

Siendo t( p)el percentil (1 — g) 100 de la distribucion T con (n — p) grados

a
P

de libertad.
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CAPITULQO 1l

3. MODELO DE REGRESION NO LINEAL

3.1 Introduccién

En este capitulo se presentan las familias exponenciales que permiten
descomponer las distribuciones exponenciales tales como Normal, Poisson,
Binomial, en términos de funciones lineales de tal manera que se crea un
“enlace” mediante una relacion algebraica.

El Modelo Lineal Generalizado, nace cuando las variables de Y y X no estan
relacionadas de una manera directa y utilizando las familias exponenciales
se cred una funcion de “enlace”, la cual permite utilizar los mismos métodos
que fueron aplicados para calcular los estimadores de beta, como minimos
cuadrados y maxima verosimilitud, pero en este caso las ecuaciones no
tienen solucion explicita, sino una solucién implicita lo que hace que se

necesite un método numérico.

Existen algunos métodos que permiten resolver esta situacién entre los
cuales se encuentran el método de Newton-Raphson y el de Gauss-Jordan,
siendo el método escogido el Newton-Raphson que es de rapida

convergencia y sencilla programacion.
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3.2 Familia de Funciones Exponenciales

La familia exponencial es una clase de distribuciones de probabilidad cuya
formulacion matematica comparten cierta forma. Esta forma especial es
escogida por interés matematico, que confiere a las distribuciones de esta
familia una serie de propiedades algebraicas y estadisticas. Incluye
distribuciones, sean estas continuas o discretas como la normal, binomial,

etc.

El concepto de la familia exponencial fue introducido por E. J. G. Pitman [16],

G. Darmois [17], and B. O. Koopman [18] en 1935.

En si hay varias expresiones para definir las familias exponenciales, aunque

todas responden a una definicion general que pasamos a presentar.

Considérese una variable aleatoria Y cuya distribucion de probabilidades
depende de un parametro 6. La distribucién pertenece a las familias

exponenciales si puede ser escrita de la forma.
F(;0) = h(x)g(8)em@Tw)] (3.01)

Donde h,g,ny T son funciones conocidas, Nétese la simetria entre x y 6.

Esto se enfatiza si la ecuacion (3.01) es reescrita como:
f(x;0) = exp[n(@)T (x) + c(6) + d(x)] (3.02)

Donde h(x) = exp[d(x)] y g(8) = exp [c(0)].
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Si T(x) = x, la distribucién se dice que esta en su Forma Canonica (esto es,

estandar), y n(0) es llamada el parametro natural de la distribucion.

A n(0) se lo conoce como Parametro Natural, que nos proporciona en si el

“enlace” que se utilizara mas adelante; n(8) especifica los parametros

necesarios para dicha distribucion.

g(6) es el factor de “normalizacion”, que asegura que p(x|0) siga siendo una

distribucién de probabilidad

T(x) es el estadistico suficiente de la “informacion”.

h(x) es una base de medida no negativa, que es generalmente 1.

Si hay otras variables en la funcion, ademas del pardmetro de interés 8, son
relegadas como parametros ruido formando parte de las funciones n,T,cy d,
Muchas distribuciones bien conocidas pertenecen a la familia exponenciales.
Por ejemplo, Poisson, Normal, Binomial que pueden ser escritas en su forma

canodnica, véase Tabla 3.

Tabla 3: Distribuciones de la familia exponencial.
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”
Distribucion | Parametro Natural c d
Poisson log 6 -0 —logx!
H TR | x?
Normal — ——— ——log(2mo?) —
2
o 202 28 202
. . T[ n
Binomial log ( ) nlog(1l — m) log
1—m y
Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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A continuacién se ofrecen algunas ilustraciones de la representacion de
algunas familias de funciones de densidad de acuerdo con el formalismo de

miembro de la familia de exponenciales.

Distribucién Binomial

Como miembro de la familia exponencial consideremos la variable aleatoria

Bernoulli. Su funcion de probabilidad es:
p(x;0) = 6*(1—0) 17~

= exp{xlogf + (1 —x)log(1 — x)}

0
= exp {x log 1-0 +log(1 — 9)} (3.03)
Se define:

Parametro natural n(8) = log ﬁ

Factor de normalizacion g(n(8)) = log(1 + exp (7(9))) )
= 6
_log(l + 1_9)
=—log(1 — 6) (3.04)

Estimador suficiente de la distribucién T(x) = x

Base de medidas h(x) =1
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Distribucién Poisson

Para la distribucién Poisson se hace algo similar al descomponerlo en una

familia exponencial, su funcién de probabilidad es:

e A

x!

fx) =

Para llevar esta expresion a su forma de familia exponencial es cuestion de

un poco de algebra:

e—l/'lx [ <€_Aﬂ.x>:|
= exp |log
x! x!

= exp [log(e™*) + log(#*) —log (¥)]
= exp[—2 + ylog(d) — log ()]
Se define:

Parametro natural n(8) = log A
Factor de normalizacion g(n(8)) = A
Estimador suficiente de la distribucién T(x) = —log (y!)

Base de medidas h(x) =1



Distribucién Normal
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Tenemos una distribucién N (6, 1), la funcién de densidad puede ser escrita

segun (3.1) de la siguiente manera:

1 2 1 2 2
x}e —e_(x_e) /2 — — e_e /2 * e—x /2 * eex
I )\/271 V2w (__),
| E—— h(x)
9(0)
Y n(@) =6, T(x) = x, quedando:
gO) =—=e""2  h(x) =/

V2r

f(x;0) = h(x)g(8)e®

(3.05)

(3.06)
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3.3 Modelo Lineal Generalizado

Un Modelo Lineal Generalizado es una generalizacion de la Regresién Lineal
para poder responder a otros tipos de modelos ademas de los lineales
siempre y cuando la distribucion de la respuesta sea miembro de las familias

exponenciales.

Vamos a suponer que se trata de predecir la variable Y de un grupo de

variable X. En un modelo lineal con parametros 3, suponemos que:
E(YX)) = X"B (3.07)

La generalizacién se obtiene al suponer que E(Y(X)) no esigual a la
combinacion lineal XTB, pero que estéa relacionado con este, por medio de

una funcién de acuerdo a la naturaleza de Y. Formalmente el modelo lineal

Generalizado consiste en 3 componentes:

1) El“componente aleatorio” Y(variable de respuesta), que tiene
distribucién de las familias exponenciales con un parametro
canénico n que determina la forma de la respuesta, por
ejemplo, Poisson. Nétese que se necesita poder escribir la
distribucién de la familia exponencial en su forma canénica.

2) El“componente sistematico” que especifica que las
covariables X sean parte del modelo por la combinacioén lineal
XT B y dado que estamos en la familia exponenciales, ellos

definen el parametro natural 7.
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3) Una funcion diferenciable y monétona g, que conecta el

componente sistematico con el parametro 6.
g@) =X"p (3.08)
E(Y) =0 =g (X"B) (3.09)

g es llamada la funcion de enlace y es la inversa de la funcién
de respuesta. Dado X7 B = 1, la funcién de respuesta es la

misma que la funcién de asignacion entre el parametro natural

y el parametro n(0)

Ejemplo:

Para el caso de la denominada “Regresién Logistica”, que ampliaremos en el

capitulo 4, se utiliza la distribuciéon Bernoulli como variable de respuesta, que

como verificamos en lineas previas, tiene como funcién de enlace:

0
8(0) = 1(0) = log(—) (3.10)

La funcidn de respuesta es:

1
1+ exp(m) 1+ exp(XT B)

gt = (3.11)
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3.3.1 Distribuciones y Funciones de enlace

Como se insinu6 en el ejemplo previo, el Modelo Lineal General con variable
de respuesta Y esta linealmente asociado a los valores de la variable de

explicacion X por:
Y=X"B (3.12)
Mientras que la relacién en el Modelo Lineal Generalizado se define por:
Y =g(X"B) (3.13)

Siendo g( XTB) una funcién, la funcién inversa de g(XTB) es f(XTB) que es

denominada “funcién de enlace”. Se obtiene:
f(wy) = g(X"B) (3.14)
Donde w, representa al valor esperado de Y.

Varias funciones de enlace pueden ser escogidas dependiendo de la
distribucién de los valores de la variable de respuesta que hemos

denominado Y.

Para diferenciar los modelos lineales generalizados, vamos a graficar
algunas funciones de respuesta generalmente utilizados y ver la relacion que

hay entre las variables implicadas.
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Para f(x) = 2% que es el parametro natural de la distribucién Bernoulli.

1+exp (x)’

exp (x)
1+exp (x)
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

Gréfico 3.01: Funcién de respuesta f(x) =

T T T T T T T T T

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Se puede observar en el grafico 3.01, que los valores de Y se encuentran
entre 0 y 1, lo cual es ideal para este modelo, donde la variable a ser
explicada, toma valores 0 y 1, que permitra al modelo calcular la

probabilidad de ocurrencia en un valor especifico de X.
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Para f(x) = exp (x), que es el parAmetro natural de la distribucién Poisson.

250

200

150

100

50

Gréafico 3.02: Funcién de respuesta y = exp(x)

“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Como se puede observar en el Grafico 3.02, esta la funcién de enlace que se

utiliza en la Regresién Poisson, que a diferencia del Grafico 3.01, los valores

de la variable Y van de 0 a infinito, de esta manera se podra modelar valores

de Y enteros, esto es 0, 1, 2,..., y asi calcular que valor tomara Y en cada

valor especifico de X.
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3.4 Método de Newton-Raphson para determinacion de minimo de

una funcién

El Método de Newton-Raphson es un procedimiento numeérico; se utiliza para
encontrar raices de una funcién o ecuaciones por aproximaciones sucesivas
usando la tangente, que no es otra cosa que comenzar con un valor cercano
a cero, y después ir determinando las rectas tangentes a la funcion que se
nos plantea, hasta que encontremos uno que se aproxime lo suficiente a la

raiz.
Veamoslo ayudados por un grafico:

Pensemos en una funciéon f cuya regla de correspondencia es f(x) y
queremos hallar una de sus raices, si existe. Para ello, escogemos un valor
x4, “cercano” a la raiz de la funcién, y trazamos una recta tangente que
incluira el punto x,, Calculamos f(x,), este punto, nos dard un nuevo valor

X3, que es mas cercano a la raiz que queremos calcular.
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Grafico 3.03: Newton-Raphson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion
Poisson”

G [ fx

(" SRR SE_.
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b
-
>

fixz)

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Para encontrar el valor dex,, se tomara la ecuacién punto pendiente.

fQxz) = fxy) = m(x; — xq) (3.15)

Para que x, sea una raiz def, f(x,) tendrd que ser igual a 0, para mayor

comprension, reemplazamos f(x,) por “y”; el enunciado quiere decir,

hacemos y = 0 para poder hallar x,:

—f(x1) =m(x; — xy) (3.16)

Ahora tomamos “m” como f’(x,), al ser la pendiente de la recta tangente a la

funcién en el punto x,, f(x,) nos dar& una mejor aproximacion:

—flx) = f1o) G —x1) = % —x; = M (3.17)
f(xy)
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Ponemos la ecuacién en funcion de x,:

N = e — f(xl}
27 ) (3.18)

Al generalizar de manera inductiva, quedara:
Flag) +
=Xp— 0 keZ 3.19
X1 = Ay P £ ( )
La ecuacion 3.19 es la que se conoce como Ecuacion de Newton-Raphson.

Esta no es la Unica forma de llegar a deducir el algoritmo de Newton-

Raphson, hay un método alternativo, que es la funcién f(x) en serie de

Taylor, para un entorno del punto x,:

MO

f(X) = f(xn) + f,(xn)(x - xn) + (x _xn)z T

Si se trunca el desarrollo a partir del término de grado 2, y evaluamos en

fGnaa) = FO) + () (x = x) (3.20)

Si ademas se acepta que x,,, tiende a la raiz, se ha de cumplir que

f(xn+1) = 0, luego, sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos el

algoritmo.

fGen)

Xn+1 = Xn _f’(x )
n

(3.21)

Un inconveniente de este metodo, es de la existencia de falsas raices

de la funcion, que no hacen que f(x) =0
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Grafico 3.04: Inconvenientes del Método de Newton-Raphson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

v

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Para resolver este inconveniente, tenemos que incluir en el algoritmo la
segunda derivada de la funciébn, que nos asegurara que la raiz que
buscamos sea cuando f(x) esigual a 0, y lo logramos gracias al método de
Taylor, dandole desarrollo hasta el grado 2.

f”(xn)

f(x) = f(xn) + f,(xn)(x - xn) + (x _xn)z 21

(3.22)
Que al ponerlo de manera matricial queda:
1

f(B) = f(B") + g(BI"(B - B*) + E(B — BTGB B - BY) (3.23)

Donde g(B) es la columna del vector de la primera derivada of f(3) con

af(R)  af(R) of(B)

, . El vector
0B, 0B 2Bp

respecto a B, este vector tiene elementos de

) ey

[g(B)]T es la transpuesta de g(B), y la notacion [g(B*)]T expresa el hecho
de que el vector de las derivadas se evallaen B =".G(B), la segunda
derivada es denotada como G(B*) indica que las derivadas se evallan en

B = B* . La Matriz de Segundas derivadas es llamada MATRIZ HESSIANA.
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Diferenciando la ecuacién anterior con respecto a los elementos de los

rendimientos de {.

g(®) = g(B") +G(B")(B —B") (3.24)

Como el vector de las primeras derivadas de g(B*) = 0 en el 6ptimo B*.

Dejando en términos de $* nos lleva a:

B = B~ (6(B)] ~ &) (325)
Ejemplo:
Encuentre el o los valores de x que satisfacen la siguiente ecuacién:
fx)=e*—mx=0

Para resolver este problema por el método de Newton-Raphson se puede
aplicar directamente con la funcion tal y como esta. Se comienza calculando

la primera derivada de f(x).
flx)=¢e* —nx
flfx)=e*—m

Setoma x, = 0.5 por ser un valor pequefio y sencillo de calcular en la

funcién y en su derivada.

f(xo) e*o —mx,
X1 = X0~ fI(X()) = %o~ eXo — 1
1 e%> —0.5m
evaluando para xo = - = 0.5 — —= = 0.5522
2 e’ —m
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Las iteraciones realizadas se muestran en la Tabla 4:

Tabla4: lteraciones-Newton Raphson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

lteracion X; Xit1 error=x;,q1 — X;
1 0.5 0.5522 0.0522
2 0.5522 0.5538 0.0016
3 0.5538 0.5538 0.0000

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

En los resultados se observa la rapida convergencia hacia el valor de la raiz.
En la tercera iteracion el resultado tiene cuatro decimales que coincide con la

segunda iteracion.

ahora que hemos presentado este procedimiento numérico, en secciones
venideras podremos determinar las raices de varias ecuaciones derivadas de
procesos de estimacién de parametros que no estan presentados de forma
explicita. Pasamos a explicar mas de la relacién entre las familias

exponenciales con la Regresion Logistica y con Regresion Poisson.

3.5 Funciéon de enlace para Regresion Logistica

Considerando el caso en el cual Y,,Y,,...,Y, son Bernoulli (Independientes
con Probabilidad de éxito 6 = m.

EY)=m=P;=1) (3.26)
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La relacion entre x; y m es

(X)) r
1—7r(x) =XF

o) =p” (1 —p)"™ =1 ~-plexp (y In <%)> (3:27)

Donde lnln(x) es un parametro “natural” de la familia exponencial y se lo

-7 (x)

usa como “enlace

T
=1
9(m) =In-—

Entonces

xT

m(x) = ;m; € (0,1) (3.28)

XTI; ’

3.6 Funcion de Enlace para Regresion Poisson

La Funcion de enlace con notacion g es estandar en el Modelo Lineal
Generalizado. Para el Modelo de Regresion Logistica, la funcion de enlace
es g(u) = lnlﬂfu gue responde a una Distribucion Bernoulli. En el Modelo de
Regresién Poisson la funciéon de enlace es el logaritmo g(u) = Inu, que

responde a una distribucién Poisson. Estas funciones de enlace son

funciones monétonas de pu, esto es, g(u) = g(u*) para u > u*.

La distribucion de Poisson escritas por las probabilidades
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Yy
P(Yp=1) = “—,e"‘, y=012,.. (3.29)
y:

Su media y varianza esta dada por u > 0.
Si y es Poisson con parametro u, E(y) = var(y) = u

La media de la Distribucion Poisson puede depender de las variables
explicativas, pero la relacion no puede ser Lineal porque esto podria

conducir a valores negativos para u. sin embargo la funcién de enlace
gw) =In(u) =Py + Pyxg+ -+ Pp_1x,4 (3.30)

Satisface la restriccion de No Negatividad.



46

CAPITULO IV

4. REGRESION LOGISTICA Y REGRESION POISSON

4.1 Introduccién

En este capitulo presentamos el mddulo especifico en el que hemos
centrado nuestro trabajo en el paquete estadistico ERLA, que es Regresion
Logistica y Regresion Poisson; hemos explicado ya lo fundamental que nos
permitird entender y aplicar este tipo poco convencional de Regresion, pues

utilizaremos Modelos Lineales Generalizados.

4.2 Regresion Logistica

La regresion logistica es un modelo no lineal mediante el cual se puede
determinar la relacion entre una variable de respuesta Y que es binaria y

una o mas variables de explicacion X;,X,, ..., X;, que son variables continuas.

A continuacion se presenta la variable aleatoria X a la que se denominamos

Distribucion Logistica con parametro 6, su densidad es,

e_(x_e)

flx) = consoporte S=R;08€R (4.01)

(1 + e~(x=0)y2 ;

Para el caso cuando 6 es cero se lo llama Distribucion Logistica, la cual es:
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fx)=—"_:sS=R (4.02)

(1+ ex)2’

Su Distribucion Acumulada F(x) = P( X< x) es;

1
1+ e~ %’

P(X<x)=F(kx) = xeR (4.03)

La representacion grafica de f(X) se presenta en el Gréfico 4.01

Gréfico 4.01: Distribucion Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

1 [—
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x)=—"—
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II'I'
!
f
06
lllII
...l
04} _.-'; 4
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15 'IIE-'E.- 'IIE- 165 1.7 1-‘5 1I$ 1;35 1I'9 1.95 2

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Como pueden apreciar f es una curva que se extiende sobre R y cuyo
dominio en el intervalo real que va desde cero hasta uno; la curva

presentada es mondétona creciente.
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4.2.1 INTERPRETACION DE LOS PARAMETROS

Recordando las familias exponenciales en el Capitulo 3, las que permiten

gue la distribucion de Bernoulli sea definida en términos lineales:

p(x;0) = 6*(1—0) 17~

=exp{xlogh + (1 — x)log(1 —x)}

= exp {X log + log(1 — 6)} (4.04)

1-6

Con este resultado y junto con lo que los modelos lineales generalizados

definen, tomamos la “funcién de enlace” de la distribucion.

6
g®) = log(m) = X'p (4.05)

Y se obtiene la funcién de respuesta al invertir la funcién de enlace:

1

g7 (O = 1 + exp(0)

(4.06)

Reemplazando 8 = XT B, se obtiene la funcién de respuesta de la regresion
logistica

1

— oxTR) —
Y =f(x"B) = 1+ exp(XTB)

(4.07)
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4.2.2 Estimacion de parametros en un modelo de Regresion Logistica

En Regresion Logistica la estimacion de los coeficientes del modelo y de sus
errores estandar se recurre al método de Maxima Verosimilitud, es decir,
estimaciones que hagan maxima, la probabilidad de obtener Y
proporcionados por los datos de la muestra. Estas estimaciones no son de
calculo directo, como ocurre en el caso de los coeficientes en la Regresion
Lineal Simple o Multiple que efectuaramos en los capitulos 1y 2 de este
trabajo. Para el calculo de estimaciones maximo-verosimiles en Regresion
Logistica, ya que no se obtienen expresiones explicitas para los valores de
“los betas” incluidos en el modelo y por tanto debe recurrirse a métodos
iterativos, como lo hemos enunciado, usaremos el método de Newton—
Raphson (Capitulo 3).

Utilizar Métodos Numeéricos por ser procesos iterativos puede llevarnos a
calculos tediosos, hace necesario que se recurra al uso de rutinas de
programacion de computadoras. De estos métodos surgen no sélo las
estimaciones de los coeficientes de regresién, sino también de sus errores
estandar y de las covarianzas entre las variables de explicacion del modelo.
Para aplicar el método de Maxima Verosimilitud en Regresion Logistica se
trabaja con que cada observacion Y; de la muestra sigue la distribucion de
Bernoulli, suponiendo independencia de las n observaciones, donde la
densidad de probabilidades conjuntas, dado B, de y;, ¥,, . . ., ¥, estd dada

por:

n

POyl = | [0 - w1 (4.08)

i=1
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Entonces la funcion de verosimilitud estia dada por:

n n
L(BIYYeyn) = ) ylnm + ) (1=y)In(1-m) (409)
i=1 i=1

Las condiciones son las siguientes:
La variable Y, que es la variable dependiente, al ser n veces observada,

condicionado a valores de X, genera una matriz de n filas y 1 columna:

V1

/ V2

Y = :

\yn—l

Yn
Ademas, un conjunto de p variables, que podemos expresar como una matriz
de n filas y p columnas. Sin embargo, dado que el modelo contiene una
constante, ésta se expresa como una columna adicional en la que todos sus

elementos son 1. Por tanto la matriz X queda como una matriz con n filas y

(p+1) columnas, de la forma:

1 x4 X1,p

1 x4 X2,p
X =

1 xn—l,l xn—l_p

1 xn1 Xn,p
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Y por udltimo un conjunto de coeficientes de regresion B, uno para cada
variable de explicacion, incluida la variable creada para la constante S,, con

1 columnay (p+1) filas.

B
p=| "

By

Si derivamos (4.09) para cada uno de los parametros betas:

InL(Bly1, Y2, 0m)

o8, T
InL Vo, oy Yn
n (Blagﬁzyz y)=xzi(XTﬂ—")
L@y dn)  yrp o
— 2pi

9By
Como se aprecia en cada una de las derivadas parciales de cada parametro
en B, se observa que cada f; se encuentra implicito en la ecuacidn
correspondiente por lo que se concluye que no se obtiene una respuesta
directa, recurriéndose, como ya lo anunciaramos, a métodos numéricos que
calculan el valor de las raices en ecuaciones implicitas. En el Capitulo 3 se
menciono el método de Newton Raphson, el cual da solucién numérica al

problema.
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Para poder aplicar el método de Newton Raphson falta calcular la matriz
Hessiana, la cual se obtiene de derivar el vector de las derivadas parciales

de B, que matricialmente se escribe:

U = %ﬂf(v— ) (4.10)

Y al derivar por segunda vez la funciébn de verosimilitud se encuentra la

matriz Hessiana H(B), que se denota y define como:

’LL(B)

— _vyT . N
aﬁaﬁ'ﬂ_ XT-w-Xx (4.11)

o= |

Siendo W una matriz diagonal, que queda de la forma siguiente:

i (1—my) 0 0
0 7T2(1_7T2) 0

S
I

(4.12)

0 0 o, (1 —my)
Donde,

1
1+e I Bj Xij

M = , i=1,2,..n (4.13)
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Luego de obtener las derivadas de la funcién de verosimilitud de la ecuacién
de regresion, se llega a concluir que para las iteraciones se presenta lo

siguiente:

Bt :Et—1+(XT'Wt—1 X)h- X" (Y —m) (4.14)
Desde este punto, empiezan los célculos iterativos, que dada su
complejidad, es necesario un programa computacional, por lo que se ha
desarrollado el software estadistico ERLA para que ingrese los datos y se
obtengan los resultados correspondientes de una manera facil y rapida.
Se puede ilustrar este método dando un ejemplo, se toma el caso de la
creacion de un nuevo insecticida para combatir escarabajos en las
manzanas, el estudio consistié en la cantidad X de insecticida en miligramos
disueltos en un litro de agua y la cantidad de escarabajos, cada solucién

logra matar; como se muestra en la Tabla 4.01:

Tabla 4.01: Ejemplo-Insecticida-Distribucién Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”
Dosis NUmero de NUmero de Probabilidades
insectos muertos
1.6907 59 6 0.10
1.7242 60 13 0.21
1.7552 62 18 0.29
1.7842 56 28 0.5
1.8113 63 52 0.82
1.8369 59 53 0.89
1.8610 62 61 0.98
1.8839 60 60 1
Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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Tomamos como variable X la dosis de insecticida, y la variable Y los éxitos y
fracasos para cada dosis, esto es, Ingresamos 59 observaciones con
x=1.6907, donde 6 serdn Y=1 y 53 seran Y=0, y asi con las siguientes
observaciones; de esta manera podemos ingresar los datos al programa,
generando el siguiente modelo
Y=8,+BX

Al ingresar los datos en el programa ERLA, se muestra el resultado final mas
no el calculo del método numérico de Newton-Raphson hace en las
diferentes iteraciones, de tal manera que se ilustra la forma como converge
las estimaciones del valor deseable de acuerdo al método numeérico, como

podemos observar en la Tabla 4.02:

Tabla 4.02: lteraciones con el Método de Newton — Raphson, ejemplo insecticida
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

Iteraciones Bo By I(B)
0 0.000 0.000 -333.4038
1 -37.8564 | 21.3374 | -200.0098
2 -53.8532 | 33.8442 -187.27
3 -59.9652 | 34.2648 -186.24
4 -60.7078 | 34.2703 -186.23
5 -60.7175 | 34.2703 -186.23
6 -60.7175 | 34.2703 -186.23
7 -60.7175 | 34.2703 -186.23
8 -60.7175 | 34.2703 -186.23
9 -60.7175 | 34.2703 -186.23
10 -60.7175 | 34.2703 -186.23

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Se puede observar que los valores de B,y pB; se estabilizan en la quinta
iteracion, luego de ésta, los valores no cambian con una precisién de 4
decimales, por lo que podemos tomar los valores de los estimadores de beta
como B, = —60.7175 y B, = 34.2703
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Si graficamos la funcion de la distribucion que tienen la probabilidad del
insecticida de matar a los escarabajos en funcién de los miligramos del
compuesto, con los estimadores de betas calculados, obtenemos el Grafico

4.02:

Grafico 4.02: Modelo de Regresion Logistica — Estimaciones de B,y By
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

1
1 + e—(—60.7175+322703)

o8} / :
06p !
04F

02p _ |

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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4.2.2 Evaluacion de los Modelos de la Regresidn Logistica

El siguiente paso serd comprobar la significacion estadistica de cada uno de
los coeficientes de regresion en el modelo. Para ello podemos emplear dos

métodos, el del Estadistico de Wald y el del Estadistico G de Verosimilitud:

1. El estadistico de Wald. Se utiliza el denominado estadistico W de Wald

gue se define como:

Que tiene aproximadamente una distribucion y? con (p — 1) grados de

libertad.

Para el caso multivariado, W se lo expresa como la expresién matricial:

— _1 — o~
w=pgE® B=pgxvp (4.15)
Se hace el siguiente contraste de hipétesis:

Hy:p;=0, j=12,.p
Vs.
Hy:p;#0, j=12,.p
Como regla general rechazamos H, a favor de H; si el nivel de

significancia de la muestra (valor p) es menor que 0.05, definiendo la

Regién Critica como: con (1 —@)100% de confianza se rechaza H, a

favor de Hy sSiW > x*,__(p — 1).
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2. El estadistico G de larazén de verosimilitud.

Otra opcion para verificar estadisticamente el valor de los pardmetros
B1, B2, ... €s utlizar el denominado estadistico G de la Razén de

Verosimilitud, cuya definicion se bosqueja a continuacion:

Se trata de comparar el modelo que resulta de eliminar de forma aislada
cada una de las covariables frente al modelo completo. En este caso cada
estadistico G sigue una distribucion y%con 1 grado de libertad (no se
supone normalidad). La ausencia de significacion implica que el modelo
sin la covariable eliminada no desmejora respecto al modelo completo (es
decir, da igual su presencia o su ausencia), por lo que segun la estrategia
de obtencidon del modelo méas reducido (principio de parsimonia), dicha
covariable debe ser eliminada del modelo ya que no es significativa en el
mismo. Esta prueba no supone distribucién alguna, por lo que es la mas

recomendada.

Es méas una método de “prueba y error’, que compara diferentes modelos
donde se sustituyen las variables que se emplean, por lo que en si nho

tiene un contraste de hipétesis.
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4.3 Regresion Poisson

La Regresion Poisson es una técnica estadistica en lo que se utiliza un
modelo no lineal que pertenece a la categoria del andlisis de datos de
recuento. En estos casos, la variable dependiente toma mas de dos valores

discretos digase: 0,1,2,3..., no negativos.

A igual que el capitulo anterior partimos de una “Funcién de Enlace” para la

Regresion Poisson.
p = ePotBixat+Bp_1xp—s (4.16)

Siguiendo a Greence (1999), se tiene que y; es la realizacion de una variable

aleatoria Y;, que sigue una distribucion de Poisson, con pardmetros 4;, que

. , . o . —Aipvi
esta relacionada con las variables explicativas X. Asi, Prob(Y; = y;) = S e

yi!
donde y;= 0,1,2..., al tiempo quel; = exp(BTx;), y por lo tanto, In 2,= BT x;
Una caracteristica de este tipo de distribucion es:
E(;lx;) = Var(y;1x;) = 4

Y sus efectos marginales, al igual que pasaba en el modelo de regresién
logistica depende de los valores de las variables explicativas, ya que:

OE (y; |x;)

ox " LB (4.17)
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4.3.1 Los Modelos de Regresion de Poisson

Siendo y Poisson, la variable dependiente a explicar es, por tanto, una

variable discreta ordinal.

Ejemplos:
El nimero de llamadas que recibe una central telefénica en una hora.
El nimero de accidentes que sufre un conductor durante un afio.

El nimero de veces que un cliente compra una misma marca en un afo.

4.3.2 Interpretacion de los Parametros

Elincremento esperado en el parametro 4; cuando X; cambia una unidad es:

OE[y; |X;]

ox,

= eXifB = 1.p; (4.18)

Cuando se dispongan de estimaciones de los parametros este valor se

puede calcular para cualquier vector de datos X.

En la practica es habitual realizar Gnicamente interpretaciones del signo de
los parametros estimados, que indica la direccién en que se mueve el valor

de 4 cuando aumenta la variable explicativa correspondiente X;.
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4.3.3 Estimacion De los parametros

El método, ya varias veces utilizado en este trabajo, es el de Maxima
Verosimilitud. La funcién de verosimilitud de obtiene a partir de:

n n ﬁ_yi »
L:];[P[Yixzxi]zl;[ﬁﬂ* (4.19)

Donde tomando logaritmos:

n
InL = Z [yiInA; —Iny;! — 4] (4.20)

i=1

Sustituyendo In A; por el modelo logaritmico-lineal tenemos:

InL = Zn:[yi (ﬂ1 + 5o Xy +---+ﬁkxki)_|n Yi!_ﬂf.] (4.21)

Al igual que en Regresion Logistica, al derivar, se obtiene un sistema de
ecuaciones implicitas, el cual no tienen solucién explicita, por ello se utiliza el
método numérico de Newton Raphson, como ya se explicé anteriormente, se

muestra el calculo directamente.

Como el vector de las primeras derivadas de g(B") =0 en el optimo B".

Dejando en términos de B* nos lleva a:

1
B = B~ [G(B)] — 52(8) (422)

Para estos se aplicara el método Newton-Raphson para varias variables
como se vio en la seccién 3.4, utilizando la ecuacién 3.21. Para poder aplicar

el método falta de calcular la Matriz Hessiana, la cual como se indicara
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posteriormente, se obtiene de derivar el vector de las derivadas parciales de

B, que matricialmente se escribe:

OLL(B)
ap

up = [ =X"-(Y-mn) (3.23)

Y al derivar por segunda vez la funcién de verosimilitud se encuentra la

matriz Hessiana, que se escribe:

d?LL(B)

H(B)=[aﬁaﬁ, =-X"-w-Xx
Siendo:
my O 0
w=|9 ™ 0
0 0 T,
m o= eDF1PXi =12 .n (4.24)

Luego de obtener las derivadas de la funcién de verosimilitud de la ecuacién

de regresion, se concluye que para la i-esima iteracién que:

Et=ﬁt—1+(XT 'Wt—l'X)_l'XT (Y —m) (4.25)

Con esto construye la Regresiéon de Poisson con el software estadistico
ERLA para que ingrese los datos y se obtengan los resultados

correspondientes.
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4.3.4 Evaluacion de los modelos de Poisson

Para la evaluacion del modelo de regresion de Poisson se realiza la prueba
de estadistico de Wald la cual consiste en la estimacién de los parametros
del 6 se compara con el valor propuesto 8,, con la diferencia entre los dos
estara aproximadamente normal. El cuadrado de la diferencia se compara

tipicamente a distribucién ji-ajustada.

1. El estadistico de Wald. Se utiliza el denominado estadistico W de

Wald que se define como:

Que tiene aproximadamente una distribucion y? con p — 1 grados de libertad.

Para el caso multivariado W se lo expresa como la expresion matricial:

w =B B = prxvxg (4.26)

Para los fines pertinentes, se propone el siguiente contraste de hipétesis:

Hy: p; =0, j=12,..p
Vs.

Hi:B#0, j=12,..p


http://www.worldlingo.com/ma/enwiki/es/Normal_distribution
http://www.worldlingo.com/ma/enwiki/es/Chi-square_distribution
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Con (1 — a)100% de confianza se rechaza H, a favor de H, si:

w > )(Za(p—l), 0 en situaciones post experimentales, si el nivel de

significancia del la muestra (valor p) es menor a 0.01

2. El estadistico G de larazdn de verosimilitud.

Otra opcion para verificar estadisticamente el valor de los parametros
B1, B, ... es utlizar el denominado estadistco G de la Razdén de
Verosimilitud, que se lo define de la siguiente manera:

Como se indic6 en lineas previas, trata de comparar cada modelo que surge
de eliminar de forma aislada cada una de las covariables frente al modelo
completo. En este caso cada estadistico G sigue una distribucion y%con 1
grado de libertad (no se supone normalidad). La ausencia de significacion
implica que el modelo sin la covariable no empeora respecto al modelo
completo (es decir, da igual su presencia o su ausencia), por lo que segun la
estrategia de obtencion del modelo mas reducido (principio de parsimonia),
dicha covariable debe ser eliminada del modelo ya que no es significativa en
el mismo. Esta prueba no supone ninguna distribucion alguna, por lo que es

la mas recomendada.

4.3.5 Regresion Poisson con ERLA

llustramos los redultados del software disefiado, con un ejemplo basado en
datos ecuatorianos, relacionados con el éxito de apareamiento de caballos

de acuerdo a su edad, los datos corresponden a la hacienda Glorieta,
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ubicada en el Km. 58 via a Guayaquil - Salinas. Veremos cOmo se ejecuta

dentro de ERLA con Regresion Poisson, basandonos en la teoria descrita.

Con los datos proporcionados en la Tabla 4.03

Tabla 4.03: Ejemplo Reproduccion-caballos-Regresion Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”
Caballo | Edad | Numero Caballo | Edad | Numero
de éxitos de éxitos
1 3 0 20 10 1
2 4 1 21 10 2
3 4 1 22 10 3
4 4 1 23 12 5
5 4 3 24 12 6
6 5 0 25 13 1
7 5 0 26 13 1
8 5 0 27 13 6
9 5 2 28 14 2
10 5 2 29 15 1
11 5 2 30 17 3
12 6 1 31 18 4
13 8 2 32 19 0
14 9 4 33 19 2
15 9 3 34 19 3
16 9 3 35 19 4
17 9 3 36 19 9
18 9 2 37 20 3
19 10 1 38 21 5
Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Para el ingreso de los datos puede revisarse el manual de usuario, donde se

describe paso a paso el uso del software estadistico.
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llustracién4.01: Exito de apareamiento de los caballos ERLA-Regresion Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

a = e

Archivo Ver Colcular  Ansisisdedatos Graficos  Ventanas  Ayuda
Editar -@mmmmﬂm ‘3‘3‘:“’;: - (), zeom | abic ﬂsmm = Impeimi
oD@ [ = rerones [SEr=]
A Repote generado s 21/082011 182520

Regresion Poisson

Tabla de Infevencia respacto a los parimetros betas

Tobla de Inferencia respecto 3 os parimetros betes

Tabla de Intervalos.
constnel 26l o4

x 0.04) 0.1

Ejecucion de Regresion de poisson finalizada.

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

La ilustracion 4.01, observamos la ventana de ERLA donde al ejecutar el
ejemplo antes mencionado nos devuelve los estimadores de los betas y los

intervalos de confianza.

Bajo el modelo de Y = B, + 5, X, ya que solo tenemos una variable de
explicacion y una variable a ser explicada, claro esta, que podriamos agregar
una segunda variable de explicacion y hacer un modelo Y = S, + 1 X; + 52X,

pero bajo las condiciones actuales tenemos:

ﬁo = _1.58, Bl =0.07

En la Tabla 4.04 aparecen las cotas superiores e inferiores para los

intervalos para 8, y 1, con 95% de confianza:



Tabla 4.04: Intervalos de confianza de los Betas (con 95% de confianza)
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion
Poisson”
betas Limite Inferior | Limite Superior

.30 -2.68 -0.48
'31 0.04 0.1

En la ilustracion 4.02 se puede apreciar el grafico que también se genera
después de mostrar los valores de los estimadores de beta.

llustracién4.02: Grafico del éxito de apareamiento de los elefantes-Regresion

Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion
Poisson”
u Figure 1: Regresion Poisson 8 - - e[Sl e

File
Dade (AU 9E | 0EH

Regresion Poisson

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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CAPITULO V

5. PROGRAMACION Y VALIDACION

5.1Introduccién

En este Capitulo presentamos los algoritmos creados especificamente para
los médulos de Regresién Logistica y Poisson, con sustento teérico en los
Capitulo IV y V ademéas se realizara la validacion de los Modelos ya
mencionados, estableciendo los valores de los parametros betas y

afadiendo una variable que seraN~(0, ¢2).

5.2Regresion Logistica

5.2.1 Validacién del Modelo de Regresién Logistica

De acuerdo al modelo de Regresion Logistica la funcién de “enlace” es:

1 ;
n(x;) = —u%donde:
1+e™t

.X'Z"B = :30 + ﬁlxil + -t ﬁpxip—l

1

1+ o Gothim) (5.01)

m(x;) =
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Se establece los valores para el modelo inicial con:

'80 = 60, ﬁl = 4‘0,

1

Con lo que obtenemosY = RPN

La grafica presentada a este modelo deterministico es:

Gréfico 5.01: Modelo deterministico de Regresion Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

- - . * v v - -

08} / .
06

04

A A A A 'Y A A A

13 135 14 145 15 1.55 16 165
Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Tomando para los valores de x desde x=1,4 hasta x=1,6,
Los Errores que se agregaron al modelo deterministico para darle
variabilidad fueron de diferentes tipos para simular lo que se encuentra en la

realidad:

e~N(0,0.01) e~N(0,0.005) e~N(0,0.015)
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Para cada muestra que se hizo, se tomaron 11 valores del error y agregarle a
cada una de las agrupaciones de datos con las que estamos trabajando para
este ejemplo, cada agrupacion consta de 100 observaciones (esto es, que
para cada agrupacién hay p datos que son uno, y 100-p datos que son cero),
ya que recordemos que estamos calculando probabilidad y tenemos que

ponerlos en datos numeéricos.

Haciendo uso de las agrupaciones, una primera réplica que se realizé con

&~N(0,0.01), resulto:

Tabla 5: Primera réplica de la Validacién del Modelo con e~N(0,0.01),
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

X Y Error~ N(0, 6?) Y + e~N(0,0%) Y toma Y toma
(Agrupacion) | _ 1 (Probabilidad:p) valor de valores de
T (1 + e(60-100)) 1 0
=px*n =p—1)*n
1,40 0,0180 -0,0096 0,0084 1 99
1,42 0,0392 -0,0078 0,0314 3 97
1,44 0,0832 -0,0106 0,0726 7 93
1,46 0,1680 0,0050 0,1730 17 83
1,48 0,3100 -0,0039 0,3062 31 69
15 0,5000 0,0276 0,5276 53 47
1,52 0,6900 -0,0280 0,6619 66 34
154 0,8320 -0,0008 0,8313 83 17
1,56 0,9168 0,0084 0,9253 93 7
1,58 0,9608 -0,0170 0,9439 94
1,60 0,9820 -0,0054 0,9766 98

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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Ingresando los datos de la primera réplica al programa de la regresion

logistica nos da los siguientes betas estimados:

by = —60.67

by = 39.94

La forma en como el programa calcula los betas es de forma iterativa, esto
es, calcula un beta y luego segun este calcula uno mejor, y asi hasta que la
diferencia este dentro de los parametros aceptados, como va evolucionando

el valor de los betas desde su valor inicial cero, se lo puede observar en el

Gréfico 5.02.
Gréfico 5.02: Comportamiento de los Betas Estimados
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”
60
10 !/r’* &8 &8
20
0 1 T T T T T T T T T 1 : bn
1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
-20 . bl
»
-40
.
-60 *—y + + + + +
-80
Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Asi los betas estimados de las 10 diferentes iteraciones las podemos

observar en la Tabla 6.
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Tabla 5.01: Betas estimados-Regresion Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

Iteraciones b, b,
1 0 0
2 -34,67 23,11
3 -51,08 34,04
4 -58,62 39,07
5 -59,90 39,92
6 -59,93 39,94
7 -59,93 39,94
8 -59,93 39,94
9 -59,93 39,94
10 -59,93 39,94

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Se puede apreciar, a partir de la 6" iteracion, los valores de los betas se han
estabilizado en un valor concreto, que no cambia con las siguientes

iteraciones.

A pesar de utilizar diferentes errores (e~N(0,0.01),
£~N(0,0.005),e~N(0,0.015) ) podemos ver que nuestro programa nos han

generado modelos con betas que convergen a los valores de B,y B;

determinados en un inicio
_ ﬁo] _[—60
B= [[31 - +40]

5.2.2 PROGRAMACION DEL MODELO DE REGRESION LOGISTICA

Se ha realizado una funcion en Matlab Reglogcontr.m, la cual toma las

variables a ser explicada y la(s) variable(s) de explicacion, el cual recibe
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valores de “y” vy donde “y” representa el vector de la variable a ser
explicada y “X’ es la matriz que contiene a la variables de explicacion del
modelo que permita el calculo de los valores estimados de los betas y

ademas los intervalos de confianza.

Cuadro 1: Programacion para los estimadores de los Betas-Regresion Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresién Logistica y Regresion Poisson”

function R1 = reglogcontr (y,x,b0)
[n,pppl=size (x);

beta=b0;

dife=1;

pp=zeros (1l,n);
w=zeros (n) ;
=[ones(n,1),x];
whiledife>0.0001
bini=beta;

for i=1l:n
suma=x (i, :) *beta;
pp (i) =1/ (1l+exp (-suma)) ;
end
p=pp'

for i=1:n
w(i,i)=p(i)*(1-p(i));

end
beta=bini+ (inv(x'*w*x) ) *x'* (y-p) ;
dife=sum(abs (beta-bini));
end

Sb=inv (x'*w*x) ;
Rl=zeros (ppp, 4) ;

for i=1:ppp+l
R1(i,1)=beta(i)

R1(i,2)=sqgrt(Sb(i,i))

R1(i,3)=R1(i,1)/R1(1i,2):;

Rl(l 4)=abs (R1(i,3));
1(i,4)=tcdf (R1(i,4),n-ppp) ;

Rl(l 4)=(1-R1(1i,4))*2;

end

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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Al ejecutar esta programacion desde ERLA, los valores que se muestran son
el Estimador de los Betas, el Error estimado del estimador, el estadistico de
Prueba T de Student y el “valor P” en el siguiente formato, utilizaremos el

ejemplo anterior, el de la Tabla 5, los resultados estdn en la Tabla 7.

Tabla 5.02: Tabla de Estimadores-Regresion Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

beta Estimador E.E. Estimador T P
Bo -59.93 5.1807 -11.7179 0.00
B4 39.94 2.9121 11.7681 0.00

Todo esto se base en un modelo de:

1
Y= (1 + e BoB10)
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La funcion en Matlab Reglogbeta.m, es la programacion para determinar los
intervalos de confianza de los betas, la programacion la podemos hallar en el

Cuadro 2:

Cuadro 2: Programacion para los Intervalos de confianza para bg y b;-Regresion
Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

function B = reglogbeta(y,x,b0)
[n,pppl=size (x);
beta=b0;
dife=1;
pp=zeros (l,n);
w=zeros (n) ;
x=[ones(n,1l),x];
whiledife>0.0001
bini=beta;
for i=1l:n
suma=x (i, :) *beta;
pp (i)=1/ (1+exp (-suma) ) ;
end
p=pp';
for i=1l:n
w(i,i)=p(i)*(1-p(i));
end
beta=bini+ (inv(x'*w*x) ) *x'* (y-p) ;
dife=sum(abs (beta-bini));
end
Sb=inv (x'*w*x) ;
B=zeros (ppp,2) ;
for be=1l:ppptl
vbeta=sqrt (Sb (be,be)) ;
%conf=input ('ingrese el valor de
alpha: '");
conf=0.975;
tt=TINV (conf, n-ppp)
%el calculo de la T con la confianza y
el n-p
B (be, 1) =beta (be)-vbeta*tt;
B (be, 2)=beta (be) +vbeta*tt;
end
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Siguiendo con el mismo ejercicio, al ingresar en el software ERLA, se
muestra la Tabla 8 con los valores de los intervalos de confianza para los

Betas.

Tabla 5.03: Intervalos de los Betas-Regresién Logistica
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion
Poisson”
Beta Limite Inferior | Limite Superior
.80 -70.8971 -50.5378
ﬁl 28.5482 39.9924

5.3 Regresidén Poisson

5.3.1 Validacién del Modelo de Regresion Poisson

De acuerdo al modelo de regresién Poisson de probabilidades n(x;) = e i)

donde:
X'B = Bo+ Byxis + -+ + BpXip-1
n(x;) = e (Bo+B1x)
Se establece los valores para el modelo inicial con

ﬁo = _0.2,

B, = 0.06; Entonces Y = g(70:2+0.06xx)
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Grafico 5.03: Modelo deterministico, Regresion Poisson

“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”
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Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

Tomando valores de X desde 7 hasta 25,

El error incluido € a la muestra para simular aleatoriedad tiene distribucion:

e~N(0,1)

A continuacién la Tabla 9 representa como se obtuvo los datos a ingresar en el

software ERLA:



Tabla 5.04: Muestra-Modelo deterministico-Regresion Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”
X Y = e(-15+006<x) | Frror~N(0,1) | Y+ &e~N(0,1) | Valor entero
7 1,24607673 1,059 2,30507673 2
8 1,32312981 -0,7575 0,56562981 0
9 1,40494759 -0,15595 1,24899759 1
10 1,4918247 0,93402 2,4258447 2
11 1,58407398 -0,99819 0,58588398 0
12 1,68202765 1,57244 3,25446765 3
13 1,78603843 -1,06016 0,72587843 0
14 1,89648088 -0,88481 1,01167088 1
15 2,01375271 -1,02125 0,99250271 0
16 2,13827622 -1,13474 1,00353622 1
17 2,27049984 0,58773 2,85822984 2
18 2,41089971 -0,66836 1,74253971 1
19 2,55998142 -0,28647 2,27351142 2
20 2,71828183 0,56757 3,28585183 3
21 2,88637099 -1,36348 1,52289099 1
22 3,0648542 0,34913 3,4139842 3
23 3,2543742 0,40724 3,6616142 3
24 3,45561346 -0,09489 3,36072346 3
25 3,66929667 -0,08449 3,58480667 3
Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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La ultima columna es el valor entero de la suma entre el valor calculado y el error,

ya que recordemos que la variable Y se caracteriza por estar conformada por

ndmeros enteros.

Al ingresar estos datos en el programa obtenemos los siguientes estimadores de

betas:b, = —0.7614 y b, = 0.0732
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Los betas estimados de las 10 réplicas las podemos observar en la Tabla

12

Tabla 5.05: Réplicas Betas Estimados-Modelo deterministico, Regresion Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

Iteracion b, b,

1 0 0
2 -1.2211 0.1158
3 -0.8783 0.0831
4 -0.7670 0.0737
5 -0.7614 0.0732
6 -0.7614 0.0732
7 -0.7614 0.0732
8 -0.7614 0.0732
9 -0.7614 0.0732
10 -0.7614 0.0732

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

A partir de la 6% iteracién las estimaciones tienden a los betas inicialmente

supuestos en el planteamiento del modelo, podemos apreciar su convergencia en el

Grafico 5.04



Grafico 5.04: Comportamiento estimado de los betas-Validacion Regresion Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresion Poisson”

—— b0

—&—bl
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-1.4

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.
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A pesar de utilizar diferentes errores que le agregamos a la muestra podemos ver

gue el programa genera estimadores de los parametros (betas) que convergen a los

valores inicialmente propuestos, esto es:

#=[s

|

|

—0.2
+0.06
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5.3.2 Programacion del Modelo de Regresion Poisson

De igual manera como la programacion de Regresioén logistica, se desarrollé

la funcién Regpoicontr, Cuadro 3, para estimar los parametros betas,

Cuadro 3: Programacion para los estimadores de los Betas-Regresion Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

function Rl=regpoicontr (y,x,b0)
[n,pppl=size (x);

beta=b0;

dife=1;

pp=zeros (1l,n);

w=zeros (n) ;
=[ones(n,1),x];

whiledife>0.0001

bini=beta;

for i=l:n

suma=x (i, :) *beta;

pp (1) eXP(suma),
end

for i=
wi(i,1)
end
beta=bini+ (inv (X'*w*x))*x'* (y-p);
dife=sum (abs (beta-bini));

end

Sb=inv (X'*w*x) ;

Rl=zeros (ppp,4) ;

for i=l:ppp+l

R1(i,1)=beta(i);

p=pp'
l:n
=p (1

)i

R1(i,2)= sqrt(Sb(l i));
R1(i,3)=R1(i,1)/R1(i,2);
R1(1i,4) abs(Rl(1,3)),
R1(i,4)=tcdf(R1(i,4),n-ppp);
R1(i,4)=(1-R1(i,4))*2;

end

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.

La programacién se ejecuta bajo el modelo:

y = e Bo=B10)
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Al ejecutar la programacion en el ejemplo deterministico visto recientemente,
se presenta la tabla de estimadores de los parametros betas, con el Modelo
de Regresion Poisson, junto al error estandar de cada beta, el valor T de
student y el valor p, para poder comprobar si el beta es significativo o no.

(Tabla 11).

Tabla 5.06: Tabla de Estimadores- Regresion Poisson
“Software Estadistico para Regresién. El caso de Regresién Logistica y Regresion Poisson”

betas Estimador E.E. Estimador T P
Bo -0.7614 0.6486 -1.1739 0.2557
B 0.0732 0.0344 2.1303 0.0472

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.




Para encontrar los intervalos de confianza de cada parametro beta se

desarroll6 la funciéon Regpoibeta, visto en el Cuadro 4
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Cuadro 4: Programacion para los Intervalos de confianza-Regresién Poisson
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresién Logistica y Regresion Poisson”

function B=regpoibeta (y, x,0b0)
[n,pppl=size (x);
beta=b0;
dife=1;
pp=zeros (l,n);
w=zeros (n) ;
x=[ones (n,1),x];
whiledife>0.0001
bini=beta;
for i=l:n
suma=x (i, :) *beta;
pp (1) =exp (suma) ;
end

p=pp';
for i=1l:n
w(i,1)=p(i);
end
beta=bini+ (inv (X'*w*x))*x'* (y-p);
dife=sum(abs (beta-bini));
end
Sb=inv (x'*w*x) ;
B=zeros (ppp, 2) ;
for be=1l:ppp+l
vbeta=sqrt (Sb (be, be) ) ;
sconf=input ('ingrese el valor de
alpha: "),
conf=0.975;
tt=tinv (conf, n-ppp) ;
%el calculo de la T con la
confianza y el n-p
B (be, 1) =beta (be) -vbeta*tt;
B (be, 2)=beta (be) +vbeta*tt;
end

Autoria: Fuentes A., Pinos R., Rivera N.




Al ejecutar la funcion Regpoibeta con ERLA con los mismos datos que se

utilizé anteriormente, obtenemos los intervalos de confianza que podemos

ver en la Tabla 12, igual que antes, estos son calculados con un 95% de

confianza.
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Tabla 5.07: Intervalos de los Betas -Regresion Poisson-ERLA
“Software Estadistico para Regresion. El caso de Regresion Logistica y Regresiéon Poisson”

betas Limite Inferior | Limite Superior
Bo - 2.1240 0.6012
B 0.0010 0.1455

Autoria: Fuentes A.. Pinos R.. Rivera N.




IXxxiv

Conclusiones y Recomendaciones

El desarrollo del presente Proyecto de Materia de graduacion ha permitido obtener

las siguientes conclusiones y recomendaciones:

Conclusiones

e Se ha obtenido un software libre estadistico, aplicado al pre-grado de la
carrera de Estadistica informatica sobre programacion y estadistica, que

ayudara a que los usuarios hacer mas factible obtener resultados.

¢ Se haintegrado, métodos, funciones y herramientas de ingenieria de

software en el desarrollo del software estadistico.

e El sistema informatico desarrollado ERLA permite tener un manejo y analisis

de datos para tomar decisiones

e El sistema informatico desarrollado ERLA permite desarrollar estadistica

descriptiva, inferencial y mutivariada clara y concisa.

e Se haintegrado arménicamente la tecno ciencia, en este caso la ingenieria

de software y la informéatica, una combinacién entre tecnologia y educacioén.



IXxxv

Recomendaciones

Se recomienda dar actualizaciones en el software para el andlisis de

datos para tomas de decisiones.

Recomiendo que el presente software sirva de base para la realizacion
de otros software que permiten realizar mas técnicas estadisticas

multivariadas.

Se recomienda el trabajo disciplinario para la consecucion de este tipo

de proyectos, para que el software de igual forma disciplinario.

El uso de Matlab y Visual Studio 2011 es una buena opcion para la
realizacion de software libre por su versatilidad y entorno amigable

que presenta.
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