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INTRODUCCION

El método de regresion lineal es un método que permite ajustar una recta, la
“mejor” recta, a una coleccién de puntos. El término “mejor” se refiere a que se minimiza
la suma total de los errores o suma de los errores individuales. EIl método de regresién
mas comunmente utilizado es el llamado de los “minimos cuadrados” (Gillard, 2006), el
cual consiste en medir la distancia existente entre el punto que corresponde a la
observacion y el punto sobre la recta (o subespacio) hipotético, aquella recta (o

subespacio) que produzca la minima suma es la elegida.

El concepto de regresidn lineal, incluyendo el método de minimos cuadrados tiene
ya una larga historia. Los avances en los aspectos matematicos, estadisticos y cientificos
durante el siglo 18 permitieron el desarrollo de lo que hoy conocemos como regresién

lineal y el método de minimos cuadrados en los albores del siglo 19.

Los principales problemas cientificos del siglo 18 estaban muy relacionados con el
método de minimos cuadrados: el modelar matematicamente el movimiento de la Luna,
los movimientos aparentemente no periddicos de Jupiter y Saturno, y los esfuerzos por
determinar la forma de la Tierra (Gillard, 2006). Todos estos problemas contemplaban la
existencia de observaciones astrondmicas, los cuales presentaban retos intelectuales para

los mas reconocidos y hdbiles matematicos contemporaneos.

Los trabajos de Euler y Mayer (Markovsky & Van Huffel, 2007), este ultimo un
astrénomo que en 1750, a partir de numerosas observaciones de la Luna trataba de
explicar las excentricidades de la orbita lunar. El método de Mayer consistia en utilizar un
sistema de ecuaciones e identidades trigonométricas sobre sus observaciones, Mayer
construia 27 ecuaciones que correspondian a las 27 observaciones que realizaba de la
Luna, y definia tres incégnitas, agrupaba las ecuaciones en tres grupos de 9 ecuaciones,
las sumaba y resolvia el sistema con las tres ecuaciones resultantes. Aunque este método

presenta gran simplicidad, era considerado revolucionario para su época.



El método de Mayer, a diferencia del método de minimos cuadrados, no entregaba
la “mejor” solucidn, pero era de facil aplicacion y se volvié de amplia aplicacién, siendo un

método ad hoc dependia mucho de la experiencia e intuicidon del investigador.

En 1787 Simon Laplace (Gillard, 2006) propuso un método muy similar al de Mayer,
Laplace tomaba 24 ecuaciones y las agrupaba en grupos de 4 ecuaciones y definia 4
incégnitas, aunque Laplace nunca hizo una explicacién razonable de cémo elegir las

ecuaciones en cada grupo.

En 1805 el matemadtico francés Adrien Marie Legendre (Gillard, 2006) publicd el
método de minimos cuadrados en un apéndice de nueve pdginas titulado: “Sur la
méthode des moindres quarré” y en su presentacién, en palabras de Legendre, era el

método mas claro y elegante de los métodos que aportan a la historia de la Estadistica.

Las publicaciones de Legendre atrajeron la atencion de otro gran matematico, Carl
Friedich Gauss, que en una publicacién de 1809 menciona la utilizacion del método de

minimos cuadrados desde 1795, cuando Gauss contaba con tan sélo 18 afos.

Durante un tiempo atras estuvo en discusion si Gauss o Legendre habia sido la
persona que en forma inicial utilizé el método que en la actualidad se denomina de
minimos cuadrados. Inclusive existe una misiva que Gauss envio a Laplace, para que de
forma diplomatica intervenga como mediador entre Gauss y Legendre para resolver el

impase.

Posteriores investigaciones mostrarian (De Groen, 1996) que si en verdad Gauss
habia utilizado el método de minimos cuadrados, no lo habia hecho conocer de manera
publica, ya que sdlo era conocido por amigos del genio matemadtico, mientras que
Legendre fue el primero que publicé el método, y por tanto lo hizo conocer a la
comunidad cientifica, posteriormente en 1823, Gauss presenta el método, su utilizacién y

la demostracién con el rigor matematico del caso.

Posteriormente en 1877 Adcock (Gillard, 2006), utiliza un método de ajuste que se

conoce con el nombre de “regresién ortogonal”, modelo con error en las variables” o



también llamado con “errores en la mediciéon”, pero que en la actualidad también se

conoce con el nombre de método de los “minimos cuadrados totales”.

Los trabajos de Adcock (Gillard, 2006) se refieren al modelo univariado, pero el
método de regresion ortogonal ha sido redescubierto muchas veces, por diferentes
investigadores y de forma independiente, y hace unos 30 afos, Sprent y Gleser (Gleser,

1981) trabajaron la técnica para problemas multivariados.

Mas recientemente, el método de minimos cuadrados totales también ha
despertado el interés fuera de las estadisticas. En el campo del andlisis numérico, este
problema se estudié por primera vez por Golub y Van Loan (Golub & Van Loan, 1980). Su
analisis, asi como su algoritmo, se basa en el procedimiento de descomposicién de valores
singulares. Una visién geométrica de las propiedades de la descomposicion de valores

singulares se presentd por Staar (Golub & Van Loan, 1980) de forma independiente.

Van Huffel y Vandewalle (Van Huffel, 2004) generalizaron el algoritmo de Golub y
Van Loan para todos los casos en que dicho algoritmo fallaba al producir una solucién,
ademas describieron las propiedades de estos problemas a los que llamaron problemas de
minimos cuadrados totales no genéricos, y demostraron que con el uso de restricciones
adicionales al espacio solucién se puede encontrar la soluciéon general. Este método era
semejante al estudiado por Gleser (Gleser, 1981) en la resoluciéon de los problemas de
errores en variables multivariado. El método de resolucién de Gleser se basa en el andlisis
de valores y vectores propios, a diferencia que en el método de minimos cuadrados
totales se utiliza la descomposicién de valores singulares que es un método mds robusto

en el sentido de su implementacidn algoritmica.

En los campos de ingenieria, por ejemplo, en el analisis experimental modal de
estructuras, la técnica de minimos cuadrados totales mas cominmente conocida como la
técnica H, se introdujo hace unos 20 anos por Leuridan (Golub & Van Loan, 1980). En el
campo de los sistemas de identificacidn, Levin fue el primero que estudié el problema. Su

método, llamado método de vector propio o método Koopmans-Levin (De Groen, 1996),



resuelve el problema de minimos cuadrados totales siempre que el problema tenga

solucién Unica.

Método de minimos cuadrados compensados ha sido otro nombre que surge en
esta area, Stoica (Golub & Van Loan, 1980) demostrd que es asintdticamente equivalente
al método de los minimos cuadrados totales. Ademads, en el area de procesamiento de
sefiales, el método de la norma minima, introducido por Kumaresan y Tufts, mostré ser

equivalente al de los minimos cuadrados totales.

En el campo de la quimiometria, el método de los minimos cuadrados totales esta
fuertemente relacionado con el método de las componentes principales presentado por

Wentzell (Gleser, 1981).

En otro campo de la ciencia, la medicina, Deming (Markovsky & Van Huffel, 2007)
disefid un método de regresién que permite comparar dos procedimientos de medicién
de pardmetros, en que se suponen las variables medidas con error (por ejemplo medicién
de un indicador sanguineo), bajo ciertos supuestos también es un problema de minimos

cuadrados totales.

El papel clave del método de los minimos cuadrados en el analisis de regresion
lineal es el mismo que el del método de los minimos cuadrados totales en los modelos de

error en variables (Golub & Van Loan, 1980).

Sin embargo, hay una gran cantidad de confusién en los campos del analisis
numeérico y estadisticas sobre el principio de minimos cuadrados totales y su relacion con
los modelos con error en variables. Las ventajas computacionales de los algoritmos de los
minimos cuadrados totales aln no se conocen en la comunidad estadistica, mientras que
el concepto de modelado con error en variables no penetra lo suficientemente en el
campo de las matemadticas computacionales e ingenieria. Una descripciéon general
dedicada a los minimos cuadrados totales se presentan en los textos de Van Huffel y

Vanderwalle (Van Huffel, 2004).



El objetivo de este trabajo es comparar los dos procedimientos de regresion,
ordinaria y ortogonal o también llamada total, y mostrar, que de existir variables
regresoras no fijas, el método de regresidn ordinaria no es el adecuado para determinar
los valores de la variable de respuesta a partir de las variables regresoras, mas bien, el
método de minimos cuadrados totales o regresién ortogonal es el mds indicado. Por lo

tanto la hipdtesis de este trabajo, que desea probar es:

El mejor desempeno del método de regresién ortogonal o total en comparacion
con el método tradicional de regresion ordinaria cuando el problema de regresién

presenta variables no fijas, generalmente observacionales.

Para ello se ha utilizado como método de verificacién, ademds de la respectiva
derivacién tedrica analitica, la simulacién de Montecarlo para la generacion de los datos
contemplando el hecho que se ha considerado a las variables como no fijas. Se mostrara
ademas el comportamiento de los resultados para el coeficiente de la recta de regresiéon
(B2), y se han obtenido intervalos de confianza para el pardmetro de estudio, tanto para el

método de regresion ordinaria como el método de regresién ortogonal.
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1. METODO DE REGRESION ORTOGONAL (MINIMOS CUADRADOS
TOTALES)

En muchos problemas que se presentan en ciencias e ingenieria se obtiene un
conjunto de datos asociados en parejas, y si se considera que, la relacién entre las
variables que representan los datos, es lineal, suele usualmente ajustarse mediante el
método de los minimos cuadrados, donde se busca estimar los parametros de regresion,

gue en estos casos son los elementos de la recta.

Para este método se considera la desviacidn vertical entre la ordenada del dato y la
estimacion de la ordenada mediante la recta de regresién obtenida (Freund, Miller, &

Miller, 2000), y que se considera es la mas “cercana” o que mejor “ajuste” presenta.

En el método de regresion ortogonal (véase figura 1) se cambia la definicion del
error (distancia desde el punto observado a la recta de regresién), de tal modo que la

distancia se mide de manera perpendicular del punto a la recta estimada.

FIGURA 1
COMPARACION ENTRE MINIMOS CUADRADOS Y MINIMOS CUADRADOS TOTALES

Least squares fit

Total least squares fit
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Fuente: Overview of total least squares methods

Elaboracion: Markovsky & Van Huffel.
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Supongamos que tenemos una recta con un vector paralelo (1,m) y perpendicular
al vector (m,-1), siendo m la pendiente de la recta, ademas suponga que la ecuacién de la

recta estimada es:
y=mx+b

A continuacion se presenta la derivacién de los estimadores de regresion ortogonal

segln (Martin, 1998). Sea:
n : el vector normal a la recta
(x;,y; ): un punto de observacion ( dato)

(x,,¥, ): un punto de la recta por lo que satisface la ecuacioén de la recta

(refiérase figura 2 y 3). Asi se obtiene que:

(d@.7)
17l

d; =l proyza ll=

Se observa ademas que:

.

a=(x;— X0, Yi = Yo)
Entonces, reemplazando estos valores:

(Xi = X0, Yi — ¥o)- (M, —1)

d; =
' vm? +1
y que resulta en:
d = m(xi B xo) - (yi B yo)
' m2+1
2
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FIGURA 2
DISTANCIA EN LA REGRESION ORTOGONAL

(m.—-1)

(1,m)

Fuente: Casella & otros: Statistical Inference

Elaboracién: autor.

FIGURA 3
VECTORES EN LA REGRESION ORTOGONAL

e

e

Fuente: Casella & otros: Statistical Inference

Elaboracidn: autor.
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Como en el método de regresion lineal tradicional tomamos la distancia al
cuadrado diz, para poder determinar la suma de los errores cuadraticos S, o de la linea de

regresion del error total:

o (Ml =) — i - )
L m? + 1

Como se conoce el valor de b:

b

K_H

2
_ (m xi—yi+ o — mxo))
m2+1

_ (mx; —y; + b)?
a m? +1

Asi la suma de los errores se expresa como:
n 2
22 _Z (mx; —yi +b)
. m2+1

1 < ,
=g ), (E D)
i=1

Para minimizar la suma de los errores se deriva en forma parcial respecto a my b.

Para ello se utiliza el procedimiento denominado de la funcion de verosimilitud
maximizada o perfil el cual es un método estadistico muy simple y poderoso que sirve
para estimar por separado un parametro de interés en presencia de parametros de
estorbo (parametros que no son de interés) (Davidson, 2014) y (Montoya, 2008). Aunque
ya se habia usado este método antes en la literatura estadistica por Hood y Koopmans en
el contexto de modelos econométricos denominandola ‘verosimilitud concentrada’ y Box

y Cox utilizaron el método para ayuda en la seleccién del pardmetro de forma de sus

FCNM ESPOL



modelos de transformaciones. Sin embargo, Sprott y Kalbfleisch, por vez primera le dieron
el nombre de maximizada y la presentaron formalmente como un método general para
eliminar parametros de estorbo (pardmetros que no son de interés al momento de
maximizar una funcién objetivo) en Kalbfleisch y Sprott (Di Ciccio & Tibshirani, 1991). Para
este propdsito, la funcién de verosimilitud maximizada o perfil es mucho mds general que

otras verosimilitudes tales como la condicional, la marginal o la integrada.

FIGURA 4
FUNCION DE VEROSIMILITUD PERFIL DEL PARAMETRO O

Verosimilitud perfil de 6
0o,
08, .
o7 .
O‘E" . cermmeeet
05,
04,
03,
02,
o1,

Relativa de (6, p)

0.75

Funcién de verosimilitud perfil de #.

Fuente: Montoya Laos, José: La verosimilitud perfil en la Inferencia Estadistica
Autor: Montoya Laos, José

La funcién de verosimilitud maximizada o perfil del parametro de interés 6,

Lp (), se define (Montoya, 2008), como:
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Lo (6;y) =max; e L (6,4 y) =L[6,1(6,y); ]

Donde 1 (6, y) es el estimador de maxima verosimilitud restringido (emvr) de A
para un valor especificado de 6. El emvr 1 (6, y) es el valor de 1 que tiene mayor
plausibilidad para ese valor fijo de 6 dada la muestra observada y. Es decir, la
verosimilitud perfil de 6, Lp (6;y), se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud
L (8,4;y), sobre A pero fijando 6.

Aplicando este procedimiento al problema planteado, se tiene:

Se fija el valor de m, asi resulta derivando S respecto a b:

n
ab mz ZZ(mxl-—yi+b)
i=1

Igualando a cero:

n
m2+122(mxi—yi+b) =0
i=1

Lo que resulta en:

n n
mei—Zyl-+nb =0
i=1 i=1

Reescribiendo la ecuacién apropiadamente:

FCNM ESPOL



Finalmente:

Verificando que se trata de un minimo, se calcula la segunda derivada y se obtiene:

925 1 iz
b2 m?+ 1« :
i=

Resultado que es claramente positivo, y se concluye que es un minimo.

Para el valor de m, siguiendo el procedimiento descrito:
S(m) = mbin S(m,b) =S(m,b =y — mx)
Remplazando en la ecuacién de S:

1
m2+1

n
Sm) = ———= > (mx; = y; + § — )’
i=1

Reescribiendo la ecuacién, se obtiene:

FCNM ESPOL



1 n
= ——=> (i =D -~ G =)’
i=1

Resolviendo el cuadrado:

1
m2+1

D I = 7 = 2m — DO = ) + 1~ 9]
i=1

Para simplificar la expresion se opta por la notacién:

Con lo que se escribe:

1
S(m) = 1 [m2S,x — 2mSy, + S,y ]

Ahora si derivando S con respecto a m:

FCNM ESPOL



(m? 4+ 1)(2m Syy — 2Syy) — 2m[M?Sy — 2MSyy + Syy |

S (m) = (m? + 1)2

Realizando los respectivos productos, se tiene:

2m3 Syy + 2mSyy — 2m? Syyy — 28y, — 2m3Sy, + 4m? Sy, — 2mS,,
(m? + D)?

§'(m) =

Reduciendo los términos semejantes, resulta en:

2m2Syy — 2m(Syy — Sxx) — 25y

S (m) = (m2 + 1)?

Igualando a cero la derivada y simplificando:
m2S

xy ” m(Syy - Sxx) —Sxy =0

Como se observa la expresidn representa una ecuacidon cuadratica en términos de la

variable m y cuya solucién es:

_ (Syy - Sxx) t \/[_(Syy - Sxx)]2 - 4Sxy(_5xy)

25,

m

FCNM ESPOL



Que finalmente resulta como:

2
Syy = Sxx T \/ (Syy = Sax)” +4S3
25y

m =

Puede observarse que al utilizar la regla general de la ecuacién de segundo grado
se obtienen dos posibles respuestas debido al doble signo, asi que se debe verificar cudl

de ellos corresponde al minimo, para ello utilizando el criterio de la segunda derivada:

(m? + 1)2[4mSyy, — 2(Syy — Sxx)] — 2[M?Sey — m(Syy — Six) — Say](2m)2(m? + 1)
(m? + 1)*

S'(m) =

Realizando las operaciones indicadas y simplificando los términos semejantes resulta que

la segunda derivada de S con respecto a m es:

[4m5xy B Z(Syy B Sxx)]
(m? + 1)?

S'(m) =

Para que se trate de un minimo este resultado debe ser positivo (criterio de la segunda

derivada) para el valor de m encontrado, es decir:

S'(m) >0 (minimo)

Asi entonces, ya que el denominador es siempre positivo, se analiza el numerador:

10
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4mSy, — 2(Syy — Sxx) > 0

Remplazando el valor de m ya calculado:

2
Syy = Syx & \/ (Syy = Sax)” + 4Sxy”
28y

Sey — 2(Syy — Sxx) >0

Lo cual simplificando resulta en:

2(Syy — Sex) £ ZJ(Syy — Sex) + 4842 = 2(Syy — Syx) > 0

Lo que finalmente queda:

+ \/ (Syy = Sux)” + 452, > 0

Lo que resulta tomar el valor con el signo positivo, para ser considerado un
minimo, el otro resultado (con signo negativo) resultaria el valor donde la funcion se

convierte en un maximo.

Una propiedad interesante, que es conveniente presentar comparando la
regresion ordinaria y la regresiéon ortogonal, es referente a la decisién que un investigador
debe tomar cuando se le presenta un conjunto pareado de datos, requiriendo elegir la

variable regresora de la que representara la variable de respuesta.

11
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Esto muestra en el analisis de la regresion ordinaria, que las dos rectas son

diferentes, esto es:

Cuando se toma:

y=mx+b
El valor estimado para la pendiente mes: m = Z‘C—i
Pero si se decide por:

x=m'y+b

, . . . 1
Se esperaria que la pendiente m’ sea el reciproco del valor de m, es decir: m' = —.
m

—~ S
Pero, m' = Sx—y . Con lo cual, se espera que el producto sea de valor uno, pero
vy

esta claro que, el producto de las pendientes no es uno, es decir:

2
A=
SxxSyy

Lo cual corresponde al valor de R? , el coeficiente de determinacion, el cual sélo
seria uno si los puntos coincidieran todos en la misma recta. Al contrario analizando esto

en la regresidon ortogonal se obtiene:

Para:

y=mx+b>b

Se ha encontrado que el valor de la pendiente es:

2
Syy = Sux + \/ (Syy — Sxx)” + 453,

28,

m =

Mientras que para la recta donde se expresa:

12
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x=m'y+b

El valor de la pendiente viene dada por:

2
Sex — Syy + \/ (Sxx — Syy)” + 453,
25

m' =
xy

Asi el producto de las dos pendientes m y m’ tiene como valor uno. Estoes: mm' = 1.

Lo cual indica que no tiene importancia qué variable sea considerada la variable regresora

ya que se obtendra la misma recta de regresion.
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2. ANALISIS DEL METODO DE MIiNIMOS CUADRADOS TOTALES
(TLS) MULTIVARIABLE

Aunque el nombre de minimos cuadrados totales fue dado por Golub, (1980), el
método originalmente fue interpretado como un procedimiento de resolucidn numérica,
pero en el campo de la estadistica es conocido como regresidon ortogonal, método para

error en variables e incluso método para error en la medida de las variables.

Esto ha originado un conflicto dentro de los investigadores ya que el problema de
error en variables es bien conocido en el campo de las estadisticas, mientras los
algoritmos desarrollados por Golub (1980) fueron dirigidos al campo del analisis numérico,

sin analisis de caracter estadistico.

El método de minimos cuadrados totales es una de las varias técnicas de
estimacion mediante el uso de pardmetros lineales en el que se pretenden compensar los

efectos de errores en las variables.

El algoritmo de resolucidon que se presenta en este trabajo estd basado en la
descomposicidn de valores singulares (Singular Value Decomposition) (SVD) (Van Huffel,
2004) en sus siglas inglesas, el cual es el mas aceptado por su eficiencia, versatilidad y
robustez. Desde un punto de vista practico el método de minimos cuadrados totales se
considera una aplicacion orientada o dirigida a casi la mayoria de aplicaciones ingenieriles

o cientificas donde los datos se ven contaminados por ruido.

En este aspecto el método de minimos cuadrados totales como el modelado de
problemas con error en la medicion de las variables juegan un rol similar y las ventajas
computacionales del método de minimos cuadrados totales son muy desconocidos en la

comunidad estadistica, mientras que el concepto de modelo de errores en variables no ha
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penetrado lo suficiente en el campo de las matemadticas computacionales y de la

ingenieria.

En los modelos de regresion lineal multiple (Ax = b) un supuesto en el que se
enmarca, es el que establece que todos los errores son confinados al vector de respuesta

boy.

Desafortunadamente este supuesto frecuentemente no es real, ya que en la
medicidon pueden aparecer errores de muestreo, humanos, de modelado, instrumentales,

entre estos que influyen sobre la matriz de los datos.
El problema en la regresiéon ordinaria puede plantearse como:

Minimizar ||§||2
Sujetoa: (b +1r) € imagen (A)

Si ||r|| es minimoy b +r=Ax, siendoA€ M,, ., b € R™, entoncesx € R" es

—li2 —_ - — —_ =
la soluciéon del problema de minimos cuadrados. Esto significa que las perturbaciones
minimas sobre el vector de respuesta b en una cantidad r (vector de error) pueden ser

“predichas” mediante las columnas de la matriz A.

De aqui es mas sencillo observar la idea detras del método de minimos cuadrados
totales, ahora hay que considerar las perturbaciones tanto en el vector de respuesta b,

como en la matriz de datos A, esto es:

Minimizar ||[E|f]“p

E,r

Sujeto a: (b+1r) € Imagen (A+E)
Una vez que [E|f] (matriz de error) ha sido encontrado y es el valor minimo,

entonces cualquier valor x que satisfaga:
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(A+E)x=b+7
Se dice que es una solucidn del problema de minimos cuadrados totales.

Se observa que el problema de minimos cuadrados totales es equivalente a
resolver un problema cercanamente compatible con minimos cuadrados ordinarios en el

que se desea:
Minimizar [|(4 + E)Z — (b + )|,

Aqui se presenta la solucion del problema de minimos cuadrados totales haciendo

uso de la descomposicidon de valores singulares (SVD) propuesto por Golub (1980).

Tal como se indicé anteriormente si (b+1) € Im(A+ E) entonces hay un

vector x € R™ tal que:
(A+E)x=b+r
Esto es:
(A+B)x—(b+1r) =0
O escrito mas convenientemente como:
X
[A+E  b+r] [_1] =0
Desde el punto de vista de los sistemas de ecuaciones lineales:
X
[Alg + Elf] [_1] =0

Esta ecuacion muestra que el problema de minimos cuadrados totales consistira en

encontrar una matriz de perturbacion o de error A€ My, « (n41) , A= E|r, siendo de

norma minima, tal que C + A sea de rango deficiente, es decir de rango n, donde:

¢ =[Alp]
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El método de descomposicion de valores singulares es usado para este propdsito.

Entonces, cualquier matriz C se puede descomponer como:
UTCV = diag(o-l, 07, ... O-n+1)
Siendo U = [ul,uz,...um]; V= [vl, v, ...vn+1]; u; € R™; v; € R™

Ademds oy = 05 ....= O = O4q = "0 = Opyq =0

Son los valores singulares (raices positivas de los valores propios de la matriz) en

orden decreciente de magnitud, ademas sea la descomposicion de valor singular de C con:
U'U=1p, y V'V=I

Bajo este criterio la solucién basica del problema de minimos cuadrados totales se

establece como:

Calculando la descomposicidon de valores singulares de [A|Q] Y Omin(A4) el mas
pequefio valor singular de A. Si 0,,;,,(A) > 0,41, acorde al teorema de Schmidt — Eckart —
Young — Mirsky (Golub & Van Loan, 1980), la mejor aproximacién de [/T@] de rango n se
obtiene cuando el mas pequefio de los valores singulares de hace cero, es decir,

on+1 = 0, entonces:

[AA AE] = [A Q] - [A@] = Opt1lin+1 Vnat
Con [A@] = USVT siendo £ = diag(ay, ...0,,0) y la solucién del problema de minimos
cuadrados totales, existe, es Unica y viene dada por:

1

T
[171,n+1, vn,n+1]

|

Un+ 1n+1

La solucion aqui presentada esta obtenida bajo la siguiente consideracién: (De
Groen, 1996). Dadas las siguientes matrices: 4 € R™*™(m > n + p) y BE R™*P

encontrar X € R™*P | que resuelve el sistema de ecuaciones AX = B bajo la perspectiva
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de los minimos cuadrados totales. Por analogia, se busca encontrar la solucién X de una

ecuacion matricial consistente (es decir que tiene solucién):
A’X = B’ (es decir Im (B’) € Im (A’)) mas cercana a AX = B; y por ello se tiene que minimizar:
|IA—A'l|2+||B—B’'||4 sujetoa A’ € Rm*" B’ € Rm*P,y A'X=B.
Dicho de otro modo, encontrar una aproximacion S:
S=(A"|B) € R™* D) de (A|B), de manera que
I(A]B) — S||% es minima sujeto a rango(S) = n
La solucidn se realiza haciendo la descomposicion (SVD) de (A | B), expresada en bloques:

(nxn) (nxp)\

(n x n) 0 v v
(AIB) = USVT = ((m; n) |(mU>< p)) ( 5, % > o e
1 2 0 (p % p) 2,1 2,2

(p xn) (p Xp)

Manteniendo el supuesto que g, > 0,,, se deduce, que la mejor aproximacion de (A|B)

de rango n en la norma de Frobenius viene dado por:

s= @iy (3O (3 12) —unmiv) - wis)
U2 (g o) oy Vi 1241\V1,1|V2,1 )
Donde A": = U12]1V1T,1 yB' := U121V2T,1. La ortogonalidad de las columnas de V implica:

Vv T V. V.
( 1’1) ( 1‘2) = O por lo tanto 5( 1’2) =AVi2+ BV, =0
V2’1 V2,2 VZ'Z ’ ’

Asi se obtiene:
AIVl,Z - _B’VZ,Z

Y luego:
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AI(_ V1,2 VZ'Z_l) = B’
Bajo el supuesto de rango(V 5 ;) = p, se puede concluir que: X := _V1,2V2_,21
resuelve la ecuacién aproximada A’X = B'.

A continuacién se muestra el algoritmo para la resolucién basica del problema de

minimos cuadrados totales, basado en la demostracion anterior, con p = 1:

Algoritmo:

DadoA € R™*™; b € R™

Paso 1: Calcule la descomposicidn de valores singulares de:
[A|b] = UzVT

Paso 2: Sivpiine1 #0

Entonces:

1

~ T
X = _—[vl,n+1:--'vn,n+1] (1)
vn+1,n+1

Se puede facilmente observar que para el caso univariado (n = 1), se obtiene:

X, =—-——
U2

Y luego se obtiene el valor de X, (una vez calculado X7).

En el algoritmo mostrado se hace uso de la descomposicidn de valores singulares
de una matriz, y la idea radica en la necesidad de aproximar una matriz X de rango p, por
otra matriz X,- de rango r < p, en general en p — 1, la aproximacién éptima es, tal como se

muestra en (Pefia, 2002):

X: = XA A7
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Donde la matriz es A, es de tamafio p X r y sus columnas son los vectores
propios asociados a los r mayores valores propios de la matriz S (matriz de varianzas y

covarianzas de X suponiendo el valor de la media igual a cero).
Este problema puede considerarse asi:

Considere un espacio de dimension r definido por una base U,. ortonormal donde U, es de

tamafiop X ryUl'U, = 1.

Se desea encontrar una aproximacion de la matriz X utilizando esta base, esto es,
se quiere “predecir” cada una de las filas (x4, ... x,,) de la matriz, donde x; es un vector
p X 1 de observaciones en el elemento i de la muestra, mediante los vectores U,. La

prediccion de la variable x; sera la proyeccién ortogonal sobre el espacio generado por

estos vectores que es:
X = UerTxi

Y se quiere determinar los vectores U, tal que el error cuadratico de estas
predicciones sea minimo. El error cuadratico E para los elementos de la matriz X viene

dado por:

n n

EDWICEENEDYCES INCESY

]:1 i=1 i=1

Lo cual se requiere sea minimo, esta expresion puede escribirse como:

n n
_ T T T
E —Ziiﬁi—ZEi U, Uy x;

i=1 i=1
Minimizar el error equivale a maximizar el segundo término de esta expresién.

Sabiendo que un escalar es igual a su traza:

n n

ZEiTUrUEEi =tr ZEiTUrUZEi
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Reescribiendo la expresion:

Lo cual es equivalente a:

Aqui se introduce:

n T
g = &i=1 XiX;

Sustituyendo, resulta:
ntr(U,ULS) =ntr(UISU,)

Por lo que, finalmente resulta en:

n
> U, Ul = nor(UFSU,)

i=1

Como se observa en esta ultima expresiéon, minimizar el error implica encontrar un
conjunto de vectores que maximicen la suma de los elementos diagonales de Ul SU, , es

decir que maximicen:

T
T
Z U; Su;
j=1
Suponiendo que: U, = A, y la aproximacion éptima a la matriz X vendra por:

szXArAg'

Ahora el primer término de la ecuacién del error cuadratico:
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n p
= trZ(gigiT) =ntr(S) = nz/li
i=1 i=1

Y ya se obtuvo el resultado del segundo término, por lo que:

14 r 14
E=nz i—n21i= zll
i=1 i=1 i=r+1

Lo cual es proporcionado por la descomposicion de valores singulares de una

matriz, es decir la mejor aproximacion a la matriz X por otra matriz X, de rangor < p es:
T
o~ Yoy T T
% = U,D,"V" = > Ay
i=1
Donde:

U,: Matriz de los r mayores vectores propios de XX T

1
DT/Z: Contiene los r mayores valores singulares
V.: Contiene los r vectores propios de XX

A;: valores propios de la matriz S matriz de varianzas y covarianzas
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3. ANALISIS DE LA SIMULACION Y SUS RESULTADOS

3.1 ANALISIS DEL MODELO

Para el analisis se supondrd el modelo lineal en que se tiene una variable de

respuesta w con dos variables regresoras z; y z,, pero estas variables regresoras,

ademas de la de respuesta w, no son las realmente medidas sino mas bien una

variable observada de respuesta y, las variables regresoras x; ademas de x,, las cuales

son variables aleatorias que representan a las variables originales una vez que se ha

introducido el error, el cual se supone normal con media cero y varianza 65, 07, , 07,

respectivamente. Esto es:
Dénde: X =71¢

Y ademas se supondra que:

Es decir, en forma matricial:

[71]
| %2 |
&1 |~N

2

w= B+ Bz + bz,

X, =7, ¢,

N ('ul’ 0221)

N (llz» 0222)
N (0,62)
N (o, 0322)
N (0,02

o2
0 o7 O
0 0 o2
0 0 0
0 0 0

y:W-l'Ey

o O ©oO O

Asi definidas las variables y el modelo a trabajar, se procede a calcular el valor esperado

de y dado los valores de x; como de x,. Escribiendo en forma vectorial se tiene:

FCNM
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Po

Y1 [P B, 0 0 17(%2]| |0
[x1]=[1 0 100]€1+0
0 1 010 0
0

De aqui se obtiene el valor esperado y la varianza de este vector de variables:

y Bo + Bits + Baitz
ElX1] = M1
X2 Uz
Cuya varianza se obtiene y resulta:
B 10
_ ) .
Y 'Blazl B 0 0 o g 01
var| x, |=| o 0 o, 0 0]0 10
X, 0 o’ 0 o> 010 01
L ) & _
1 0 0]
Realizando la multiplicacién nos queda:
_ | Blazzl oz + 02 0 |
[ BZO-ZZ O 0-222 + 0-32

Siguiendo con el analisis, se calcula el valor esperado y la varianza de la variable y dado el
vector X = (X3, X2), tomando los resultados dados por Eaton, (Eaton, 2007), los cuales son,

para:

M1 ~ qx1
) om0

I=
I

26
FCNM ESPOL



(I 212) ~ ( q X q q X N—q )
Z‘(zzl %2 con tamano (N-q)xq (N—=q)x(N—q)

Siendo @ un vector de medias y X la matriz de varianza y covarianzas

condicionadas, entonces:
E(ylx)= uy+ 23235, (x —p)
var (y|x) = 211 — 212525

Aplicando estos resultados generales al problema en cuestion se tiene:

—t 4]
X1 2 0'221 + 0'521 | X1 — M1
E [3’/ (Xz)] = Bo + B1tty + Btz + [,31Uz1 20z2] [0 1 J[xz _ Hz]
o7, + 02,
Realizando el primer producto matricial queda:
Bio; B0,
= o + Bty + Btz + ; - [
o7 + dZ 0% + 0
Siguiendo con el segundo producto matricial, resulta:
o+ Bats + Batts — Brttn 2y — oty 4 — T
= Po 1M1 2U2 = P11 — T 5 — P2M2 1X1
o + 02 of +0Z = of +dZ
2
o,
——[fx
O_ZZ P 2 ﬁZ 2

Reescrito de manera conveniente, finalmente se expresa el valor esperado como:

2 2 2
EON( D = o+ B (1= )+ Bois (1 = 2 )+ 2 B
Xy 0T AL o7 + dZ 22 oz + o7 + o2 1

O'Z2

2322

O'ZZ + o¢
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Para el resultado de la varianza se procede de manera similar, entonces:

—1 0
xl 2 O-Zzl + 0-81 ﬁlo-Zzl
var|y/ (Xz) = Uy + 31 Uzl + ﬁz Uzz [31%1 ﬁzazz] 1 .320'222
o7, + 02,
Realizando los productos matriciales, resulta:
+ 702 + B0, — B0k — T — o2 — T
= g2 o? o2 —_
y 1%z 29z 1 z 2 Z o2 2
1 2 1 + 2 2 _|_ 0-22

Finalmente escribiendo convenientemente la expresiéon se muestra como:

Un resultado interesante que permite observar muy rapidamente el
comportamiento de los estimadores de regresién lineal ordinarios y ortogonales es si se
supone los siguientes pardmetros: y; =, =0;6,=0,, =, = 1,lo que resulta

reemplazando en la expresidn del valor esperado como:

2 2
0'22

E(y/(x1,x2)) =

X, + X5

2 2 2
0z, + 051 0z, t0¢,

Como se puede observar en el resultado obtenido los valores estimados de los

regresores toman un sesgo cuando se analizan como resultado de la regresidn ordinaria,
2 2 . .

puede suponerse que g, y g, son diferentes de cero con lo que los valores estimados de

los regresores no resultarian en el valor de uno como se supuso. Mdas adelante se

presentan simulaciones y sus resultados comparativos para la regresién ortogonal y

ordinaria.
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En el anexo se muestra el cédigo en R, del programa que genera los datos a partir
de los cuales se obtiene los estimadores tanto de regresion ordinaria y de regresién
ortogonal, la variable Nsimul indica el nimero de corridas que se realizaran, mientras que
n es el numero de valores que se generan a partir de los cuales se obtiene los resultados

gue se muestran en las tablas a continuacién.

En el programa se compara los valores de los coeficientes tanto obtenidos por el
método de regresion ordinaria como los obtenidos por el método de regresion ortogonal.
Es conveniente hacer notar que se utilizé la funcidn de R “trim” que permite calcular la
media acotada de los datos, ya que en algunas ocasiones durante la obtencién de los
resultados en la regresidn ortogonal, en las diversas corridas se producian valores
extremos que se alejaban demasiado del valor de la media produciendo un error
cuadratico grande para el caso de n pequeiio (n=10) en comparacidn con los resultados
cuando n es mayor, esto se debe a la caracteristica de cdlculo que se muestra en el
algoritmo en la ecuacion (1) de la pagina 20. Como se aprecia, si el valor vy, toma
valores cercanos a cero, el resultado para la estimacion de los elementos del vector x se

torna muy grande provocando un cierto grado de inestabilidad en los resultados.

A manera de aplicacién practica se presentan 6 casos o ejemplos de la aplicacién
del modelo de regresion ortogonal y ordinaria, en la que compara los resultados y la
medida del error que se produce respecto al valor original utilizado.

Como se indicé al inicio del trabajo el método de verificacién de los resultados se
lo hace utilizando la simulacion de Montecarlo, se ha elegido este procedimiento ya que
en definitiva se esta realizando un muestreo aleatorio de variables aleatorias y que para
los fines del trabajo se ha supuesto de distribucién de probabilidades normales e
independientes. Por esta razén, acorde a lo que menciona Otamendi el método de
Montecarlo “es un método nuimerico para resolver problemas matematicos mediante el

muestreo aleatorio de variables aleatorias” (Otamendi, 2006).
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3.2 CASOS DE LA SIMULACION Y SUS RESULTADOS:

TABLA 1
PROMEDIOS Y ERROR DE ESTIMACION PARA B,

CASO1:p; =0,u; =0,0;, =1,05, =102 =1,0%, =10} =
Bo=0,1=1,B,=1

CASO 1:
Nsimul = 10000
MEDIA ARITMETICA ERROR CUADRATICO
B, % MEDIA MEDIO
TLS LS ACOTADA TLS LS
n=10 1,03420  0,50016 3 3,89596  0,36754
1,02877  0,50564 5 2,28191  0,35314
0,99314  0,49335 8 1,40568  0,33689
n=30 1,04854  0,49842 3 0,30301  0,27901
1,03673  0,50229 5 0,23341  0,27082
1,02658  0,49956 8 0,19602  0,26906
n =100 1,00845  0,50021 3 0,04865  0,25742
1,01051  0,50183 5 0,04386  0,25467
1,01031  0,50091 8 0,04122  0,25423
n =500 1,00111  0,50001 3 0,00891  0,25144
0,99945  0,49941 5 0,00808  0,25179
1,00091  0,49962 8 0,00754  0,25141

Elaboracidn: Autor.

En este primer caso (tabla 1) se puede apreciar que el estimador de regresion
ortogonal presenta mejor caracteristica en la estimacién de los coeficientes de las
variables regresoras, ademas se aprecia el sesgo que involucra a los estimadores de los
coeficientes de regresién ordinaria, también se puede indicar que con pocos datos ya se

puede hacer una estimacién muy buena en regresién ortogonal.
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FIGURA 5
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 3%)

Estimaciones de 32
(media acotada 3%)

1,15
:E 1,05 -
& 0,95
£
"
o 0,85
i)
2075 tls
(7]
® 0,65 Is
o
2 0,55
0,45
10 30 100 500
Numero de corridas
Elaboracién: Autor.
FIGURA 6
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 5%)
Estimaciones de R:2
(media acotada 5%)
1,15
§ 1,05 e
g 7
£ 0,95
=]
& 0,85
i)
v 0,75 tls
e
(7]
@ 0,65 Is
o
g 0,55
0,45
10 30 100 500
Numero de corridas
Elaboracion: Autor.
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FIGURA 7
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 8%)

Estimaciones de 32
(media acotada 8%)
1,15
5 1,05 —
® —_— —
£ 0,95
k]
$ 0,85
(1]
v 0,75 tls
]
8 0,65 Is
o
S 0,55
0,45
10 30 100 500
Numero de corridas

Elaboracion: Autor.

Como se muestra en las figuras 5,6 y 7, el comportamiento del pardmetro (f3,)
presenta ligeras variaciones para el tamafio de muestra n = 10, pero a medida que se
aumenta el tamafio de la muestra de valores generados se estabiliza hacia el valor

previsto del parametro en la simulacién.

TABLA 2
INTERVALO CONFIANZA PARAMETRO ( 8,)
CASO 1:
Nsimul = 10000
INTERVALO DE CONFIANZA MEDIA
T.L.S L.S.
LIMITE
LIMITE INFERIOR SUPERIOR LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR
n=10 -3,33990 5,22651 0,49869 0,51458
n=30 0,93600 1,11600 0,49684 0,50449
n =100 0,97997 1,01789 0,49681 0,50082
n =500 0,98765 1,00564 0,49910 0,50084
Elaboracién: Autor.
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En la tabla 2 se muestran ademads los intervalos de confianza del parametro
(B2), para los diferentes valores del tamafio de muestra y para los dos métodos bajo
andlisis, se observa que para n = 10 el intervalo de confianza para (j3;) presenta en el
método de regresién ortogonal tiene una mayor longitud esto como consecuencia de la
alta variabilidad de los resultados a pocos valores de n. En cambio, para el método de
regresion ordinaria el comportamiento es muy estable, pero como se mostré en la tabla 1,

el resultado se encuentra sesgado y por ello erréneo.

TABLA 3
PROMEDIOS Y ERROR DE ESTIMACION PARA B,

CASO2:p; =0,u, =0,0;, =1,05, =102 =107, =1,02=1
Po=1,1=1,,=1

CASO 2:
Nsimul = 10000
MEDIA ARITMETICA ERROR CUADRATICO
B2 % MEDIA MEDIO
TLS LS ACOTADA TLS LS
n=10 1,02432  0,49863 3 4,01124  0,37174
1,03914  0,49968 5 2,13726  0,35213
1,00635  0,49841 8 1,36104  0,33492
n=30 1,04562  0,49917 3 0,29015  0,27792
1,04064  0,50121 5 0,23111  0,27184
1,02373  0,49899 8 0,18622  0,26946
n =100 1,01167  0,50039 3 0,04995 0,25731
1,00846  0,50111 5 0,04655  0,25535
1,00418  0,49981 8 0,04144  0,25523
n =500 1,00307  0,50034 3 0,00884  0,25111
1,00289  0,50019 5 0,00883  0,25129
1,00184  0,50014 8 0,00754  0,25084

Elaboracidn: Autor.
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En este segundo caso (tabla 3), se ha dado un valor al coeficiente del término
constante, se observa que no hay variacién significativa en los resultados, comportandose

el modelo similarmente como en el caso 1.

FIGURA 8
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 3%)
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Elaboracion: Autor.

FIGURA 9
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 5%)
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Elaboracion: Autor.
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FIGURA 10
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 8%)
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Elaboracién: Autor.

Ahora en las figuras 8, 9 y 10 el comportamiento se presenta de manera similar al
caso 1, presentando una ligera inestabilidad para el primer valor de andlisis (n = 10), pero
comportandose de manera correcta a diferencia del error que se presenta en el caso de la

regresion ordinaria.

TABLA 4
INTERVALO CONFIANZA PARAMETRO ( £,)
CASO 2:
Nsimul = 10000
INTERVALO DE CONFIANZA MEDIA
T.LS L.S.

LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR
n=10 0,77069 1,64694 0,48896 0,50499
n=30 0,46425 1,11292 0,49708 0,50471
n =100 1,01195 1,02224 0,49749 0,50151
n =500 0,99943 1,00345 0,49888 0,50064

Elaboracién: Autor.

En el caso de los intervalos de confianza el comportamiento es similar al caso anterior
(caso 1) pero como se aprecia en el intervalo de n=100, el valor conocido de betaes 1, y

no lo contiene el intervalo de confianza del pardmetro calculado, cabe destacar que los

35
FCNM ESPOL



resultados que se muestran en las tablas son de una corrida en particular los valores no se
han obtenido por el cdlculo de promedios de los limites del intervalo, pero aun asi se

aprecia el mejor desempeiio del método ortogonal al ordinario.

TABLA 5
PROMEDIOS Y ERROR DE ESTIMACION PARA B,

CASO3:pu; =0,u, =0,0;, =1,05, =102 =107, =102 =1
Bo=0,81=1,B,=2

CASO 3:
Nsimul = 10000
MEDIA ARITMETICA ERROR CUADRATICO
B2 % MEDIA MEDIO
TLS LS ACOTADA TLS LS
n=10 2,13515 1,00041 3 6,44619 1,19600
2,07842 1,00191 3,81448 1,16066
2,04445  0,99831 2,31732 1,13873
n=30 2,06721 1,00287 0,40619 1,04101

2,06294 1,00258 0,34006 1,03359

2,04801 0,99588 0,29718 1,04061

n =100 2,01757 1,00239 0,07593 1,00837

2,01191 0,99732 0,07102 1,01664

2,01424 1,00089 0,06486 1,00737

n =500 2,00443 1,00108 0,01399 1,00039

2,00168 1,00008 0,01298 1,00204

co U1 W 0 UL WwW| 6O U1 Wl 0 U

2,00335 1,00039 0,01202 1,00094

Elaboracion: Autor.
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En este caso 3 (tabla 5), se ha variado el valor del coeficiente de la segunda
variable regresora, el comportamiento del modelo sigue ajustandose a lo previsto, se
obtiene una buena aproximacién para pequefios valores del nimero de datos y se observa

el sesgo en el coeficiente obtenido por la regresiéon ordinaria.

FIGURA 11
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 3%)
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(media acotada 3%)
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Elaboracién: Autor.

FIGURA 12
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 5%)
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Elaboracién: Autor.
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FIGURA 13
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 8%)
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Elaboracion: Autor.

En las figuras 11, 12 y 13, puede apreciarse este comportamiento mds estable a
valores mayores del tamafio de la muestra. Pero igual que en los casos anteriores el
desempeiio del método ortogonal es completamente correcto en comparacién al de

regresion ordinaria.

TABLA 6
INTERVALO CONFIANZA PARAMETRO ( £,)
CASO 3:
Nsimul = 10000
INTERVALO DE CONFIANZA MEDIA
T.LS L.S.

LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR | LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR
n=10 -0,49640 6,88284 0,98844 1,00926
n=30 -4,42315 4,22892 0,99424 1,00456
n =100 2,02278 2,03602 0,99866 1,00394
n =500 2,00018 2,00527 0,99762 0,99992

Elaboracién: Autor.

En lo que hace referencia a los intervalos de confianza se aprecia nuevamente el

mejor desempeno de los resultados obtenidos mediante el método de regresién
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ortogonal al de regresidn ordinaria, aunque se observa que el valor dispuesto para (3) no

se encuentra dentro del intervalo de confianza obtenido (n =100 y n = 500).

TABLA 7
PROMEDIOS Y ERROR DE ESTIMACION PARA B,

CASO4:pu; =0,u; =0,0;, = 1,05, = 1,02 =4,0%, =4,0; =
Bo=0,,=1,B,=1

CASO 4:
Nsimul = 10000
MEDIA ARITMETICA ERROR CUADRATICO
B, % MEDIA MEDIO
TLS LS ACOTADA TLS LS
n=10 0,39007  0,19691 3 1,53897  0,70102
0,37651  0,20331 5 1,09011 0,68118
0,36595  0,20029 8 0,86557  0,67643
n=30 0,37823  0,19897 3 0,47954  0,65598
0,37908  0,20064 5 0,46695  0,65085
0,37776  0,20097 8 0,44863  0,64802
n =100 0,36959  0,19981 3 0,41248  0,64419
0,36744  0,19962 5 0,41245  0,64391
0,36986  0,19997 8 0,40742  0,64272
n =500 0,36626  0,19974 3 0,40435  0,64091
0,36704  0,19998 5 0,40302  0,64066
0,36691  0,20016 8 0,40269  0,64061

Elaboracién: Autor.

En este caso 4 (tabla 7) ocurre un comportamiento diferente en los resultados
obtenidos anteriormente por el procedimiento de regresién ortogonal, éstos se vuelven
imprecisos, sigue manteniendo el sesgo en el caso de los estimadores obtenidos por la

regresion ordinaria, pero ambos se alejan de los valores que se han introducido, aunque
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sigue siendo mas cercano al verdadero valor, el resultado obtenido por medio de la
regresion ortogonal. Aparentemente el introducir un ruido alto y diferente entre las
variables o, = 4,0;, = 4,0y =1 (valores de la varianza) las afecta de tal manera que

ambos métodos no son aceptables para la estimacion (Fuller, 1987).

FIGURA 14
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 3%)
Estimaciones de 32
(media acotada 3%)
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Elaboracion: Autor.

FIGURA 15
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 5%)
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Elaboracidn: Autor.
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FIGURA 16
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 8%)
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Elaboracion: Autor.
TABLA 8
INTERVALO CONFIANZA PARAMETRO ( 83)
CASO 4:
Nsimul = 10000
INTERVALO DE CONFIANZA MEDIA
T.L.S L.S.
LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR | LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR
n=10 -1,69362 0,77922 0,19773 0,20928
n=30 0,37028 0,43558 0,19902 0,20458
n=100 0,37021 0,37647 0,19883 0,20175
n =500 0,36567 0,36808 0,19934 0,20061

Elaboracion: Autor.

En este caso no se hard mayor comentario ya que los dos tipos de regresidon

muestran problemas en la estimacidn del parametro bajo estudio y analisis.
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TABLA 9
PROMEDIOS Y ERROR DE ESTIMACION PARA B,

CASOS5:pu; =0,u, =0,0;, =4,05, =402, =1,0;,=1,02=1
Bo=0,81=1,B,=1

CASO 5:
Nsimul = 10000
MEDIA ARITMETICA ERROR CUADRATICO
B2 % MEDIA MEDIO
TLS LS ACOTADA TLS LS
n=10 1,03322 0,79962 3 0,16893  0,10608
1,02135 0,79745 5 0,14457  0,09698
1,02036 0,80286 8 0,11939  0,09625
n=30 1,00683 0,79951 3 0,03091  0,05521
1,00481 0,79907 5 0,02712  0,05281
1,00388 0,79959 8 0,02508  0,05067
n =100 1,00002 0,79863 3 0,00804  0,04445
1,00176 0,79969 5 0,00742  0,04344
1,00084 0,80026 8 0,00668  0,04389
n =500 1,00029 0,80018 3 0,00149  0,04069
1,00028 0,79974 5 0,00142  0,04075
1,00047 0,80008 8 0,00131  0,04049

Elaboracidon: Autor.

En el caso 5 (tabla 9) se ha introducido una mayor varianza en la variable original
del modelo, y se puede observar que los resultados se ajustan a lo previsto, y se mantiene
el sesgo en la estimacién del coeficiente a partir de la regresién ordinaria, asi mismo el
método se ajusta con muy pocos datos, obsérvese también los valores de las varianzas del

ruido introducido.
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FIGURA 17
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 3%)
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Elaboracion: Autor.

FIGURA 18
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 5%)
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Elaboracién: Autor.
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FIGURA 19
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 8%)
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Elaboracion: Autor.

Nuevamente el proceso de regresion ortogonal muestra mejores resultados a los
diferentes valores de n utilizados en la simulacion. Los valores de regresidon ordinaria
mantienen el comportamiento sesgado que lo hace inadecuado en este comportamiento

de las variables regresoras.

TABLA 10
INTERVALO CONFIANZA PARAMETRO ( f82)
CASO 5:
Nsimul = 10000
INTERVALO DE CONFIANZA MEDIA
T.L.S L.S.
LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR | LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR
n=10 0,87910 1,11201 0,80088 0,81258
n=30 1,00531 1,01297 0,79685 0,80243
n =100 1,00008 1,00382 0,79793 0,80083
n =500 0,99961 1,00128 0,79919 0,80047
Elaboracién: Autor.
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Asi mismo el comportamiento de los intervalos de confianza para la regresién
ordinaria presentan el sesgo; y como ya se ha indicado en otros casos el valor del
parametro (3;) que se ha fijado en 1, no se encuentra en los intervalos de confianza

calculados (n =30y n =100).

TABLA 11
PROMEDIOS Y ERROR DE ESTIMACION PARA B,

CASO6:pu; =0,u, =0,07, =1,05, =102 =1,0%, =1,02 =4
Bo=0,1=1,B,=1

CASO 6:
Nsimul = 10000
MEDIA ARITMETICA ERROR CUADRATICO
B2 % MEDIA MEDIO
TLS LS ACOTADA TLS LS
n=10 1,49421 0,50454 3 48,86889  0,54808
1,56169 0,49703 5 28,49619 0,53616
1,47024 0,50123 8 18,53913  0,49303
n=30 2,36012 0,49742 3 24,62975 0,32437
2,34683 0,49935 5 14,69175 0,31207
2,32258 0,49562 8 10,15156  0,30201
n =100 2,33461 0,50056 3 4,34036  0,26844
2,32171 0,49794 5 3,68074  0,26815
2,29311 0,50061 8 3,04532  0,26245
n =500 2,24162 0,49966 3 1,72961  0,25402
2,24381 0,50081 5 1,70552  0,25241
2,22981 0,50031 8 1,63388  0,25213

Elaboracién: Autor.
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En este caso 6 (tabla 11) ocurre un comportamiento similar al ocurrido en el caso
4 (tabla 7), siendo los resultados obtenidos por el procedimiento de regresién ortogonal
inexactos, se sigue manteniendo el sesgo en el caso de los estimadores obtenidos por la
regresion ordinaria, pero ambos se alejan de los valores que se han introducido.
Aparentemente asignar un ruido alto (valor de varianza) y diferente en las variables las

afecta de tal manera que ambos métodos no son aceptables para la estimacion.

FIGURA 20
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 3%)
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Elaboracion: Autor.
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FIGURA 21
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 5%)
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Elaboracion: Autor.

FIGURA 22
ESTIMACIONES DEL PARAMETRO (MEDIA ACOTADA 8%)
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Elaboracion: Autor.
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TABLA 12

INTERVALO CONFIANZA PARAMETRO ( 83)

CASO 6:
Nsimul = 10000
INTERVALO DE CONFIANZA MEDIA
T.L.S L.S.
LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR | LIMITE INFERIOR | LIMITE SUPERIOR

n=10 0,29714 5,72261 0,48959 0,51494
n=30 -11,99028 7,29869 0,49668 0,50880

n =100 1,94428 3,11306 0,49975 0,50605

n =500 2,23688 2,25907 0,49932 0,50208

Elaboracion: Autor.

Para este ultimo caso, como se aprecia en las figuras 20, 21 y 22 y en la tabla 12,

los resultados en ambos casos presentan inconsistencias respecto al valor fijado de (j32).

Como comentario final para cerrar la discusidon de los resultados obtenidos en los
casos 1, 2, 3 y 5 en donde se mostré que la regresidon ortogonal ha dado mejores
resultados al momento de obtener los pardmetros de la regresion, lo cual es acorde a lo

indicado por Casella (2002), Fuller (1987), Van Huffel (2004) y Davidov (2004) asi como

Maddala (1996) en su texto de Econometria.

FCNM
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CONCLUSIONES:

Uno de los principales resultados para un problema de dos variables es que en la
regresion ortogonal no interesa cual variable sea considerada la regresora ya que se

obtiene la misma recta de regresion, lo cual se mostrd no ocurre en la regresion ordinaria.

Tal como se ha verificado en las tablas de resultados, los estimadores de regresion
ortogonal resultaron ser mas adecuados por su exactitud respecto a los valores que se

obtuvieron por el método de regresion ordinaria.

A pesar que se utilizé pocos datos (n = 10), ya se tiene una buena aproximacién a
los resultados con los cuales se generaron los datos para la regresién. Aunque también en
esta situacion aparecen valores del error cuadratico medio mayores que cuando se utilizd

los otros valores para n.

Si bien es cierto, al incrementar el valor de la varianza de la variable que
representaria el ruido blanco (proceso estocastico de media nula) en las variables
originales del modelo, ambos métodos se vieron afectados en su exactitud, el resultado de
la regresidon ortogonal sigue siendo de mejor rendimiento, aunque cuando se asignaron
valores diferentes a la varianza de los elementos de error ambas regresiones resultaron

inexactas en su estimacion.

Se pudo también verificar que los sesgos que ocurren en la regresion ordinaria y
gue son el principal motivo para no usar dicho método se cumplieron tal y cual se obtuvo

en la derivacion teorica.

Asi también los intervalos de confianza que se calcularon para ambos
procedimientos, muestran el mejor comportamiento del método de regresiéon ortogonal a

los que se han obtenido por el método de regresion ordinaria.

Por otro lado, hay algunos aspectos tedricos que aun necesitan revisarse y se
augura hacerlo en otros trabajos, con lo cual se sugiere nuevos anadlisis especialmente en
los casos en que no hubo mayor exactitud en los resultados.
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Otros aspectos también a tomar en consideracién, son las aplicaciones practicas
que se derivan de este trabajo. Es muy comun la aplicacién de la regresion ordinaria en
diversos aspectos y campos de la ciencias sociales y aun en las ciencias duras, sin tomar en
consideracion los supuestos que deben cumplirse y respetarse, especialmente en las
ciencias econdmicas donde se aplica indiscriminadamente la regresién ordinaria, la cual
como se ha demostrado no obtiene los mejores resultados cuando el supuesto de la no

aleatoriedad de las variables regresoras no se cumple.

Finalmente, en muchas aplicaciones de regresién, los datos no son obtenidos a
partir de experimentos disefiados, sino que son observacionales, y no se ha fijado ninguna
variable regresora. Si el interés es predecir una variable en términos de otras, la regresion
ordinaria es aceptable. Pero si lo que interesa es la relacion en si, y ninguna de las

variables involucradas es fijada de antemano, es conveniente utilizar regresién ortogonal.
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ANEXO:

CODIGO EN R PARA LA SIMULACION DE LOS RESULTADOS DE

REGRESION ORDINARIA'Y ORTOGONAL

tls=function(X,y)

{
Xc=scale(X,scale=FALSE)
yc=scale(y,scale=FALSE)
a=cbind(Xc,yc)
p=ncol(X)
d=svd(a)Sd[p+1]
b=solve(crossprod(Xc)-diag(rep(d”2,p)),crossprod(Xc,yc))
bO=mean(y)-sum(colMeans(X)*b)
c(b0,b)

}

b=c(0,1,1)

corrida2=function(n)

{
etal=rnorm(n)
eta2=rnorm(n)
x1=etal+rnorm(n)
x2=eta2+rnorm(n)
y=b[1]+b[2]*etal+b[3]*eta2+rnorm(n)
X=cbind(x1,x2)
btls=tls(X,y)
bls=coef(Im(y~X))

res=c(btls,bls)

names(res)=c(paste("tls.b",0:2,sep=""),paste("ls.b",0:2,sep=""))
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res

}

Nsimul=10000

n=500
simul=sapply(rep(n,Nsimul),corrida2)
rowMeans(simul)
mean(simul["tls.b2",],trim=.05)
mean(simul["ls.b2",],trim=.05)
sum(abs(simul["tls.b2",]-1)>3)
sum(abs(simul["ls.b2",]-1)>3)
rowMeans((simul-b)*2)

apply((simul-b)*2,1,mean,trim=.05)
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