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RESUMEN 

La presente tesis comprende el desarrollo de un grupo de programas de 

computadora con los cuales se realizan, empleando el método de elementos 

finitos, el análisis estático y dinámico tanto de pórticos bidimensionales como 

de cuerpos sólidos sometidos a esfuerzos planos. Los programas tienen 

como objetivo principal el servir de apoyo para el aprendizaje del método de 

elementos finitos a los estudiantes que tomen el curso de Análisis de 

Elementos Finitos de la Facultad de Ingeniería en Mecánica y Ciencias de la 

Producción. 

En los capítulos 1 y 2 se revisan los fundamentos teóricos para el posterior 

desarrollo de los programas. En los capítulos 3 y 4, se describe el método 

seleccionado para la implementación de los programas, se muestra el 

diagrama de bloques de los mismos y luego son aplicados a varios ejemplos 

prácticos. En el capítulo 5 se presentan las conclusiones y observaciones 

obtenidas luego de la implementación y posterior aplicación de los 

programas. 



Los programas han sido desarrollados con el lenguaje de programación 

Matlab®, por su característica de fácil manejo de funciones matemáticas y 

matriciales. Adicionalmente, se emplean ciertas funciones de la herramienta 

Calfem®, desarrollada por el Instituto Tecnológico de Lund, Suecia. Los 

programas realizan tanto el análisis del caso en el cual las cargas aplicadas 

son estáticas, como del caso en el cual las cargas son aplicadas de forma 

transiente, originando la vibración del sistema. En este último caso, se 

calculan tanto las frecuencias naturales de vibración de la estructura como 

las deformaciones, velocidades y aceleraciones nodales de la misma debido 

a las cargas dinámicas aplicadas, además de simular los modos naturales de 

vibración. Los programas han sido desarrollados de tal manera que pueden 

ser fácilmente modificados por el usuario para usarlos en otras aplicaciones 

más avanzadas o de mayor complejidad, asi como en otras áreas de la 

Ingeniería como Transferencia de Calor y otras. En el apéndice se presentan 

tanto los códigos de los programas como un breve manual de usuarío para la 

correcta utilización de los mismos. 
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INTRODUCCION 

Esta tesis ha sido realizada por Daniel Blum Velasco, alumno de la carrera 

de Ingeniería en Mecánica de la Facultad de Ingeniería en Mecánica y 

Ciencias de la Producción. 

La tesis consiste en la automatización del empleo de la caja de herramientas 

de Matlab® llamada Calfem, creada por varios miembros del Departamento 

de Mecánica de Sólidos del Instituto de Tecnología de Lund, Suecia. Dicha 

automatización tiene como fin simplificar la enseñanza del método de 

elementos finitos aplicado al análisis de los siguientes problemas: 

• Armaduras bidimensionales, simulación de cargas estáticas y dinámicas. 

• Pórticos bidimensionales, simulación de cargas estáticas y dinámicas. 

• Cuerpos sólidos sometidos a esfuerzos planos (elementos triangulares). 

Esto se logrará mediante la presentación de la secuencia de cálculos 

necesarios para resolver los distintos tipos de problemas, sin importar su 

geometría y propiedades físicas de los materiales. 

Para lograr esto se creó una estructura de subrutinas que permita ejecutar 

las siguientes tareas básicas: 
. 

• Ingreso de los datos de entrada. 

,· t • . 
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• Ejecución de los cálculos basándose en los datos de entrada. 

• Presentación de los resultados (datos de salida). 

Por lo cual el programa constará de tres partes claramente diferenciadas, 

según la tarea que se encargarán de ejecutar: 

• Pre procesador. 

• Procesador. 

• Post procesador. 

Cabe mencionar que cada uno de los problemas que la estructura de 

subrutinas permitirá analizar será tratado con un programa especifico, dada 

la naturaleza de los datos de entrada y comportamiento físico de los sistemas 

a analizar. Cada uno de estos programas contará con operaciones similares 

pero realizadas con funciones distintas, siendo esta su mayor diferencia. 

Debido a que la estructura de subrutinas permitirá la simulación del 

comportamiento de estructuras mecánicas bajo la acción de cargas 

dinámicas, lo cual consiste en resolver ecuaciones diferenciales parciales 

hiperbólicas, dicha estructura de subrutinas puede ser modificada en las 

funciones empleadas en cada programa con el fin de permitir el análisis de 

otros problemas físicos en los cuales dichas ecuaciones estén presentes, 

como es el caso de los problemas de transferencia de calor. 
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En los capítulos subsiguientes se presentarán las consideraciones teóricas 

para establecer las subrutinas necesarias para los cálculos de cada uno de 

los problemas (i.e. las operaciones matemáticas y modificación de los datos 

de entrada). De igual manera, se presentará la forma en que se realizan los 

cálculos individualmente para cada problema. Debido a que Calfem no 

dispone de ciertas funciones indispensables para realizar ciertos cálculos, en 

la presente tesis de grado se desarrollarán todas las funciones que sean 

necesarias. 
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CAPITULO 1 

1. ANALISIS DE PROBLEMAS ESTATICOS EMPLEANDO EL METODO 

DE ELEMENTOS FINITOS 

Cuando se analiza una estructura cualquiera empleando el método de 

elementos finitos, se observan ciertas diferencias con los métodos 

analíticos, que consisten tanto en la metodología (se discretiza la 

estructura y se asumen funciones de interpolación), como en las 

incógnitas primarias (se encuentran primero los desplazamientos nodales 

y luego las fuerzas internas). 

Para efectos de que el lector pueda observar las diferencias por sí 

mismo, se presenta a continuación la lista de pasos y procedimientos 

necesarios en el orden estricto en que deben ser llevados a efecto para 

la resolución de un problema cualquiera con el método de elementos 

finitos: 

+ Ingreso de coordenadas de los nodos. 
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+ Ingreso de matriz de conectividad de nodos. 

• Ingreso de condiciones de borde. 

I• 

• Ingreso de propiedades mecánicas de los materiales y geométricas de los 

elementos. 

• Ingreso de cargas externas. 

+ Elaboración de ecuaciones de equilibrio e"mpleando los datos de entrada. 

• Resolución de ecuaciones y obtención de incógnitas primarias 

(desplazamientos nodales} empleando las condiciones de borde. 

+ Obtención de incógnitas secundarias (fuerzas internas). 

• Presentación de resultados. 

Por lo que se puede observar, en los dos primeros pasos se procede a la 

discretización de la estructura, en base de la cual se desarrollan todos los 

pasos siguientes. De ahí la importancia de la com~cta discretización de la 

estructura uunto con la aplicación de las condiciones de borde} para evitar 

posibles inestabilidades del método y los consiguientes ·errores en los 

valores de las incógnitas primarias y secundarias. 

A continuación se presentan con un poco más de detalle las ecuaciones y 

'.llétodos de resolución de cada uno de los problemas estáticos tanto en dos 

:.orno en tres dimensiones: 
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1.1 Barras y Armaduras 

Barras son elementos estructurales sometidos a cargas axiales 

únicamente; dichas cargas pueden ser de compresión o de tensión. 

Las armaduras son estructuras formadas por barras, las cuales están 

unidas por juntas articuladas que permiten transmitir ún.icamente 

cargas axiales a sus elementos. 

Considérese un elemento estructural cualquiera: 

F1,u1 1 (x, ,y, ,z,) 

Fig. 1.1 Esquema de elemento tipo barra bidimensional 

Donde los nodos 1 y 2 son los extremos de las barras y están 

ubicados en las coordenadas (x,,y,) e (x2.Y2) y F¡, U¡ son las fuerzas 

internas y desplazamientos nodales. Si k es la rigidez de la barra. 

entonces: 

F, = k(u, -u2 ) 

F1 =k(u2 - u1) 
(Ec. 1.1) 

Por consiguiente, la ecuación matricial de equilibrio estático sería: 

[ 
k -kJ {u,} {F,} -k k Ui = F2 

(Ec 1.2) 
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Donde tanto u como F son vectores cuya dimensión depende del tipo 

de elemento que se analiza (barra, viga, 2D, 3D). al igual que la 

matriz k. 

.. 

1.1.1 Barras y armaduras bidimensionales 

Cuando el elemento que se analiza es una barra bidimensional, 

existen dos grados de libertad por cada nodo, por lo cual los vectores 

u y F del elemento son los siguientes: 

u,={;.} 
{ } 

(Ec. 1.3) 
Fx, 

F= 
, Fy, 

Para encontrar el valor de la matriz k, debemos establecer las 

funciones de interpolación. Para tal efecto, asumiremos la variación 

lineal del desplazamiento a través del elemento: 

u(x) = a, +a2x (Ec. 1.4) 

Donde 0.1,2 son constantes indeterminadas, cuyo número es igual al 

de grados de libertad del elemento. Apl icando las condiciones de 

borde: 



u, = a , +a2x, 

u2 = a , +a2x2 

U 1X 2 - u2X1 a , = 
X2 - X1 

u 2 -U1 a.¡ = 
x2 -XJ 

(Ec 1.5) 

Substituyendo en (4) y reordenando, se t iene: 

u(x)=( x¡-x) u,+( x-x, )u2 x2 -x1 x_, -x1 (Ec. 1.6) 

= N1u1 +N 2u 2 

Donde: 

N = {~J (Ec. 1.7) 

8 

Es el vector de polinomios de interpolación (o vector hermitiano), y 

N1.2 son la funciones de interpolación del elemento (o pol inomios de 

interpolación de Hermite). El vector hemitiano es de gran empleo en 

el análisis dinámico y para el cálculo de los valores de las incógnitas 

a lo largo del elemento. 
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Una vez que se tienen las funciones de interpolación, se prosigue 

con la obtención de la matriz de rigidez con el método de la energía 

potencial mínima: 

EP = i Ja' ll A dx- Jur f A dx - Ju rT de-¿u,p, 
f. f. J. I 

(Ec. 1.8) 

=U -W -W -W 
t: " ' e 

Donde U0 es la energía de deformación elastica. Se empleara esta 

energía para determinar la matriz de rigidez k": 

1 J r U, = 2 a tAdr: 
l . 

(Ec. 1.9) 

Mediante el reemplazo en (Ec. 1.9) de: cr = E B q, y e = B q, se 

obtiene: 

U, =i JqTBTEBq Adr: 

= ~qr(Jsro B A dx Jq (Ec. 1.10) 

1 T 
=1q kq 

Donde D es la matriz de propiedades del material, en este caso O = 

[EJ. y B es la matriz de gradientes que relaciona las deformaciones 

unitarias con los desplazamientos nodales: 



Donde B = .!.[-1 t] 
l 

Por consiguiente, 

du 
&=-dx 

(Ec. 1.12) 

10 

(Ec. 111) 

1) fdx 
/, (Ec. 1.13) 

El segundo elemento de la ecuación (Ec, 1.8) corresponde a la 

fuerza distribuida en el volumen, y de manera análoga a la anterior, 

se obtiene: 

(Ec. 1.14) 

El tercer elemento de (Ec. 1.8), representa la fuerza distribuida en la 

superficie, y con procedimientos similares a los anteriores, se 

obtiene: 
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(Ec. 1.15) 

Por consiguiente, se puede reescribir la ecuación (Ec. 1.8) de la 

siguiente forma: 

Minimizando Ep: 

dE' 
--· =Ü dQ 

: . k' q = f '+T' +p' 

(Ec. 1.17) 

Matriz de rigidez global: para formar la matriz de rigidez global, se 

emplea cada una. de las matrices de rigidez locales, así como la 

conectividad de los nodos (grados de libertad de los nodos que 

forman los elementos). Empleando dicha conectividad, se obtiene a 

partir de la ecuación (Ec. 1.16): 

Er = L: E: = ¿ (.!.qrk' q - qTr • -qTT' - qrp·) 
• • 

2 
(Ec. 1.18) 

=.!_QrKQ - QrF 
2 

Minimizando la energía potencial Ep, se obtiene: 



Donde la energía de deformación del resorte es: 

u. = .!.e (Q, - a,)2 (Ec. 1.20) 
2 

y la energía potencial total es: 

l ., l(Q )' r EP = - Q KQ + - C 0 , -a, - - Q F 
2 2 

Minimizando la energía potencial, se obtiene: 

K12 ••• K,. 

Ki2· ··Kz,. 

Q, 

º2 = 

13 

(Ec. 1.21) 

(Ec. 1.22) 

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene 0 1,0 2, .•. ,On. 

De esta manera, la reacción en el apoyo es: 

R, = -C(Q, - a1) (Ec. 1.23) 

La primera ecuación del sistema se puede reescribir de a siguiente 

manera: 

-
11 +I Q + - 12 Q + ... +--1!!..Q = - ' + a (

K ) K K F 
e 'c 2 c·c • (Ec. 1.24) 
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Por consiguiente, si C fuese un valor grande, entonces 0 1 "'a1. Para 

esto, normalmente se emplea un valor de C = max (K) x 104
. 

Armaduras: Las armaduras son estructuras formadas por barras 

unidas entre sí por juntas artículadas. l os elementos· de la misma 

soportan únicamente cargas axiales, ya sean de tensión o de 

compresión. En estas estructuras, la dirección de la barra incide en 

la matriz de rigidez global. Por consiguiente, se debe analizar esta 

incidencia: 

Consideremos la barra del dib. 1. Esta forma un ángulo de valor e 

con la horizontal. Por consiguiente, las componentes de los 

desplazamíentos nodales son: 

u'=ucosB +vsenB (Ec. 1.2S) 
v'= vcosB +usen8 

O escrito de forma matricial: 

Aplicando esto a ambos extremos del elemento, se obtiene: 
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u' 1 / m o o u, 

v, ' - mi o o v, 
= 

U1 ' o o 1 m U2 (Ec. 1.27) 

v' 
2 o o -mi Vz 

q'=Rq 

Donde R es la matriz de rotación, la cual debe cumplir con las 

condiciones: 

R(B)R(-B) = RRr = I 

:. R-' = R" 

La misma es aplicable al vector de fuerzas nodales y a la matriz de 

rigidez: 

f'= Rf' 

k '=Rk' 
(Ec. 1.28) 

Estos procedimientos también son aplicables de igual manera a las 

vigas y pórticos. asi como a elementos trid imensionales, en cuyos 

casos se deben hacer las consideraciones respectivas. 

1.1.2 Barras y armaduras tridimensionales 

En el caso de las barras tridimensionales, existen 3 grados de 

libertad por cada nodo. De forma análoga al caso bidimensional, se 
. 

obtienen las ecuaciones de fuerzas y deformaciones: 
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Donde k1e es la misma matriz de la ecuación (Ec. 1.13), y G es la 

matriz de rotación tridimensional. la cual se obtiene de forma 

·· análoga. Mientras, la relación matricial esfuerzo - deformación es la 

misma que en el caso bidimensional (Ec. 1.19), y la forma de 

ensamblar la matriz de rigidez global es la misma descrita en (Ec. 

1.18). 

1.2 Vigas y Pórticos 

Una viga es un elemento estructural sometido a fuerzas axiales, 

fuerzas transversales y momentos. Un pórtico es una estructura 

formada por vigas, unidas por juntas rígidas que transmiten fuerzas 

tanto axiales como transversales y momentos de un elemento a otro. 

1.2.1 Vigas bidimensionales 

En las vigas. los nodos tienen 2 grados de libertad cada uno (6 en el 

caso tridimensional), los cuales son desplazamiento transversal y 

rotación. Por consiguiente. la matriz de rigidez tendrá una dimensión 

4 x 4, mientras que el vector de fuerzas internas y el vector de 
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desplazamientos nodales tendrán una dimensión 4 x 1. La forma de 

detenninar los elementos de la matriz de rigidez es la misma que se 

empleo en el caso de las barras, sólo cambian las condiciones de 

borde. Así: 

Considérese un elemento estructural cualquiera: 

Fig. 1.3 Esquema de elemento tipo viga bidimensional 

Donde Q, y 02 son cargas transversales y momentos aplicados al 

elemento por agentes externos. Por razones propias del método de 

elementos finitos, se asume que las cargas son únicamente 

aplicadas en los nodos, y en caso de existir cargas distribuidas, se 

emplean cargas puntuales equivalentes. Por conocimientos previos 

de mecánica de sólidos, se tiene la ecuación de deflexión en vigas: 

El d'v = O (Ec. 1.30) 
c1x• 

La cual nos indica que se deberá emplear un polinomio de 

interpolación de tercer grado, el cual es una solución exacta de la 

ecuación diferencial anterior: 



v(x)= a, +a2x+a3x
2 +a,x3 

a, 

ª• 
= M(x)o. 

Donde las condiciones de borde son: 

(Ec. 1.31) 

x =O, q,=v1=a1, q2= v1' = a2 
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x = L, q3 = Vz = a1 + a2L + a3L2 + a.L3, q. = V2' = a2 + 2 

Por consiguiente: 

q, 1 o o o a, 
q¡ o 1 o o ª2 = L2 L) q, 1 L a; (Ec. 1.32) 

q. o L L2 ª• 
q = Co. 

De donde se infiere que: 

v(x)= M(x)o. = M(x)c-•q = N(x)q (Ec. 1.33) 

Donde N(x) es el vector de polinomios de interpolación, y las 

funciones de interpolación son: 
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Donde p(x) es la carga distribuida por unidad de longitud y Pm. Mk 

son las fuerzas y momentos concentrados aplicados en los nodos. 

De igual manera: 

(Ec. 1.36) 

De donde se deduce que: 

(Ec 1.37) 

Por consiguiente: 

12 6.l - 12 6L 

El 6L 4L2 
- 6L 2L2 

k ' =- (Ec. 1.38) 
L> -12-6L 12 - 6l 

6L 2L2 - 6L 4L2 

Es la matriz de rigidez de una viga. 

Existen otro tipo de vigas, las llamadas vigas - columna, las cuales 

soportan además de cargas transversales y momentos flectores, 

cargas axiales. Estas vigas tienen 3 grados de libertad por nodo, por 



2 1 

lo cual la matriz de rigidez respectiva será diferente. Dicha matriz se 

obtiene fácilmente de la inserción de los polinomios de interpolación 

{Ec. 1. 7) de los elementos tipo barra en el vector herrnitiano de las 

vigas {Ec. 1.34). Estos polinomios lineales corresponderían al primer 

y cuarto elementos del vector herrnitiano de las viga - columna, 

mientras que los polinomios de (Ec. 1.34) serían en el mismo orden, 

el segundo, tercer, quinto y sexto elementos del vector hermitiano de 

las viga - columna: 

X 

L 

2(~Y-3(~r +l 

[(~r-2(~r + ~ JL 
(Ec. 1.39) 

Estos elementos son ampliamente empleados en los pórticos. Son 

elementos restringidos a relaciones de esbeltez Ur pequeñas, es 

decir elementos en los que no hay pandeo. 

sPo i> \958 '..(, 

® 
l'()(JIZQICA DU Ul'ORAI. 

BfBL!IYl'!:CA 'G<>NZALO ZEVALLOS' 
1-'. l.M. C . P. 
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1.2.2 Pórticos bidimensionales 

Los pórticos son la unión de vigas con orientación arbitraria, por lo 

cual se requerirá el empleo de las matrices de rotación para el 

cálculo de la matriz de rigidez local: 

AE o o AE o o 
l L 

o 12EI 
L' 

6
EJ 
L2 o - 12 E'. 

L' 
6

EJ 
L2 

o El 4 El o El 
2 

El 
6- -6-

k '= 
L2 L L2 L (Ec. 1.40) 

AE o o AE o o -- -
L L 

o - 12 El 
L' 

_
6

EJ 
¿2 o 12 E: 

z: 
_

6 
El 
¿2 

o 6 
El 

2
EI o _

6
EI El 4-

L2 L Li L 

La cual se debe expresar en coordenadas globales de la siguiente 

manera: 

q'=Rq 

p'= R p 
(Ec. 1.41) 

Donde R es la matriz de rotación: 

cose sene o o o o 
- senBcosB o o o o 
o o 1 o o o 

R = o o o cose sene o 
o o 0 - senBcosB o 
o o o o o 

(Ec. 1.42) 



Por consiguiente: 

Mientras que: 

p'= k'q' 

:. R p=k' Rq 

: .p =(R 7 k ' R)q 

p = k ' q 

k " = Rr k'R 
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{Ec. 1.43) 

{Ec. 1.44) 

Donde k" es la matriz de rigidez del elemento expresada en 

coordenadas globales. 

Gracias a la estructura básica del método de elementos finitos, se 

mantienen las mismas relaciones matriciales esfuerzo - deformación 

y la forma de ensamblar la matriz de rigidez global vistas desde un 

principio. 

1.2.3 Vigas y pórticos tridimensionales 

Cuando los elementos tipo viga tienen una orientación tridimensional, 

los grados de libertad por nodo son 6. Esto implica que la dimensión 

de la matriz de rigidez será de 12 x 12, mientras que la dimensión del 
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vector de desplazamientos y del vector de fuerzas internas será de 

12 x 1. Los grados de libertad de estos últimos dos son: 

Vector de fuerzas internas: 

F,, 

FT, 

F,, 

T,, 
M,, 

p'= 
A(, 

(Ec. 1.45) 
F,2 

F,2 

F,¡ 

T,2 

M ,2 

M,2 

Vector de desplazamientos nodales: 

u, 

v, 
w, 

8,, 

8,, 

q'= 
8,, 

(Ec. 1.46) 
U¡ 

V2 

W¡ 

8,¡ 

B,2 

B,2 
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Los cuales están expresados en coordenadas locales. De igual 

manera, la relación matricial entre cargas y desplazamientos es. en 

coordenadas locales: 

p '= k 'q (Ec. 1.47) 

Donde k' es la matriz de rigidez expresada en coorde11adas locales: 

f."A o o o o o HA o o o o o 

1 
J. l. 

o 12~ o o o 6fi!.¡_ o - llhl, o o o 6 !-.'~, 
/, l.' I! /; ,,, 6 1\1, - 12 f.'/, J-;'J. 

o o 12..:+ o o o o o -67 o 
J. t.' 1: 

o o o <U 
l . 

o o o o o <lJ 
/, 

o o 

o o ¡.;1, 
- 6-;r 

/, 
o 

¡:¡ 

"'~ l . 
o o o A'I, 

67 o 2 Hl~ o 
l. 

o 64 o o o ,!i!.J. o - 6!!!.i. o o o 21:'1, 

••• l . l. t.' /, 

l.'A o o o o o HA o o o o o 
l . J. 

o - 12E... 1: o o o 6 hl. -7 o 12!1... 1: o o o - 6!],_ 
l.: 

o o FJ 
- 12-· 

I! 
o 6!:!.:.. 

J.' 
o o o 12

1
"· 1: o 6 h'/~ 

/.; 
o (Ec. 1.48) 

o o o e;.¡ 

t. 
o o o o o (iJ 

l. 
o o 

o o -6~ 
t' 

o 2!:!:. 
/, 

o o o 6 ¡.;1. 

J.' 
o • Hl. o 

l. 

o 6~ 
t! 

o o o 2!:!.... 
L 

o -6g_ 
l.' 

o o o 4 f:/. 
l. 

La matriz de rotación R para transformar las coordenadas locales a 

globales es: 
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11 m1 n, 

/ 1 m2 n2 o o o 
11 m1 n1 

11 m1 n1 

o 12 m2 n 2 o o 

R = 
/ 1 m1 n3 

11 m, n, 
(Ec. 1.49) 

o o 12 m2 n2 o 
13 m3 n3 

11 m, n, 

o o o 12 m2 ni 

/3 m3 n3 

Donde: 

11, m1, n 1 son los cosenos directores del eje local x' con respecto a los 

ejes globales x, y, z. 

12, m 2, n 2 son los cosenos directores del eje local y' con respecto a los 

ejes globales x, y , z_ 

/3, m 3, n3 son los cosenos directores del eje local z' con respecto a los 

ejes globales x , y, z . 

Los cuales están expresados en coordenadas globales por: 

I = Xz - x , 
• L 
m = Y2 - y , 

• L 
(Ec. 1.50) 

z2 - z1 n. =-- -' L 

r • 
- ..-. 
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Otra forma de determinar la matriz de rotación es rotando los ejes 

globales hasta hacerlos coincidir con los ejes locales del elemento. 

Primero se rota un ángulo ~ alrededor del eje "y" hasta que el eje "x" 

global coincide con el eje x' local proyectado sobre el plano xz: 

(Figura 1.4) 

z 

x' 

[

cos/J 

R,. (/3) = O 
- sen /3 

(Ec. 1.51 ) 

Luego, se rota un ángulo y alrededor del eje global "z" (rotado 

anteriormente en el mismo plano xz). El eje "z" global sigue 

permaneciendo paralelo al plano xz, mientras que el eje "x" global 

(rotado en el paso anterior) coincide con el eje x' local: 

(Figura 1.5) 

X 

[

COSY 

R,(r)= -s~nr seny O~] 
cosy 

o 
(Ec. 1.52) 
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Estas dos rotaciones pueden ser combinadas en una tercera rotación 

única: 

(Ec. 1.53) 

Después de la última rotación, el eje "y" rotado tiene una proyección 

en la dirección positiva del eje global "y" original. Nótese que el 

plano que forman los ejes globales "X' e "y" rotados sigue siendo un 

plano vertical. En la gran mayoría de ocasiones esto es suficiente, 

pues éste plano suele ser un plano principal de la sección. 

En otros casos, en los que la sección del elemento está rotada con 

respecto al eje local x' (el eje local z' no es paralelo al plano xz.), se 

vuelve necesario rotar un ángulo a alrededor del eje local x' con el fin 

de alinear los ejes principales de la sección con los ejes globales. 

Por consiguiente: 

R,(a) = O cosa sena 
[

I O O l 
(Ec. 1.54) 

O - sena cosa 

R, = R,(a) R,
1 
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Esta matriz de rotación se la emplea también para transformar las 

componentes de fuerzas según los ejes locales a componentes 

según los ejes globales (igual sucede con los desplazamientos): 

f = R f ' • • (Ec. 1.55) 
q = R q' 

1.3 Resolución del Sistema de Ecuaciones de Equilibrio Estático 

Para resolver el sistema de ecuaciones F = K Q, se deben seguir los 

siguientes pasos en orden estricto: 

• Primero se ensambla la matriz de rigidez global K y el vector 

global de fuerzas externas F. 

• Luego se aplican las condiciones de borde y se separan las 

ecuaciones correspondientes a los grados de libertad no restringidos, 

para con estos y las fuerzas externas determinar por un método 

iterativo los desplazamientos nodales. 

• Luego, se encuentran las fuerzas internas de los elementos 

usando la conectividad y los desplazamientos encontrados en el 

paso anterior. 

• Finalmente, se encuentran las fuerzas en los apoyos mediante: 

F = KQ-F, (Ec. 1.56) 

1.4 Elementos Sólidos Triangulares Sometidos a Esfuerzos Planos 
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Para este tipo de elementos, se emplea la misma ecuación matricial 

de equilibrio F = K Q , empleando los mismos pasos descritos 

anteriormente. Considérese ahora el elemento sólido triangular:· 

k 

Fig. 1.6 Esquema de elemento sólido triangular 

Donde los desplazamientos nodales están dados por los vectores: 

-{u•} (Ec. 1 57) 
ª• - v. 

··=!::! 
Las fuerzas nodales están dadas. en cambio, por los vectores: 

U; 

v. 
f ' = U; 

V; 
(Ec. 1.58) 

u, 
lv. 
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En cambio, para obtener el vector de campo de deformaciones 

unitarias e, se relaciona a esta con el vector campo de deformaciones 

mediante: 

2 = B a' (Ec. 1.64) 

.. 

Donde: 

[' b, h. o o 
º •. l B =-

1
- O o o ª· a, (Ec. 1.65) 

2A 

ª· a, ª• b, b, b. 

Los esfuerzos a los que está sometido el elemento están dados por 

la ecuación matricial: 

a = D(t-c0 )+a0 (Ec. 1.66) 

Donde: 

o o 

o 
o 
1-v 

2 

(Ec. 1 67) 

(Ec. 1.68) 
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Donde O es la matriz de la ley constitutiva, E es el módulo de Young 

y v es el módulo de Poisson. 

Para encontrar la relación entre las fuerzas aplicadas y los 

desplazamientos nodales están dadas por: 

Donde: 

k'a'= q'-f' 

k' = Jffv B'D Bdv 

=Br .DB t A 

(Ec. 1.69) 

(Ec. 1. 70) 

Donde la primera integral de la (Ec. 1. 72) representa a las fuerzas de 

cuerpo, y la segunda integral representa a las fuerzas nodales de 

tracción: 

b, 

by 

tA b, 
(Ec. 1.73) q ~1crpq = 7 b, J 

b, 

b, 



f..x 

f y 

!,_, 
f,.y 

/,_,J 
f k.y 
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(Ec. 1.74) 

Para transformar la matriz de rigidez de coordenadas locales a 

coordenadas globales, se emplea la matriz de transformación T: 

K = T r k . T (Ec 1.75) 

Donde: 

cosB sin B o o o o 
-sinBcosB o o o o 

o o cosB sinB o o 
(Ec. 1.76) T = o o -sin B cosB o o 

o o o o cosB sin B 
o o o o -sin O cosB 

El método que se emplea para resolver la ecuación matricial de 

equil ibrio de este tipo de elementos es el mismo que se emplea en 

todos los problemas de elementos finitos, de ahí la simplicidad del 

método. 
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CAPITULO 2 

2. ANALISIS DINAMICO EMPLEANDO EL METODO DE ELEMENTOS 

FINITOS 

En la resolución de problemas dinámicos (vibraciones) de estructuras 

mecánicas o cuerpos sólidos empleando el método de elementos finitos. 

se sigue la misma lista de pasos y procedimientos vistos en el inicio del 

capitulo anterior. Igualmente, se toma en cuenta la correcta 

discretización, la cual se vuelve aún más importante en el caso que 

compete a este capítulo, pues pequeñas variaciones pueden alterar 

significativamente los resultados. 

En este capítulo se presentan varios métodos de resolución de 

problemas dinámicos, uno de los cuales será empleado en el programa 

de computadora motivo de esta tesis: 

......... ¡. ..... 

l'Olr.""..x:t -· .... ~.!J. 
i.:BLl07? _, \ .w 

t: ¡~ ~- 1 . 
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2.1 El Sistema Masa - Resorte - Amortiguador 

Sea un elemento estructural (barra, viga o elemento sólido) con una 

matriz de rigidez K. de densidad p y que ofrece un amortiguamiento e 

(veremos posteriormente cómo se determina la matriz de 

amortiguamiento C): 

e 

K 

Recordando el principio de Hamilton: 

12 

f(T - V)dt =0 (Ec. 2.1) ,, 

Donde Tes la energía cinética del sistema, V es la energía potencial 

de las fuerzas aplicadas y t es el tiempo. Empleando q; como las 

coordenadas generalizadas y asumiendo que son independientes, 

las ecuaciones de Euler - Lagrange se transforman en las 

ecuaciones de Lagrange de movimiento, dadas a continuación en 

términos del Lagrangiano L = T - V: 

:i [ :~J-~ = O (Ec. 2.2} 

Para i = 1, 2, ... , n. 
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:JlL . 

Para desarrollar el principio de Hamilton. se emplea el principio de 

D'Alembert, el cual parte de la cuarta ley de Newton, escrita en la 

siguiente manera: 

F - ma = O (Ec. 2 3) 

Donde el vector - ma es considerado una fuerza. Esta ecuación tiene 

una forma similar a las empleadas en estática. Para un elemento 

continuo y deformable, la fuerza inercial según el principio de 

D'Alembert es - p d
2

~ y es una fuerza distribuida en todo el cuerpo. 
dt 

Si B es una fuerza distribuida por todo el cuerpo (densidad), y Tes 

una fuerza externa puntual, entonces: 

(Ec. 2.4) 

Si el vector de desplazamientos u tiene tres componentes, entonces: 

(Ec. 2.5) 
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Con lo cual se puede expresar la ecuación (Ec. 2.4) en forma 

matricial. reordenando: 

-fJJpal üdv+ fJJa{ bdv+~f a{TdA= Jfjc.t' crdv (Ec. 2.6) 

.. 
Si incluimos la disipación de energía, se puede considerar a ésta 

como: 

Donde {f} es la fuerza de disipación por unidad de volumen. Para el 

caso de amortiguamiento viscoso, ésta fuerza es proporcional a la 

velocidad, por lo cual se puede expresar como: 

f = cú (Ec. 2.8) 

Si ahora se discretiza el cuerpo en pequeños elementos finitos, y si 

{u} es expresado en términos de desplazamientos nodales y 

funciones de interpolación, de manera que u = N u. De esta forma, 

se expresa e = 8 a y a= O e. 

Empleando en la ecuación (Ec. 2.6) la expresión del amortiguamiento 

viscoso y los vectores de desplazamiento y fuerzas externas, se 

obtiene la expresión: 



- Jff pal Nr ü dv+ Jff &1
' Nr bdv+qf &r N7 T dA 

(Ec. 2.9) 
- Jfjal N1 c N údv= JfJ&r Br DBu dv 

La cual se puede reescribir de la siguiente manera: 

Donde: 

& ' (M ü + Cú + K u)=&' q 

M = fJfpN 1 Ndv 

C= fJf c N' N dv 

K = fJfB' DBudv 

q = ffJN" b dv+<Íf N7 T dA 

(Ec. 2. 10) 

(Ec. 2.11) 
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Son las matrices de masa, amortiguamiento, rigidez y el vector de 

cargas externas, respectivamente. Se elimina el término {oa}T de la 

ecuación (Ec. 2.10) para simplificarla: 

M ü+ Cú + K u =q (Ec. 2.12) 

Que es la ecuación básica del movimiento de un elemento. 

Cuando se comparan las matrices M y C, se nota que cuando e y p 

son constantes, lo cual ocurre en la mayoría de los casos. estas dos 

matrices son proporcionales, de manera que: 



e 
C = -M = aM 

p 
(Ec. 2.13) 

Donde a es un valor obtenido experimentalmente. 

2.2 Vibraciones Libres, Cálculo de Valores y Vectores Propios 
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Si se considera el caso del movimiento armónico no amortiguado, sin 

fuerzas de amortiguamiento (disipación) y sin cargas externas que 

realicen un trabajo. la ecuación (Ec. 2.12) se podría reescribir de la 

forma: 

Mü+ Ku = O (Ec. 2.14) 

La cual es la ecuación global de vibraciones libres. Si se asume una 

solución para u de la forma: 

(Ec. 2.15) 

Donde a es un vector de elementos constantes llamado el vector 

modal y w es una frecuencia natural. Sustituyendo esta solución en 

la ecuación (Ec. 2.14), se tiene: 

(K - &2M )a = O (Ec. 2.16) 



El cual es un problema de valores y vectores propios. Si se busca 

una solución no trivial de a, es necesario que la determinante de los 

coeficientes de a sea cero para la ecuación reducida, la cual incluye 

las condiciones de borde del sistema. Esto implica que: 

(Ec. 2 17) 

Debe tomarse en cuenta que la resolución de esta ecuación no es 

confiable y eficiente para sistemas de gran magnitud. En estos 

casos se modifica la ecuación (Ec. 2.16) para quedar de la forma: 

Por lo cual la ecuación (Ec. 2.15) se transforma en: 

(Ec. 2.19) 

Ecuación que resulta mucho más simple de resolver. Cabe recordar 

que se está aplicando la ecuación reducida. Para obtención de esta 

ecuación reducida se aplican los valores de las condiciones de borde 

a la matriz de masa. La forma como se lo hace es haciendo cero las 

filas y columnas de la matriz de masa correspondientes a los grados 

de libertad restringidos. Esto provoca que aparezcan n valores 

propios "artificiales" de valor cero al resolver el sistema, siendo n el 

número de grados de libertad restringidos. Estos valores cero no 
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representan una frecuencia natural del sistema, sino únicamente que 

el sistema tiene nodos restringidos. 

Cabe anotar que en la simulación dinámica de una estructura se 

emplea la misma matriz de masa restringida. 

2.3 El Método de Newmark 

Recordemos la ecuación de movimiento: 

M ü+C ú +K u = q (Ec. 2.12) 

El problema de valor inicial (Ec. 2.12) consiste en encontrar un 

desplazamiento d = d{t) que satisfaga las condiciones iniciales: 

u(O) = u0 

ú(O)= v0 

(Ec. 2.20) 

Uno de los métodos más empleados en la resolución de la ecuación 

(Ec. 2.12) es la familia de métodos de Newmark, la cual consiste en 

las siguientes ecuaciones básicas, que son modificadas dependiendo 

del método específico que se emplea: 

M a .. , +C v •• , +K d •• ,= F,,., 
2 

d,,., =d,, + ivv.+ ó~ [(1- 2,B)a. +2,B a •• 1 ] 

V _.1 =V n + Ó/ ((1 - 1) a.+ 1 a .. ,] 

(Ec. 2.21) 
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Donde d n, Vn, a n son las aproximaciones de Un, Ún. Ün, 

respectivamente. La primera ecuación corresponde a la ecuación de 

movimiento expresada en función de las soluciones aproximadas. y 

las dos siguientes corresponden a fórmulas de diferencia finita que 

describen ta evolución de la solución aproximada. Los parámetros (J 

e y determinan la exactitud y estabilidad del método empleado. 

El análisis de la convergencia de la familia de métodos de Newmark 

comprende varios pasos: 

• Reducción a un modelo de grados de libertad simples. 

• Definición de una noción de estabi lidad aceptable. 

• Determinación del error local de truncado. 

• Empleo de las dos últimas condiciones para demostrar la 

estabilidad del sistema. 

Algunas condiciones de la forma de C deben ser asumidas, por 

ejemplo, el amortiguamiento de Rayleigh: 

C =a M +b K (Ec.2.22) 

Lo cual permite encontrar el radio de amortiguamiento: 
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(Ec 223) 

El problema de grados de libertad simples puede ser redefinido 

como: 

Y n+I =A Y n +L. (Ec. 2.24) 

Donde A es la matriz de amplificación y: 

Y. ={~:} (Ec. 2.25) 

Las ecuaciones diferenciales como (Ec. 2.24) son comúnmente 

conocidas como métodos multivalores de un paso, siendo el número 

de valores igual a la dimensión del vector y, el cual en el presente 

caso es 2 (desplazamiento y velocidad). 

El siguiente es un sumario de condiciones de estabilidad para el 

método de Newmark: 

• Estabilidad incondicional: 

(Ec. 2.26) 

. 
• Estabilidad condicional: 



Donde: 

1 
r~2 

fJ< r_ 
2 

(J) h t:.1 s n ,.,,, 
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(Ec. 2.27) 

(Ec. 2.28) 

Es la frecuencia crítica de muestra. Las condiciones de estabilidad 

deben ser satisfechas para cada modo de vibración en el sistema. 

Por consiguiente, la máxima frecuencia natural de vibración, al , 
·~ 

puede ser limitada por la frecuencia máxima de los elementos 

individuales. Note que si y = Yz el amortiguamiento viscoso no tiene 

efecto sobre la estabilidad. Es más, cuando y > Yz el efecto del 

amortiguamiento viscoso es de incrementar el tiempo crítico de 

iteración para los métodos de Newmark de estabilidad condicionada. 

Por lo tanto, el valor de la frecuencia crítica de un sistema sin 

amortiguamiento sirve como un valor conservativo cuando un valor 

estimado del amortiguamiento modal no está disponible, esta 

frecuencia es: 
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n,,,, = ~ - fJ (Ec. 2.29) 

En la práctica, es mucho más conveniente expresar (Ec. 2.27) en 

función del periodo de vibración: T = 211' I (!), en cuyo caso el intervalo 

de iteración debe cumplir con: 

(Ec 2.30) 

2.4 Análisis Modal 

En este método, con los vectores propios de la Ec. (2.16) se pueden 

separar las ecuaciones de manera que se tiene una cantidad "n" de 

ecuaciones diferenciales de movimiento (una para cada nodo). Se 

reescribe la ecuación general de movimiento de la siguiente manera: 

Ma + Cá +Ka=q (Ec. 2.34) 

Se asume que la solución de esta ecuación puede ser escrita como 

la combinación lineal de los n vectores propios, multiplicados cada 

uno de ellos por una función del tiempo, denotada por ;\;(t). Por 

consiguiente: 

a= Á A(t) (Ec. 2.35) 
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r 
Donde A es la matriz de vectores propios. Ahora se debe determinar 

la función A(t) para el caso de vibraciones amortiguadas y forzadas. 

Reemplazemos a de la (Ec. 2.35) en la (Ec. 2.34), premultiplicando 

por Ar: 

(Ec. 2.36) 

Esta ecuación puede ser reescrita como: 

(Ec. 2.37) 

Debido a que los vectores propios son ortogonales, las matrices M·, 

e· y K. serán diagonales. Por consiguiente, la (Ec. 2.37) 

representará a un grupo de "n" ecuaciones separadas. Estas "n" 

ecuaciones serán: 

m; /l.1+C; A.1+k1A.1- q, =0 (Ec. 2.38) 

Para los i = 1, 2,. .. , n grados de libertad del sistema analizado. Si se 

desea simplificar más la ecuación, se pueden normalizar los modos, 

de manera que m¡ = 1. Además, se puede expresar e; de la forma: 

(Ec. 2.39) 
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Donde e'; es el valor critico de ta relación de amortiguamiento. Otra 

simplificación se obtiene por: 

(l)} m¡ = k, 

(J),z = k, 
(Ec. 2.40) 

Por ccnsiguiente, la Ec. (2.38) se reescribe: 

(Ec. 2.41) 

Esta ecuación diferencial se puede resolver por un método 

tradicional. Cabe destacar que la solución de A; está dada por la 

integral de Duhamel: 

, 
A

1 
== fq, e-•·, .';(,_,)sin(t-r)dr 

o 
(Ec. 2.42) 

Por lo tanto, se tiene una solución disponible para la respuesta 

dinámica de un sistema sometido a cargas dinámicas y 

amortiguamiento. En la práctica, generalmente se estiman 

solamente las respuestas máximas para cada modo, y se fonnula 

una combinación lineal de estos resultados para obtener la respuesta 

deseada. Finalmente, la técnica de superposición de modos sólo es 

válida para problemas lineales, en los cuales las matrices M y K no 

dependen de la variable dependiente a. 
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CAPITULO 3 

3. IMPLEMENTACION DE UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA 

EL ANALISIS EST ATICO Y DINAMICO DE ESTRUCTURAS 

RETICULARES PLANAS Y CUERPOS SOLIDOS SOMETIDOS A 

ESFUERZOS PLANOS 

3.1 Selección del Método Para Análisis Dinámico 

El método que se desea emplear para el análisis dinámico debe 

cumplir con dos condiciones: 

• Cálculo simple, con la menor cantidad de parámetros, o 

parámetros con relaciones de dependencia de otro. 

• Estabifidad incondicional para eliminar desviaciones en los 

resultados aproximados debido a limitaciones intrínsecas del método. 

El método que se selecciona para su posterior implementación es el 

método de "análisis modal". Se selecciona este método por su 

simpleza, pues es un método de cálculo simple que no requiere 
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mayor conocimiento matemático al separar las ecuaciones de cada 

grado de libertad activo. Cabe destacar que la gran mayoría de 

programas comerciales emplean métodos sencillos de integración en 

el tiempo, pues los programadores buscan algoritmos que no 

empleen largos tiempos de cálculo. 

Descripción General de los Programas desarrollados: 

Los programas que se han desarrollado analizan estructuras 

reticulares tipo armadura y pórtico, así como cuerpos sometidos a 

esfuerzos planos. Estos programas se dividen en dos partes 

claramente diferenciadas: análisis estático y análisis dinámico. En el 

análisis estático se obtienen las deformaciones nodales y las fuerzas 

internas en los nodos y las fuerzas externas de los apoyos. En el 

análisis dinámico se obtienen en cambio las frecuencias naturales 

correspondientes a los modos de vibración, la respuesta dinámica del 

sistema ante una carga tipo escalón de igual magnitud a la aplicada 

en el análisis estático, y se grafican los modos de vibración del 

sistema. 

La forma en que se ingresan los datos de entrada es en forma 

manual. Las variables que se deben ingresar están en el primer 

bloque de los programas, a continuación de las instrucciones de 
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cómo se deben ingresar las mismas (es decir, su formato). Luego 

del bloque de ingreso de las variables de entrada se tiene el bloque 

de cálculos correspondientes al análisis estático. Posteriormente a 

este, se tiene el bloque de cálculos correspondientes al análisis 

dinámico. Los resultados se muestran de dos maneras: los 

resultados numéricos en la ventana de comandos de Matlab® y los 

resultados gráficos en ventanas gráficas. 

Los programas desarrollados son los siguientes: 

• armadura.m: analiza una estructura bidimensional tipo 

armadura. 

• portico.m: analiza una estructura bidimensional tipo pórtico. 

• port3d1.m y port3d2.m: analizan dos estructuras diferentes 

tipo pórtico tridimensionales. 

• eplano.m: analiza un cuerpo sometido a esfuerzos planos 

(uniformes a lo largo de su espezor y sin componentes 

tridimensionales). 

3.2 Diagrama de Bloques del Programa 

A continuación se presenta un diagrama de bloques con las 

operaciones fundamentales que de.be rea lizar el programa y en el 

orden que debe realizarlas: 
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Ingreso de datos de enltada: 
- CondiciQoes de borde e iniciales 
- Propiedades del material 
- Propiedades geométncas 
- Conectividad 

• 
Generación de malla. matriz de 
rigidez y matriz de masa 

Análisis estático Anális is d inámico 
• 

Cálculo de frecuencias naturales e 
intervalo crítico 

• 
Cálculo de desplazamientos 
nodales con caraas estáticas 

1 
Cálculo de valores iniciales de 
aceleración. velocidad y 
desplazamiento del método con las 
condiciones iniciales y de borde 

Cálculo de fuerzas nodales 
{intemas) 

Iteración de valores de 
desplazamiento. velocidad y 
aceleración para cada intervalo de 
tiempo 

Cálculo de fuerzas en apoyos 

Cálculo de fuerois nodales 
dinámicas 

Mostrar valores de variables de 
salida 

Figura 3.1 Diagrama de bloques del programa 
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CAPITULO 4 

4. EJEMPLOS DE APLICACIÓN DE LOS PROGRAMAS 

DESARROLLADOS 

Con el objetivo tanto de determinar la confiabilidad numérica como de 

presentar la forma en que se utilizan los programas desarrollados, se los 

probó con el análisis de varios ejemplos prácticos. En el análisis estático 

se asume que la carga introducida es estática, mientras que durante el 

análisis dinámico se asume que la carga es tipo escalón (aplicada 

abruptamente). 

4.1 Análisis Estático y Dinámico de Pórticos Bidimensionales 

Ejemplo1: 

El primer ejemplo corresponde a una estructura bidimensional tipo 

armadura, el cual se encuentra en el archivo armadura.m (ver 

apéndice A, página 72). La figura 4.1 corresponde al esquema de la 
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estructura planteada los extremos están fijos horizontal y 

verticalmente y se aplica una carga de 800 Kgf en sentido vertical en 

el nodo indicado en el gráfico. El material de la estructura es acero 

SAE1010 (E==200 GPa, p==Be6 Kg/m3) , y el perfil empleado en todos 

los elementos es el IPE 200 (A==2848 mm2) . 

10 ? 

2 

11 13 

4 

12 

Fig. 4.1 Esquema de la estructura del ejemplo 1 

Los datos que se ingresan al programa son Jos siguientes: 

• Coordenadas de los nodos (variable N): 

N-[l O O; 
2 6000 O; 
3 6000 6000; 
4 12000 O; 
5 12000 6000; 
6 18000 O; 
7 18000 6000; 
8 24000 CJ; 

• Matriz de conectividad (variable Cons): 

Cons-r1 1 
2 1 3; 
3 2 3 ; 
4 2 ~ ; 
s 2 5 ; 
6 3 5 ; 
7 1 5 ; 
8 4 6; 
9 5 6; 
10 5 7; 
11 6 7 ; 
12 6 8 ; 
13 7 8 J; 

2; 



• Matriz de condiciónes de borde (variable be): 

bc=(l O; 
2 O; 
15 O; 
16 01 ; 

• Carga aplicada (variable carga): 

carga (4•2- 1 : 4*2 , lJ = [O -aoo~10001 '; 
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Los resultados que se obtienen del análisis estático son los 

siguientes: 

Máxima fuerza axial en tensión: 800000 Kg mmts•, elemento 8 

Máxima fuerza axial en -569590 Kg mm/s', elemento 
compresión: 13 
Desplazamiento nodal máximo: -0.0428 mm, nodo 4, sentido 

vertical 
Gr61ieo' dil 13 Mt:uctura s111 dtíomuoon y con de&rm;:ián f:llt <-•;a' .1plic.1d.1:; 

'""' 
IOXX) 

Fig. 4.2 Deformaciones estáticas de estructura tipo armadura 

Mientras que del análisis dinámico se obtiene una frecuencia natural 

de 193 Hz, correspondiente al primer modo de vibración. 



12000 

10::00 
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Sim.Aacióti da 1 modo na1ural d.e 'o'ibración, ~ 193.171 fü 
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' i 

' " 
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Fig. 4.3 Perfil de modo de vibración de estructura tipo armadura 

Ejemplo 2: 

El segundo ejemplo corresponde a una estructura bidimensional tipo 

pórtico, el cual se encuentra en el archivo portico.m (ver apéndice B, 

pág. 82). La figura 4.2 corresponde al esquema de la estructura 

planteada. Los nodos correspondientes a los apoyos están 

empotrados y se aplica una carga de 150 Kgf en sentido horizontal 

en el nodo indicado en el gráfico. El material de la estructura es 

acero SAE1010 (E=200 GPa, p=8e6 Kg/m3>, y el perfil empleado en 

los elementos es el HE 140 A (A=3142 mm2
, 1=1033e4 mm4

). 
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Fig. 4.4 Esquema de la estructura del ejemplo 2 

Los datos que se ingresan al programa son los siguientes: 

• Coordenadas de los nodos (variable N 1 }: 

Nl•[l O O; 
2 o 3000 ; 
3 3000 3000; 
4 3000 O; 
5 6000 3000; 
6 6000 o 1; 

• Matriz de conectividad (variable Cons1): 

Consl•(l 1 2 ; 
2 2 3 ; 
3 3 4; 
4 3 5 ; 
5 5 6); 

• Matriz de condiciones de borde (variable be}: 

bc•[l O; 
2 O; 
3 O; 
10 O; 
11 O; 
12 O; 
16 O; 
17 O; 
18 OJ ; 

• Carga aplicada (variable carga1}: 

cargal (2 ,: ) p[lSOOOO O OJ; 
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Los resultados que se obtienen del análisis estático son los 

siguientes: 
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Máxima fuerza axial en tensión: 32782 Kg mm/s , elemento 1 
Máxima fuerza axial en -1 04600 Kg mm/s , elemento 2 
com resión: 
Fuerza cortante máxima: -59400 K mm/s . elemento 3 
Momento flector máximo: 93500 K mm /s . elemento 3 
Desplazamiento nodal máximo: -0.0753 mm, nodo 2, sentido 

horizontal 
Rotación nodal máxima: -3.569 e-5 radianes, nodo 3 

CriflOOt 4t la nt111C!mt jon dtíOtm•C:tOn y con dttcw'mkt6n por ur¡n .,roe"°"' 

-f 
3XC'--·- - ---------------

I ' ' =n J 1 ., 
=1 

~ ¡!O)! 

1 
""' r 

' ""t 
1 

O• 

Fig. 4.5 Deformaciones estáticas de estructura tipo pórtico 

Mientras que del análisis dinámico se obtiene una frecuencia natural 

de 150 Hz, correspondiente al primer modo de vibración. 

: f ---·­
=~ 
-f 
'""'. 
"'" l 

----¡- --

:¡....___ ~~ 
a 1oo:i ~ xm .tllll $'.O) ro:o 

Fig. 4.6 Perfil de modo de vibración de estructura tipo pórtico 



60 

Ejemplo 3: 

El tercer ejemplo corresponde a una estructura tridimensional tipo 

pórtico. el ejemplo se encuentra desarrollado en el programa 

port3d1.m que se encuentra en el disco adjunto. Los apoyos de la 

estructura están fijos horizontal y verticalmente, pero pueden rotar 

libremente. Se aplican dos cargas de 7.5 y 12 KN en los nodos 

indicados en la figura 4.3. El material de la estructura es acero SAE 

1010 (E=200 Gpa, G=80 Gpa). Los elementos tienen un área 

transversal A=1900 mm2
, l,=324e4 mm4

, ly=5260e4 mm4
, J=5584e4 

mm4
• 

í 

..i--+--711 
i 
1 

-' ,,. _,., 

Fig. 4.7 Esquema de la estructura del ejemplo 3 

En el apéndice G (pág. 11.4) se adjunta el gráfico con la numeración 

de la malla de la estructura planteada. 

Los datos que se ingresan al programa son los siguientes: 

• Coordenadas de los nodos: 

N•(l O O O: 
2 O 3000 O; 
3 3000 300 0 O; 
4 3000 O O; 
s o o 3000; 



6 o 3000 3000; 
7 3000 3000 3000; 
8 3000 o 3000; 
9 o o 6000; 
10 o 3000 6000; 
11 3000 3000 6000; 
12 3000 o 6000) ; 

• Matriz de conectividad: 

Cons• (l l 5; 
2 2 6 ; 
3 3 7 ; 
4 4 8 ; 
5 5 6; 
6 6 7 ; 
7 7 8 ; 
8 a 5: 
9 ~ 9; 
10 6 10 ; 
11 7 ll ; 
12 a 12; 
13 9 10 ; 
¡q 10 ll , 
15 11 12; 
16 t2 9) ; 

• Matriz de condiciones de borde: 

bc•{l O; 
2 O; 
3 O; 
7 O; 
8 O; 
9 O; 
13 O; 
14 O; 
15 O; 
19 O; 
20 O; 
21 0) ; 

• Cargas aplicadas 

car9a(5• 6-5 : 5• 6, 1J •fl 2000 O O O O O) '; 
ca r9a(l2 ' 6-5 :12• 6, 1) • [7500 O O O O 0] ' ; 

Los resultados que se obtienen son los siguientes: 
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rot.m:C'llCA DU UTOIW. 
31BLIOíECA 'GO~ZALO ?El'ALLO> 

P. l.M .f: . !~ 

· Máxima fuerza axial en tensión: 15027 Kg mm/s', elemento 2 
Máxima fuerza axial en -15027 Kg mm/s', elemento 3 
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compresión: 
Fuerza cortante máxima: 
Momento flector máximo: 
Momento de torsión máximo: 
Desplazamiento nodal máximo: 14.671 mm, nodo 12, sentido 

horizontal 
Rotación nodal máxima: 5.1 e-6 radianes, nodo 1 

o- .- .. .-..--f-- ... -·-
- 1· 
-~: ~- .. . 
- ¡' , .... 
:1 ·· .. 

1 

i 
• .. : ·~. 

., -_ .. 
·- ..... - 1000 • • 

.-·' -... 

Fig. 4.8 Deformaciones estáticas de estructura tipo pórtico 

Ejemplo 4: 

Este ejemplo es similar al anterior y se encuentra en el programa 

port3d2.m en el disco adjunto. Los apoyos de la estructura están fijos 

horizontal y verticalmente, pero pueden rotar libremente. Se aplican 

dos cargas de 4.5 y 45 KN en los nodos indicados en la figura 4.4. ). 

Los elementos tienen un área transversal A=1900 mm2
, lx=324e4 

mm4 1 =5260e4 mm4 J=5584e4 mm4
• El material de la estructura 

' y ' 

es acero SAE 1010 (E=200 Gpa, G=80 Gpa). 



En el apéndice H (pág. 115) se adjunta el gráfico con la numeración 

Fig. 4.9 Esquema de la estructura del ejemplo 4 

de la malla de la estructura planteada. 

Los datos que se ingresan al programa son los siguientes: 

• Coordenadas de los nodos: 

N• [ l O O O; 
2 O 5000 O: 
3 5000 5000 O; 
4 5000 O O; 
5 1550 1550 2500; 
6 1550 3450 2500; 
7 3450 3450 2500; 
8 3450 1550 2500; 
9 1550 1550 5000; 
10 3450 1550 5000) ; 

• Matriz de conectividad: 

Cons•[l l 5; 
2 l 6; 
3 l 8: 
4 2 5; 
5 2 6; 
6 2 7; 
7 3 6; 
8 3 7; 
9 3 8 ; 
10 4 S; 
ll 4 7; 
12 4 8; 
13 5 6; 
14 6 7; 
15 7 8; 
16 8 5; 
17 5 9; 
18 5 10 ; 
19 6 9; 
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20 6 10 ; 
21 7 9; 
22 7 10 ; 
23 8 9; 
24 8 10; 
25 9 iO ; l ; 

• Matriz de condiciones de borde: 

bc•( l O; 
2 O; 
3 O; 
7 O; 
8 O; 
9 0; 
13 O; 
14 O; 
15 O; 
19 O; 
20 O; 
21 O); 

• Cargas aplicadas: 

c.irgat5•6.-5 : 5 • 6, l)= [-2300 O O O O O) '; 
carga(6*6-5 : 6 • 6, l)•(-2300 O O O O O) ': 
corga(9*6-5 : 9 "6, l )=[-45 00 -4500 -23000 O O 0) '; 
corga(l0*6-5 :10* 6,l)•(O -45 00 - 23000 O O O) '; 

Los resultados que se obtienen son los siguientes: 

Máxima fuerza axial en tensión: 7596 K mm/s , elemento 8 
Máxima fuerza axial en -23923 Kg mm/s . elemento 1 
com resión: 
Fuerza cortante máxima: 
Momento flector máximo: 
Momento de torsión máximo: 
Desplazamiento nodal máximo: 

Rotación nodal máxima: 
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Fig. 4.1 O Deformaciones estáticas de estructura tipo pórtico 

4.2 Análisis Estático y Dinámico de Elementos Sólidos Triangulares 

Ejemplo 5: 

El quinto ejemplo corresponde a un cuerpo sólido sometido a 

esfuerzos planos, el cual se encuentra en el archivo eplano.m (ver 

apéndice C, pág. 95). El cuerpo consiste en un prisma rectangular 

de 0.2 mm de espesor y 0.3 mm de ancho por 0.15 mm de alto, con 

una fuerza concentrada de 15 Kgf en el centro de su lado superior, 

como lo indica la figura 4.11. El material del cuerpo es acero SAE 

1010 (E=200 GPa, v=0.28). El objetivo de este ejemplo es hacer un 

análisis estático y observar los contornos de los esfuerzos de 

Boussinesq. Los nodos del borde inferior están restringidos en 
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sentido vertical, y el nodo central del mismo está restringido 

horizontalmente. 

Fig. 4.11 Esquema del cuerpo del ejemplo 5 

Los datos que se ingresan al programa son los siguientes: 

. • Coordenadas de los nodos (variable N): 

N• (l 0 0 . 15; 
2 o.os 0 . 15 ; 
3 0 . 1 0 . 15 ; 
4 0 . 15 0 . 15; 
5 0 . 2 0 . 15; 
6 0 . 25 0 . 15 ; 
7 0 . 3 0 .15; 
e o 0.1; 
9 o.os 0 .1; 
10 0.1 0 .l; 
11 o. is 0.1; 
12 0 . 2 0.1 ; 
13 0 . 25 0.1 ; 
14 0 . 3 0.1; 
lS O O. OS; 
16 O. Os O. OS; 
17 0 . 1 O. OS; 
18 0 . lS O. OS; 
19 0 .2 O. OS; 
20 0 .25 O.OS; 
21 0.3 O. OS; 
22 O O; 
23 O. OS O; 
24 0 .1 O; 
25 0.15 O; 
26 0.2 O; 
27 0.25 O; 
280 . JOJ ; 

• Matriz de conectividad (variable Cons): 

Cons•(l 1 2 8; 
2 2 e 9 : 
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3 2 3 9 ; 
4 3 9 10; 
5 3 4 10 ; 
6 1 10 ll ; 
7 4 s ll ; 
8 5 ll 12 ; 
9 5 6 12 ; 
10 6 12 13; 
11 6 7 13; 
12 7 13 14; 
13 8 9 15; 
14 9 15 16; 
15 9 10 16; 
16 10 16 17 ; 
17 10 11 17 ; 
18 11 17 18; 
19 11 12 18 ; 
20 12 18 19; 
21 12 13 19; 
2Z 13 19 20; 
23 13 14 20 ; 
24 14 20 21; 
25 15 16 22; 
26 16 22 23 ; 
27 16 17 23; 
28 17 23 24 ; 
29 17 18 24 ; 
30 18 24 25; 
3l 18 19 25; 
32 19 25 26; 
33 19 20 26; 
34 20 26 27; 
35 20 21 27 ' 
36 21 27 28) ; 

Matriz de condiciones de borde (variable be): 

bc•( 49 O; 
4 4 O; 
46 O; 
48 O; 
50 O; 
52 O; 
54 O; 
56 OJ ; 

• Carga aplicada (variable carga): 

c.:irqal(4 , : )-(O - 15000}; 
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El contorno de esfuerzos que se desea graficar en este ejemplo es el 

de Van Mises, pues este esfuerzo es empleado en el diseño de 

componentes fabricados con materiales dúctiles debido a que 

representa tanto la acción del esfuerzo normal como del esfuerzo 

cortante. .. 

Los resultados que se obtienen son los siguientes: 

Esfuerzo de Van Mises máximo: 65, 1 MPa, nodo 4 
Deformación unitaria máxima: -0.0051 mm/mm, elemento 6 
Máxima deformación an ular: 0.0060 radianes, elemento 6 

o o.os 0.1 0. 15 02 0.25 03 

Fig. 4.12 Deformaciones estáticas de cuerpo sólido sometido a 
esfuerzos planos 



... 
Fig. 4.1 3 Contorno de esfuerzos de Von Mises de cuerpo sólido 

sometido a esfuerzos planos 
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En el contorno de esfuerzos mostrado se puede visualizar. en cierta 

medida debido al poco número de elementos de la malla, los 

llamados círculos de Boussinesq, los cuales son concéntricos con 

respecto al punto de aplicación de la carga, punto en el cual los 

esfuerzos son máximos. Si se aumenta el número de elementos en 

la malla, especialmente en la zona de mayor concentración de 

esfuerzos, ·se podría observar de mejor manera los circulas de 

Boussinesq. 

Adicionalmente, se calcula la frecuencia natural de la placa y se 

obtiene un valor de 2.38 e6 Hz, correspondientes al primer modo de 

vibración. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

5.1 Conclusiones 

1. Se desarrolló el grupo de programas propuestos entre los objetivos 

de la tesis. Estos programas realizan el análisis estático y dinámico 

tanto de estructuras reticulares planas y de cuerpos sometidos a 

esfuerzos planos. Adicionalmente a los programas principales 

desarrollados, se crearon funciones auxiliares para la construcción 

de matrices de rigidez para elementos tipo barra y viga 

bidimensionales, asi como para elementos triangulares. 

2. Debido al empleo de un algoritmo estable y confiable de Runge Kuta 

en la resolución de las ecuaciones diferenciales de la respuesta 

dinámica de los sistemas analizados (obtenidas por el método de 

análisis modal). se puede asegurar que los datos obtenidos son muy 

confiables, siempre y cuando el modelo estructural planteado por el 

usuario de los programas sea correcto. 
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3. El código abierto de los programas desarrollados permite que los 

estudiantes del curso de elementos finitos mejoren su aprendizaje del 

método, sus limitaciones y potenciales aplicaciones. 

5.2 Recomendaciones 

Las recomendaciones que se hacen para aprovechar los programas en 

los cursos de elementos finitos o como tema de tesis son: 

1. Modificar los programas de análisis de armaduras y pórticos 

bidimensionales para el análisis estático y dinámico de estructuras 

tridimensionales. 

2. Modificar el programa de análisis de cuerpos sólidos sometidos a 

esfuerzos planos, para pennitir el análisis de cuerpos sólidos 

sometidos a esfuerzos tridimensionales (elementos cúbicos o tipo 

pirámide en lugar de elementos triangulares) y modificar a su vez 

este algoritmo para el análisis de problemas de transferencia de calor 

en cuerpos tridimensionales. 



APENDICE A 

CÓDIGO DEL PROGRAMA ARMADURA.M: 

----- Pr··.qru;:-. ...i :J~ vi::. ·:;\;ién \ie: un p.l!~ \>:· bi·"iir:-.:--rl:..:.-,r~ . .i i . ~r '•! .l:J ~(.t 

~-1ni1.. l P::..lf· V1.3:::i·:\~0 

-----.. n1pl·.,1.•1d· Ck .• i:l.t,¡ / L•,."'i.:"'\···"'•<"' ..... C"r ·~:d 1,.; r...:o·r :'4t:·;:~ i..:.. !.~ 1 -... 1:; 

,.,:-.. ·..- ~ l .J l 1 obt:\:.n··; b:1 
.-----c .. •. r1t•:i1·.:-i tit: !.!.q"<:~rli;.:r.r.. M\"!,.:.'..a 11 ir·;r;,. , --- -­

-----:J."!"Ch•·.,•; d·-~l ci•J::.:;::· l<i . ~ ·-: J.: º.'<l ii: .. u . -----

• -----"-' or.'·s.:.• ... : ~.r. ~li~i ... c;;s+l'l!.11":•" y iin:jmic·.· 1e •J:.:\ d.:..rrt~t·ii;:r .. t ! '01 

(J'-~··n1otr.1 i Llpc) pui;-:.:c . 
--·--..;UL".llll .. •:? :::1 j.n~-3.:.isi.::: e.::t~t.it;;i:, ..... '! .::..:$U."'¡\to ·..;•.:t- l.:; ·.:::.1:-q-J .. ,.:.: :·1c!t,. 

•":P i .... 'Jd~ pro·J rc.~i. ~.:::.:n·=::te . 
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-----t> .. ~·,nte ~1 -:in~:isis dir1-lt .. 1.::o ~t: as1.M11c q~c _.-.,. --:a :·a.:l c.~ ,ir i"'· t<.14 

~? to~m~ ~cr~~t~ y se 
-----~~n~:enp cor.~~~~~t '~sc~~~n} . 

''"t ---- - t4; '.:OO::"-.:iena.:i.1s d.e l·:.,s n-:·rlO$ rtc l :i :ndl:.a: 
~ -- ---S.n '~Stl r..¿it.ri;: nx3 s.:: inqrc.san l.iSti ';·~·Ord.-:::¡;;i,dc1s d-:i los n r,(\d~.>..: 

dr.; la cJ.L.i: uct1.Jr:.i 
•· - ----de: J.:i. siguicnt-;: fo r·n,a : í i l ~1 yl ; i: Y.2 :.t'2 ; ... ; ln ~:n ·1·r1l , 
r:j,·,HH.1t> j l , 12 , . .. i n .sv n l os 
'á-----númcros re sp~cti ~ .. ·o~ de 1°:-s n nod·:·s , ::1, :::: , . . . :<r. son l .:.;:! 
Ct)·:·rd'-'n11cas >: de cad3 nodo, 
·;. -----e yl, y: , .. . yn 50:1 lá.& r;oor".iC<r:üd.Á.3 '( dt? cada ~10-:lo . -----

, -----·;,.:ir ;3. ; M.3triz ~onst..it~r..iva : 

"l.---- - -=:.r. cst'1 ¡;..:it!"iz. :;::~ ~·! in·)re3,1r: l···s n eler.,tnt·:·s d:·:: la 
r.st::uctcr,1 y l·:·:s :l·:·d.03 qu~ los 
~ -----constitJyd:\ de!.:: sigi;i~n~~ ::ct·:n;J: 1:.1 a: 01; :.::: .a: bL ; ... ; in 
c!;t br~J , dond~ i:, :2, 
----- ... in sen los n:J.m~r~s rc-specr.ivo3 de lo$ r-. ~:'=illcnto;;$, rtl , 

~J , ... d"'l 3.·.r, l ·:·s n·:<l::s 
b - ----~nlr:ial'?s dt:? c::::ia elén:e:"lto , 'i bl , ::>2, . . . :Cn S·:-:: l·:·.s :1·:..:io..> 
:ina l'::~ dr:: cvda ·~lc:n·~r"t" . ---- -



1-----i:np; 
• 1~.0t:iJ.,d y :i,._ ... ::.1-e rt: c i:-:;n 
·· - ----dut-. .. 111 : -~ e 1 p~r:t;:dL"I- -:-lt> ºJib:-c)r.: i\~n. - - - --

- - - - - ir,•;rj\.' ; 

.. -----ti.; 

··-----E ; M..:,..iil1.) de ·i~tir.·1 c,l; ~·ll~r • ..i "1·~ ..¡ r~sr:t·.,: ,,: ·;i:a .----­
·-----c:1:-r1.:.i ; Ln!1$ÍCcJ :i dt:?-: r'..dt~ritl! '."~· l.' e:;- !:.!Ct11r:i . - - - - -

~ -----:.~ '·sr:~1 r:.;_it!:'i= -:.x l .SCI ir1gr""?s·,:-. lu.1 r . . '":•"':.ci.-::i.:; ... ~:i; ..;&~ t ....... :l• 
j1,.: le> os":.!"11-:"t:!rd {3.p..:·:::·o:::, 

-----cr: 11 s:g ... .:. en~t :.drn'..!L'-t : 
;,.¿ , ... i ... ..::·:·¡, l···s n cr.a·~vs 

[ il t": l ; .2 t";:: ; . , .-r • , 
i ' 

~ -----r!t! lib~rt~d r es:ringiJo&, y~~ , ~¿ , ... en son i0~ ;~l0r~J 1~-~ 
t·t.:; ti ... ·\;ir.n;!._. 

·:-----·-= 1xq.1 ; C.:Jrqd ~; ~·;. _ . .-1.~ 1.. ··:.11 •::t<:rn 1:; : 

---t~:~ r.~:- i rr::~1~ri;. r.x~: ~~- !.n•JI''~!:·1·1 ln.·: ·"i:~·<:.l''; ¡¡r;r}..., •,.· ... : d ' !!':·; ·: 
:1",'.~•.'•¡ c.: l..~ ·":~~l:rur .. · t;.;!.:,:1 ,J-3 

;,.;.~·; , ••• ~:1 .:.1(). l '.i.~ G:O:tlF·("r~r.::l"':!s 
··-----;<e:· l'.i.' c.:::r~..is tlVG<l.:.1..:;:; , <: "i·· y:" , 
<.:,_. l3S ~"!lr.:J•-'S rn.:'d.J:iCZ . - - - - -

i - ----,..j,• 

- ----.::r '=Sr..cl !"!.:)l ~i :. :1x·~ se rri:.:.e-.:ti-.1:: 10.1 dc.:;:.la.:ami~n :: o.; fil ... li:,,~ 
·1r 1r! ··s O·'; l i~e.rt¿:d d~ .io .s do::: 
---- ·n 1,Jtjt,;.,3 (ji~ :.:ouda E:l e::i.-ent.::; . - - ---

s--- --F:1xl.l l ; 
l..::i \~Ot ructu ru E:n e sta rna ttiz 1:-.::: .':le ind i1.:.i;; la m.i;.•v ..:_. r'uerzi'-1 >:.l/.~.-, l 1J,J 

y e l 
.,. _ ____ ~ Li::mn!"lto ~r, quo:: s~ en::11entra . - - ---

~ -----fre~ ; r~ccu~ncias naturalns : 
i - ----En ~.::1:;; cniltri:: ~xl SC! 1nucstr;1n l .... ~ Vd.lores d e :.Js :rtcu•.·rn.: i .. 1s 
n.;1.tl:t:..l:t'!.S de l u estri...o.c:.ura . 

- ----Sus rn~pc·::ti;TO$ p~x:fil~s d-:= d~f'ortfl¡)cl')t, s~ cn•.:1.:~nttun "'.?'"": lo 
.,.·.;.r i..ub!~ n101al . - - ---
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O O; 
6000 0 ; 
6000 6000 ; 

4 12000 O; 
5 12000 6000; 
6 18000 O; 
7 18000 6000; 
8 24000 OJ ; 

-----M~lt~: ~~ c~~ec:iv:daJ : -----
Cons•[l l 2; 

2 l 3 ; 
3 2 3; 
4 2 4 ; 
5 2 5 ; 
6 3 5 ; 
7 4 5 ; 
8 4 6 ; 
9 5 6 ; 
10 5 7 ; 
ll 6 i ; 
12 6 8 ; 
13 i 8 ] ; 

..;-----~:.,,d.o ;j!_ .::l.:al ~~ ~~ l']r~1fi..-:.'lrj .. ·u c:.:.~.;;p:.;z.a~i-'!:'.t.0, •:1'"'!1Jt~t i.'1'°1 y 
,:e"" l .. :. J.t.· iti:l 

-----cJt·lntc- e: pe=!~-:: d~ vibra~!.?ra : - - --­

imp-( 41 ; 

-----!J.:\A:S~ d-e '-'Íb!".::...:::ó-n n.JCl!C.l- ~1Je :;t: d~sea · ... ·iaualiz:lr : ----­
modo•(l ]; 

t-----Atea , modulo de ·"'·a un..¡ , d·~nsi.d.>d y qr~vedai:I { :::onsi:o.nr~s f"c1L: .1 

1,.r,;r.L.:_,s los t::lcmi::nt os ) :-----
A• [ 2848 ); 'l\---!-.rr;::a d e l d. sa··:.:Jón t:·,1nsvr::rs ::i. l dt:: los t:": lt'~rnr;nr.r.~; . ---

E• f200c6 ) ; ;.; ___ í .. lédu l o d .:: ':fol)n<J r~nl m=.t t:~ t i.s.l d e la. estru~Lur.J .---

d c ns•( Se-6 ) ; i ---De nsid;,-i d <:lel m;;;1t1::ti.:t. l tJe l?. ~st:. ru..::tu ru . - --
9•-9810; ~ ---Acelers~ión ~ravit~~londl .---

~ -----C'ondiG i r;n~s d i! f ron:e rl~ : ---.. -­

bc• l l O; 
2 O; 
15 O; 
16 OJ ; 

, -----C1:~1s r.odales ext~rna~ = ----­
carga•zer o s (s i ze (N, 1) • 2 , l) ; 
carga( 4• 2- l : 4 • 2 , 1) = (0 -8000 00 ] '; 
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-

" t· •· ... + r .. 1 .¡.~ - -1· ~ 1 :- r.:.+ - +i·+ +++ +; 1 +-++.; t + ¡ ¡...¡.+ r, 1 ~ •• +~+ ,. 1-- ~+·;- 1 -t· 1 !- ·~++ 1 t-4-, 1 1 

-----ni·)ui~~~c:~ . --- - -

-----~:L.r i:r~ ~e r.-:.c.:>.3 d~ l~ r.':J.!l "! :----­
Nnod size(N,1) ; 
-----H;rn~r0 je ~le=~~~~~ e~.~ ~~t:J~~;r-1 :---- ­

Ncl•s izc(Cons,l); 

Edoí•zeros{Nel,2•2+1) ; 
fo r i•l : Ne l, 

Edof(i,l) s Cons(i , 1) ; 
Edof(i , 2)•Cons(i ,2 )•2 - l; 
Edo f{i , 3)•Cons(i,2l'2 ; 
Edof(i,4)=Cons{i , 3)"2- l ; 
Edof(i,5)-Cons(i , 3)•2; 

end 

ex•zeros(Ne!, 2) ; 
ey•zeros{Nel,2); 
for i•l : Ncl, 

cx(i , : ) • fN(Cons( i ,2),2) N(Cons( i , 3),2)) ; 
cy{i, : ) •[N{Cons(i,2) , 3) N{Cons(i , 3) , 3)) ; 

end 

i 
~~.,.,-~:--~-,---..,--,--e-~~~-,-~..,.-~~~~~~~~~ 

'!.- 00 - --M-.:1.t.rices de rigidez, ~norti')U;;Jmi~~nt.~, r.t.JS~ y ca~gas ext:~·!'1.1:i. 
nod.i ~~s : -- - - -

i-----Youn·J , ;..rea, lnerci;i:, densid..:l'.'I (•:onst;int.:.:s p.G!:~ coco:- : ... ,~ 
el.:nicnt(l3}: - --- -
ep (E A J ; 

-----\·"r:..:::.c.r J-e :uer=as ncdal,'!:"i : ----­
F•zeros (Nnod•2 , 1) ; 

~.-----hl~ tri: 1J.:: i:::arqas disLr:.ouidZts:----­
,. ,)<:]""':ero.-:: ( l·j~)l ":, l) ¡ 
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i Ct.'.f(l , : ~· (•J dr:ns ... \~] ; 

~ r::nJ 

·, -----M..lr. r·_i,:-i.: :·.~ d "' t: iqid~:: ~· r:-•• :isa : ---- ­

K=zeros (Nnod*2 , Nnod*2 ) ; 
C• zeros(size( K) ) ; 
~·tass=zcros ( Nnod1'2, Nnod*2} ; 
for i =l : Nel, 

[ke j =bar2e(ex(i , : ) , ey(i, : ) , ep) ; 
[K J =assem (Edo f (i , : ) , K, ke) ; 
me- masb2d(ex( i,: ) , ey(i, : ) ,den s,A) ; 
Mass=assem(Edof (i, : ) , Mass , me) ; 

end 
·'-e = . 01 >1.·1: .. . 01 -M;iss; 
F=F+carga; 

,, .. _~--
[ D, QJ=solve q(K, F, bc ) ; 
ec=extrac t (Edo f , D) ; 

• 

-------- ·- -··---

·i==-=--.:.Dibuj:-,¡r la r::s::r·..i'-:tu::a dr::or:n¿:Ja : -----

')·-~----------------------------------
ne• .... •plot ; 
figure(l) ; 
clf; 
eldraw2(ex , ey , [ l 2 l ) J ; 
eldi sp2 (ex , ey , ed , [ 2 4 !] ) ; 
title( ' Gráficos de la es tructura slr'! de f·:·rlna:::ión y C•Jn de:form.:i.ci·:·n 
por ~argas apl~cadas 1 ) ; 
x l abel ( ' fl'l.in' ; ; 
ylabe l ( ' rrc"U') ; 

'•:• 
--------,:---~----·""7""7'"---~~--------------i - - - - - ()b t en c-: r l ,;s fu~~ ::za$ nodales r«~x icnas : - ----

\\ 
Faxial=ze r os( l, 2) ; 
es=zeros (Nel ,1 ) ; 

for i=l : Ne l 
es ( i , 1) • bar2s (ex ( i , : J , ey ( i, : ) , ep , ed ( i , : ) ) ; 

end 

f a xial(l,l)=max(abs(es( :, l) ) ); 

for i=l : Nel , 
i f Faxial (l,l) ==abs(es( i , l l ) 

Faxial (l,: ) = [es (i , l l i ) ; 

76 



77 

end 
P.nd 

. . . , echo on; 
--- --VlA'l",.J u:;;~c;~.~ ... ~n :----

echo off; 
Faxial 

.. 
'---··----1-----Si~IlJCiO~ rl~ r~~~u~~~J dinami ca : -----

M2=Mass ; 
C2=C; 
K2=K; 
M2 (be (: , 1), : ) • [ ); 
M2 ( : , be ( : , 1) ) • [ J ; 
C2 (be(:, 1) , : )•[] ; 
C2 ( : , be ( : , 1 l ) • ( J ; 
K2 (be ( : , l) , : l • (] ; 
K2 ( :, bc( : , l))•{J ; 

·~ -----Cr·~ .. H;i{•:i J·'} r.'l~t:: l:. ..;e i:Jrg.:::s t!::te.:'n.:.ts ·~=-- :"::-ri!at:-:. Fªr~ 
~11~c:~ci·~, d;~\~ic3:-----

q=zeros(Nnod•2 , l) ; 
q=carga ; 

(modal , frec)•eig(K2,H2); 
:-rnega": · t·1..""lss • O 
i! min(real<frec))<O 

free 
end 
frec•diag<frec) ; 
frcc• sqrt(frec); 
frec•frec /(2•pil ; 

condl•max(abs(imag(frec))); 
i:naqic;~ r ~.:i. t~r.qn va loreJ-

!~ali:1~ los cjlculos. 
cond2•[1 J; 
far i•l : len9th (free) , 

if isinf( frec(i , l))••l 1 isnan(frec(i , ll ) •~l 
cond2•0 ; 



e od 
enct 

if (condl /max(abs(rcal(Erec)) )) >• le-5 1 cond2==[0] 
r.l~!r:~c:~e ., . . J~!::.t"!nrr l1 a~~-=-..,¡~iv:t si h.J'i ~rt ~e . 

echo on; 

- --M:.:;; :: · i.:- ..in 

: • .J. :ri-::.r .. l j~ : .... '!:· = r,.. .::e r::; ... .,i.,J ~.s s.:i.~ : . ):'., ··-:ri: t ~ ..... 
• ... : Ji:-;-_:_..)n".::S Ct;: l .. ' .. r: y .. .: ... me!""sio:-a:- .. ~n:o . 

condl 
cond2 
echo off; 
break; 

end 

frec=real (frec) ; 
l r~cuer.cl.a.:· na ~1.:. .. ~,le:; . 

modal=rea.l (modal); ---- - - r.;..-.;.O':·~ en ~ut:·rl-::i q~·"'! .i";;l .,_a··r:r. 
~~~ ~~~i3 d~ rln1n~ . 

-----[ r: ¡;;,~·~:·:- ir...:.t (Jl .i.r:l.,.·.:: ·.t .!l..:.- ;.~;-; "«.:----­
a•length (free) ; 
cont=l ; 
for i =l:a 

if frec(cont) ••O frec(cont)/max( frcc)<~le- 4 

frec(cont)• [] ; 
cont=con t -l ; 

end 
cont=cont..-1; 

end 
aslength (free ) ; 
if .free (a ) ••O 1 free (a) /max (free ) <•le-4 

f ree (a)=[ J; 
cnd 

echo on; 
'li -----Fre.:::;1en..;ia.s n,1r:ur.1les de la ~struct'.n:.::: ---- ­

echo off; 
free 

echo on ; 
s.. - ---- F'eri···Oo óEt viu:a :ion : ----­
echo off; 
T•l / min( frec {l : length(frec) , l)) 
frP.,::1.Je nr::ia ml:ilmtJ . 

echo on; 
,. ---F:::ecu~ncia antjular ccr i::espcndt(:""it'lt r.t T. 
echo o=f; 
omega'"lll~~ ( frec(l:length(frec),1)) •2'pi; 

echo on; 
·~ - ---- Ir:tor:r~:dlo c.r i t.1i:-o di: in to:rpvl•Jc:ió:i : - ---­
echo off; 
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int•(l / mean(frec(l : length(frec) , l))) /pi 
intdr~Vl.11:-i b n . 

e c ho on; 
---- -!·:1:1"'.ct•1) ; I '! t ·1':•··rv::lv:J "'!·.: i:i.tt'?ryv: 1r·:6n : ----

echo o ff; 
n=round(T/int • l) 

't=n•int; 

gdla=(l:Nnod*21 '; 

.. 

qdla (be ( :, 1} ) - [ ]; ·: - --v1::-.:rr.r G.0r~ Lr·~ GDI :.i .~ • ··-:-~ • . 

condinicial~zeros( Nnod•2 , 2) ; 

··'=· ..... ~.,r·: : .. : -----
M2•modal ''M2 •moctal ; 
K2•modal '*K2 • modal ; 
C2'"lr.oda l '•C2 • modal; 
q2•modal '"q(9dla) ; 
M2 • diag(M2); 
C2•diag!C2) ; 
K2•di<lg(K2) ; 

M3•zeros(Nnod•2, l) ; 
M3 (gdla)•M2; 
C3• zeros(Nnod*2, l) ; 
C)(gdla)-C2 ; 
K)•zcros(Nnoct• 2, l) ; 
K3 (gd l a )•K2 ; 
q3•zeros(Nnod *2, l); 
q3(gdla)•q2; · 

echo o n; 
·i- ----=:J progrv:na. '3Sta rc?lizdndo .:.¿)s ). t craciones p.-ir? !ii.cn11llj·.~iln 

din4mi..ca . 
·::, - ----Eaco podria tar1iD!' 1.~nos r.-.ln'J.tos. Pr...r =~·1\)r e:.:~r~ ~ . . 
echo o f f ; 

79 

$-- - -- ? l?seilv-~r l~ e\-;u3ci6r. d~ r. . .,,vi:r,icntc medi.:1.n-::. -~ un mcT .. orJc ~i .-; R1;:·1g~ 

Ka t; t <l 

.--- - -sr·par ando 1-J.3 ecua\'..:l or:e;.'.; dt: c~d.J GOL : - - -- ­
desp•zeros (n , 2 , Nnod• 2) ; 
a • s i ze (be ) ; 

ªªª (l) ; 
fo:: i-=l: n 

--- . 



desp ( i, : , be ( : , l) l = (be ( : , 2) ' ; zeros ( 1, a) J ; 
end 

ío.r ir.l :Nnod•2 
a•O ; 
j •t ; 
whilc j<&length(gdla) & a••O 

if i•• gdla(j) 
a-1 ; 

end 
J•j+l; 

end 
if ()••!; 

(tiempo,desp ( : , : ,i) l=odelSs(' L•J,,CL~· , (O : t/(n-
11: ti, condinicial (i. : J ', ( LM3 (i), C3 (il, K3 (il , q3(i) l ; 

end 
ond 

echo on; 
·;,-----t,t,(h~ :.:-1 .;us.l :-:;~ ,;· l:i.l.L¿'i :----­
ceho orf ; 
i mp 

---i';:-,,1:; ... <::: '..·: <";;osp :21·~::1:1i•~11.r; .. l~l n('vi._ '!:10! ·z._1,.f"': ·1:.;: . 1. in-:.·o'.' : ---·­
de•desp (:, 1, (imp*2- l : ~m¡»2J) ; 
Cigure(2J ; 
plot(ticmpo.de( : , : )) ; 
title( [ ' G"1Lieo de do;,s:)laz..-oiento vs . ti.,:npo del -:e~:. 
', nwn2str(imp)Jl ; 
xlabel(' -1~~~0 {s} ' ) ; 
yl~bclC 1 o~sp:a:arnic3:0 (~.:n; '); 

-----G::-ufi'"';.:1 la ;:::-icciti··Jo d.v_ r.oc" onalizado vs . tie1:,:..·.· : - ---­
de•dcsp(:,l , (imp•2-l : imp*2)) ; 
figure(3) ; 
plot (tiempo , de( :, : )); 

title(['Grnfico de vel ocidad. v,;. tiempo dr,l nodo ' ,num2str(imp))); 
xlabcl( ' T ie~po (s ) ' ) ; 
y labol ( · v~1locidad {rri..m/s) •) ; 

l! -----G:.·,,t!.c3:- la aceler-3.ción d.Bl riodtj an21:izdd0 •.;-s . :i;:~rnp..:. : ----­
de• de ( : , 1, l : 2 l ; 
tiempo•(tiempo tiempo!; 
ae• diEf(de( :,1:2)) . /d.iff(ticmpoJ ; 
figure (4 l; 

plot(tiempo(l : (lengch(tíempo)-1)) , ac( :, : )) ; 

title ( [ ' Graficc de ""'":erací6:i vs . tiempo del nodo ', num2str(imp) J) ; 
xlabel( ' Tie~po (sJ 'J ; 
ylabel ( 'i\celeracion (=Is''.:) ' J ; 
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clear i; 
vld•zeros (Nnod· 2,l) ; 
eld•zeros (Nel.~ ) ; 

int•l/frec ((size(frec, l))-modo)/(pi · lO) ; 
ns round (l/!rec((size(frec,1 )) - modo)/int)+l; 
anima=moviein(n) ; 
fo~ j -l:n 

t-j "'int ; 
vld (gdla,l)•modal( :,size(modal,2) -

modo+l) • real (exp (i• 2•pi•!rec(length(frec) - modo+l l 't )) ; 
vld(bc ( :,1 ) ,1 ) • [0] ; 

end 

eld( : ,l )•vld(Cons( : ,2) •2-1,l l : 
eld ( :, 2)•vld(Cons( :, 2) · 2,l) ; 
eld( : ,3) •vld(Cons(:,2) *2-l , l) ; 
eld(:,4 )•vld(Cons(:,3) *2,l); 
figure (5); 
clf; 
eldisp2Cex, ey, eld, [ l 2 l J, 10) ; 
anima( :,j)•gctframc ; 
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title ( ( ' .s:n'.1,L.:.•) ':iO~ de: ', num2str{modo) 1 ' rr10J.o nc?t \.lral d·:: vi.C·~.:\·::Li:',n , . J 

·, num2str(frec(length(gdla)-modo+l, l)) , ' H: ' )) ; 
mov i e(anima, 5 , 6) ; 



APENDICE B 

CÓDIGO DEL PROGRAMA PORTICO.M: 

' - - - - - P:-·:·,rrdtt:., d"' Vlbn..:ifm •.:!<: 1.;n P·>r:·_c;.·. bidirrc.>r,Si<)r,,;! . Cr"''"'" P<.J'.' :::~:ni0l P~!i·.1 V~ ...1:,1~-:o 

··. - ----,,;¡or>l-,;.¡¡rj.·. C."1:.:·:;¡,l ; l •H;(.'1·.·r.c~.- C:T<•.1cf.,,.· "'"'•'·: '"'"C" .;,~ 1.c t .vis "J !"·.·.·· d -:' lH oJ.:.ten·<..:'u 

·-----u~L tlt~-0 ~¡~ .r1g~n ier·) M~c~nir;c , --- - ­
- --- -!;'.:'r.•;;,.·,> .. , O<l. d•Jt<;r t<'.:'·)L\<1i1,:; . -- - - -

CJ?'·.•n1{~L r.1 :i· t l.pt; pu~rit.<' . 
··- --~ - C'i1r.:1.n':~ f.'l :.n.'tlis.i..s e .. ltjtj~C· ._;.~ a.Jume '1 lE:-
•~p;_ 1.·:.;,.da 

pro·J!.t'.ti Vl"lt~r.r:e . 
- - - --C•.Jr;,o:t- el •Jn..tllsis d ir"~nii~.,, St! 1~11:r1e --

. .:; ~::arg.;¡ [;~ .1 i..-J,) 
e~ fo~rn.:l -:1C:ru¡:.t:Lt _y se 
A- - -- - r.i::i.n • .:t:::n1-;• cor.~::.J:1::.~ (...,t1c1l6n) . 

q••n _.,, r:a ~Q'.J e .1: ~r .. i..::':!C:._1 

• - - - - -r, i; ::oor1en.ld,i:; ~IP ~o:i ""'°º" d., J; m~!k : 
•-----¡::,.. 'o!s:; m~~ri.~ r .-:) "" -?l·7t'C3M! l.~s <::-:-or::,;::'1:ias d.; ;, . .,s n ro<'<:?,; e~ 1-3: es~:.-u.;t .1.r.a 

- - - - -de 1~ si~~:ent~ forrn~ : 
doncc il, :2, . . . ~n sor. lo$ 

6-- - - -r..:ioc=os <&sp:cuvos dé l·:·s r r.cd-:·s , .:!, ::::, . . . xn sc:i 1 >.­co..:.rcenacas >: ~e CiDda nodo, 

· - ----t> yl, y;;, . .. yr. son !Js cooz:den<ld,;" "f d: cad,,, ncr:". - - - --

(l.l :<l ;:l ; i:: x2 Yl; .. . ;1 0 

- - - -- - c0rrs4. ; M.:it:.-ii cons~it·.J".ivl\ : 
•-- - - - Sr. c:;!:s 01atriz n::~ .Jo> ir.·~re""" l·:·s " elen f,11"':

0

:-s :i;; l., 
e:::cru.-::Lura y 1·.:·s f'•:·dos qu~ los 

· --- - -constit,1y.,,, dt! la si91;!.,nt= !or:t>.;: fil 31 hl; i2 ;i~ b.2; .. . ; in 01:: bn], dond-:: .il , l ¿, 

- - -- - . . . in s.:- n los nt:m~ros ·~$"'"'':1.ivo.s r!a l os r. <Ü'?r.'k>n :;,:;<, , <d ' 3..2 ~ . . . ao .:>:•n l ·:·s n<:·dcs 

.-- - --ini-::ia l<:>;:; d<c! cada el.,mento, y bl, b2 , .. . t.n S·:·n 1-:·s n.:.,jo,, finaie.::; d12 cud~ ·~lern~nto . -----
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e-----S ... ~ ... t::. r.'!..;t: :-:.z 1:.1 s~ in9Le4a el :-.u:n·::to ~f: e:.sr.:~11to.·~ <-:n .r1n 
-·1 .. 1lRS :i~ V~ a j¡v~ji: 

-----,::;i(':J ~~:r:.m.:O::"l::O '.:J.lr;;J .;in¿¡ :iz•lt' <.J~ :l'lt',~!.'. rr1e:-~er.~ !c.3 f"·\)(\(,S d':'­
vin:'a..;i r;:, n~:,. ~:::::r•.J·~tu r~; . -----

'¿,--- ... -in1p ; t·h)•~ü a l ct...'11 ···: lfl. rrr~1'1C•l r ,j .:-1.1 dr;>2pla=.1-rr1i ··:n 1:\:'I , 
v~Lo~td~a y a~0ler~c i0~ 
·-··---dut-.'jn'>~ < .... ¡ pe ::· i ··;~i\"'I de vil.>"'~~ 1.· \)n .-----

-----u1r:id.J; 

-----A: ;...r:e.:t .J.~ _a s€-c-:ivn ttt.in~vcr'!:ül r!t: :o.:. elt:· e;:;t..:.,s . ----.. 
-----I ; i.t.:ir.~rr:·:- da in~.:.·t:i·l ":ie :.:.i .J~c.;i~r. ~=-3ns-:-·a::c~:;l d~ :"' 

.. lr.-··"1(,")º .-----
... ----r.; J.!tyj- ..1.') Ce Y~U!-:·J O~ • .l:~1.·1.-1I '1-:- :.a ~Z ... ! ..i"'..:~'t"-: .- ---­

i-----tir.:;n¿ ; :..;r.si\kc .it:. ;:..;a.tcrill i1.c '!..i ..... .:-:r.:.:::: u:-<-1 .-----
.. -----q ; A~eltrac~0n grav~:d~ional . -----

-----:.»· ; 
-----¡.,, ~~t<J 11~dL :'iz r:~2 ~e ln<Jrt: .. t.J.1 1..i.~. n :_·._. r;c:].::: ~~r.·:~ -il· :r·.·~l .. ':t J 

c..·• l .t ·1:-s1.::·Jc1.· ... 1 ..... (dt=:c··,.· .. -s) 
· -----1';;: 11: :\.~:11:'. r·r~ :-.·~ r;:;Jnr-r;t: ( i 'l ,.~l ; t:· .-:¿; . • ; i :1 :.:ni , <ir;n.;Jfl i 1 1 
1 , . . . in s0n ~o~ ~ qrad0~ 
-----(:• · 1 h.;,r_:i·j rc.·:: :·"" iru·rjd .. .:: , v rl , c"' , . • . . ;n ~:>r1 l_.·r ·: V.JL,,1·._~~ <.t' · L·.1. 

ro.3t.c ic1· ... -.,n.::-s 
t-----rnnp~crLu~s .~----

-t-----.;ar-.:.:i l; CG:rg;;t;:; noda.:es ext~r-:":.·l~ : 

-----F, tS.cl- l~ . .a.t-ti'? r.x2 Se i .. 1(]!'-.::Jl!i l:iS C"i ~.j::JS í1C:C;\:es rj~ !.·$ 
ricc-:.i·· C'?' J J E:si:ruc-:·;r...; ce 
'ti.-----1.) z:.gc.:.·-::: . .:c :':l~r.--::r.::;. : [ x i ¡: ; .. "_ y:_ ; ... ;x:-.. :·O} , c0nde .. 1, 
:-:2, .. • x:: se:: :e:s i:-v:a¡::.-or1\?n:.t-::: 
•. -----:'. di: lds carg?d n0dales , e y: , ;.L, ... yn son l-3::Z: cvrn~on'?' .1"'.>.S Y 
1.i\? lus r:-c.1rqas n-, .. :ie=l::-s . -----

t-----V:;;.riabl r_;-s dr:- sal:..da : 

,. -----cd ; Despl~z.:i.mien t.:.s n·:·..:1.:t.lo;,$ : 
·r-----Er; esta rr:.:itriz r:x ·1 se muestran les desplaz1.:.:c1is::r1 c.os de l<.'~ 

grcdo~ de li~cr~ad de los dos 
1!.-----r1odos d-:: cada elemento . -----

"'.-----':' . V, t--1; E:: ~s:.as :i.'13.tric~.::> lx2 s•! i nd:c'i:1 l J: ~d.).'!'.>res fucr=rJ:; 
ax:1al , ::-.insver sa:es y momento,::¡ flet:"tcrt:s 
·, _____ de la es:r:::ci:u=e: }" los ":?:lc'.11.·~r.t:o~ en qu~ se ~:~c~-!nt: :-ar. 
r~sr~~ti~a~~n~e . -----

'"----- r ?"o;C; 

-----Er e5ta r:al:::i:z. r:.xl se muestrar.: les va.lv:-es de :-:. :> trn,:•;cn1~·i .,3 
n.at:uralós ·:iE: la estrU~t<Jra. 
~-----Sus respectivos pt?rfi les de dt! r orn11i:i bn se :::-ncut:ntr.1r1 en J 'l 
va«iobl<' modal .-----



++t '"-t--~-+ ,.. '- ........... ""' .. ,. •-+- .. 1-T!' .. -..i'-r+~ - ,..,...,.. , .__T - .,- ... - -.. - +t- - +..-+ --f-- "- -• 11-

-, ___ __ , .. r....:,··ci-:·: . .,,c.J...s .. 1,. .. Jo:-.. :-:.o·l,..;: !"j._ ..... a !'!•l! • ..-.: t.c~'"? : - --- -
:-11=(1 O O; 

2 o 3000;· 
3 3000 3000; 
1 3000 O; 
5 6000 3000 ; 
6 6000 0) ; 

Consl• fl 1 2; 
2 2 3; 
3 3 4 ; 
4 3 5 ; 
5 5 6 j ; 

·h - - - --r~:tn1i:-rc.. :.!~ PL·~m~n*"o:;¡ dr: ly r~:~:11 f•:tc'<.1 ..:i.n:tii!1l .~ .. C.tíi.'Jr·i·::o ( 4 n~:--r 
:: - ----.::l <i.J ~lr:·r..~ntv li'.: l a m .. 1f l¿¡ b.3<-:f:?} ; ---- -
Ncv= ( 4] ; 

i-- - --·ju::.1r1tc " l ~ct· .. o·Jo ....¡, vib:·~1t::i0n : -- - -­
imp=2; 

i -- - - -M~tio ~uc ~o d~$d~ vi31aJi2a~ :----­
modo- l; 

t-----r.:-~a , :.-1<!-t"t:i~ . :nod:..alo d~ 1·o·Jn~1~ c~nsi.:iod y -;r~....-~~·Jc.1 
Ccon~:l.:'ltc3 pCAra t.cd.;..s l·:.s "lerr.~rl:oe, : - --- -

A= [3142) ; ~---Area <ie le 3~.::CiOr. tr;,f'.s'Je:-zal C<: les e:r:n:entv$ . - -­
I= (l033e4] ; J ---M·:·menr:o do:" .:.r.-eL'CÍc.l de l.;, :><=c~ién c:r-s.r-:;:;:ve=s.al d<: l···~ el~mer.to:; . ---

E= (200e6} ; ~ - - -M~~l~ d~ Y~u~g d~l ~at~ri&l de ia C3tru~tu=a . - - -
dens=[8e-6} ; t. ---D-::nsic:ic· "lel i.:.jt~ri~l de la ':"Str14.:;:u ~c: .-- -
g==-9810; i---Fv:~:crt.:cion q:-avitac!r.;,rial . - - -

%- - - - -C"cn1ici.t'jrles de frontera : - - ---­
be• (1 O; 

2 O; 
3 O; 
10 O; 
11 O; 
1 2 O; 
16 O; 
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17 O; 
18 OJ ; 

· - ----•.:J:1.}-:t.: ·~0·1ulr. f.'< .. -"n..i.;: :--- -­
cargal-zeros(size(Nl, l) , 3) ; 
cargal 12,: l-1150000 O OJ ; 

• + -r-+ ... +.,.. + + 1'" -t 1 .. + ... +-. • .. t 1 ~ .. '"' ' + O- +- 1 • +-+ + t + ,. ~ .. ---- + l - t • - i ¡.. - t - 1 ... ~ f 1" .¡ ¡ .. + f -t .. 

'1,~-::-:::-Fin ,fo U•g:•?so d ·1 <illt<,s do: <>Wi"i.1. ~ ro0ci~l<:ar el- pr.<1,.,i;;n,1 
eL las lin,:·a.; 
~-----si~u.~nte~.-----

------

·: _: ___ G.~n;;;;::1 ._:1 ~;r;-;·Jc1 T.;' :h.; 1 l;J ... 1pr··"pi.:id::i í-"..:l-;~~ .. :6. l iS.) -~-rJ f;;/lnli.::.... ~ ·l 
·.;l+!':t•:n;_•;:: P'i'r ·;.¡ .J,..1 

.. elv:11~r t..;' 1 · .~1 :11.'l Ll.1 La:..'f·l) : -- - --

·---------
·· - ---- ~;úr:~ro "l~ ~lc:-m .. ?nto.-<: <..lt! l.:l m.illa b<cl.:3~ : 
Nel• size(Consl); 
b=Nel( l); 
Nel=b; 
Nnod=size ( Nl); 
Nnod=Nnod(l); 

· - - -- -[·:t.rer!'.> .:lo non<>., ~ <ié ~lt:r'.l"f1:oz de lii m.c1lla _;;.~.:-e ~r.-il.!.si,:,; 
din3mico :-----
Nnod• Nnod + Nel · (Nev- 1) ; 
Nel=Nel ' Ncv; 

Cons•zeros(Ncl,3) ; ··---M~tr!.:. t:onstitu:i ·;1 de la m.Jll~ p;.sr3 
~nállsis di~~~ico . ---

N~zeros(NnOd,3); .·---t"1~~ri2 dt:: 1:oordt::r:.?.da..s f;·:.d-3.lc;s di:: ..i..a m3ll.¿¡ 
~ar-.3 .ln~:isi:s din..\r..icc . ---

· .. -----~Jari.Jl:tles e:oplctlda .. ; p.:ira gor:crar la rr:a:1 a. C.t? an-1li:3is 
dir~roico : -----
a= [ OJ ; 
x=.:eros( l, 2) ; 
y• zeros ( l, 2 l ; 
xel=zeros(l ,Nev+l) ; 
ycl=zcros(l , Nev+l) ; 
contn• [ lJ ; 
contel=[l ) ; 
Nodel=zeros (l,Ne v + l) ; 

. .. 
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c•(OJ ; 

-----ii•:- ::on:.,1 c(l•Ju e:.e;:.~nto .j(t la 1nd:.Ll i t-·i;;0 y ;;.-.:: I •) i1· "-' L·.lc -.:.:~ ~.¡, 

.· 1~n1 ~·t_r:.~ , !'::..: r;il,,.;ular: 
----- .·is ·;ccr·i<.1~d:.1s .it _ ··S :i--·rfc~ i:i•-:sz.:r.':i:::..:, s• le.: .".&5!. "':"' • .;t r 

n.r. :·o y '!'ll;!i'.·1.to :-----
for i •l : b(l) , 

.- ----C<~')I dCt"h.)d1.:J dü los (t~C")"' º'"" ll m..1llc.. :)a •:,. (L '1i•:i(.~ 7 !" l"i.:1 

rl\~ 1 ;1 !";~)':Ji:? ;')¿)) : ---- -

x•(Nl{Consl(i,2),2) 
y-(Nl(Consl (i , 2) ,3) 

Nl(Consl(i , 3) , 2)] ; 
Nl(Consl {i,3) , 3)] ; 

- ---- Se;:.-a:4 .. _<.r: ~:-.e!"'.:.? .; .. 1..:ia r:•,dc : ----­
d x • (x ( l, 2) -x ( l , l) J /~ev; 
dy-(y( l,2) -y(l,l)]/Nev; 

for j=l : Nev , 
xel(l , j)•x!l,l) T dx• (j - 1) ; 
yel(l,j) • y(l , ll + dy•(J-1) ; 

end 
----- ·:'.'·:·<.1rd ... r. ~(j,'": dPi ¡}¡J•J.0 r1r . . "'!J •:n.lC..i. t1"..' lt.:i!". ("':"rf1L~·•." C::"" lt-!d r,(j • 

'""::1 l 1::: ·:::00rJr~:1 1d !f: 1 : - --

xel {l , Ne v+l) • x ( l , 2) ; 
ycl( l ,Ncv+l)•y{l,2) ; 
-----~e '~-iti~d qu~ e. ~~~0 it~i~i~l J~ -~ ~aJ~.b ~0 ~~~ 

e• _ni~~ '•~e·~· o para i lJ : 
if {i- =1) 

for j =l : contn- 1, 
i f ( N { j , 2) ==x ( l, 1) & N ( j , 3) ••y ( l , 1)) 

a • ( 1] ; 
e• ( j J ; 

end 
c :id 

e nd 
~.-- ---Si no ~s-: 5: r:ie f i rd. do :----­
if a-= [ l] 

N(contn, : ) • [contn xel {l, 1) ye l {l,l)) ; 
Nodel(l, l)•contn; 
contn=contn + l ; 

•.-----si y:.. ¡!lt.st.á d.e:finido, s~ ::oi:tlo el nú.:n<Z:ro :J?r<'l .-13iqn-::.. ::l C\ .1! 
el.;1men to r<:ispectiv·~ :-----

else 
Node l (l. l) •e; 
c= [OJ ; 

end 

a•(O ] ; 
:------se cteiln los n0dos Lntc~r:medilJS : ----­
Eor k=2: Nev , 

N(contn, : )•(contn xel( l,k) yel(l,k)J ; 
Nodel(l,k)•contn; 
contn-contn + l ; 

end 
t-----Se veri!!ca qu~ dl nodo f in~J n~ esté definido : -----
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for j•l : contn- i, 
if {N(j , 2 ) ==x (l,2) & N(j , 3 ) • • y{l , 2)) 

a = 111; 
e= ( j J ; 

end 
end 
~-----Si ne es:a do-Jc1ir1o : - ----
if ll~- ( 1 ) 

N(contn, : ) • (contn x{l,2) y(l,2)) ; 
Nodel(l , Nev + l)~contn; 
contn=con~n + l ; 

----- .:>i Jla ~Sti:: C":: ... n ... ti::- , $t.! tv:nl • l :-: ,.t:n~r .;. 'ª!·1 ..1 ... .itJ~il · 1.r;, ., 
·~le:ro! ... :o '"e.:?'E:"C ·_ :t.·c : - ----

else 

end 

Nodel (l , Nev ~ : ) =e ; 
c•[Ol ; 

a• [O J ; 

1.Jt• • ,; 1 :~ .. ,. 11 r;i nami ':.':.l ; -- ­

for j•l : Nev , 

end 

Cons (c on t el,: J ={con tel Nodcl(l , j) Nodel ( l , j+ l ) ); 
contol=cont el + l ; 

e nd 

d·. 1 L_::;.~ .:!i:-?i.mi·~·:· : - - - --
car9a•zcros(Nnoct~3, l) ; 

! or i•l : size(N:, 1) , 
for j•l : Nnod , 

if Nl( i,2: 3)==N(j , 2 : 3) 
ca r 9a (j•3- 2: j•3, l )=car9al (i , :) '; 

end 
c nd 

end 

\-----Mi:.1r~iz d~ g.i:·e~::~os <Je l í oert.3d de tos nodos c!e C3.da e-l·~mentr. :- -­
Edof•zeros (Nc l ,3*2+1); 
for i•l :Nel, 

end 

Edof(i,l l•Cons ( i, lJ ; 
Edo!(i , 2)-Cons (i, 2)*3-2; 
Edof(i , 3J=Cons (~ , 2 J *3- l ; 
Edof(i,4)•Cons (i, 2) *3; 
Edof(i,5)-Cons(i,3)*3-2; 
Edof(i , 6)..Cons (i,3)*3- 1 ; 
Edof(i , 7)-Cons (i,3) • 3; 
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ex•zeros(Nel , 2) ; 
cy-zeros (Nel , 2); 
for i • l : Nel, 

ex( i, : ) = [N(Cons(i,2 ) ,2 ) )J(Co:-1s(i,3),2 ) ]; 
ey(~. : ) = (N(Cons(i,2),3) N (Cons ( i,3),3)) ; 

end 

----- ___ .. _ - - . 
- ----Mdtr .:.1::-'-'B 'Ú: r1.:Ji(-:J::-:: , ,1:":':;:,\rtivu3r.iirr1t .... , , c:.•JS.a ·/ :-. :• ~..;!._; (!/L\~i· r.;1_·.; 

uu•:i. .11~~ : -----
b 

-----Yo11nq, ~r~n, t~dr~i~ , densid~d {C0~5tJ~Ces pire t~Jos l~R 
€'-~:'!:(.·:1r.~s) :-----

cp•( E A : ]; 

-----~::.'!-::to:- i:te ~ .:~r4':.'"tS n-:.c~lr;:s :----­
F•zeros (Nnod · 3, l); 

----r·.-1,·1i:.::·_:_z d· ~ C:dJ.q":\~· r1· ;?tt.:bui<J·L:· :----­
eq•zeros(Nel,2) ; 
for i=l :Nel 

eq(i, : )•[O dens •g ) ; 
c nd 

-----Hatr!ces J~ riqi .. ~L y ;.:;)~ .. ;:i : -- --­

K•zeros(Nnod•3,Nnod•3) ; 
C•zeros( size (K)); 
Mass=zeros CNnod•·3, Nnod• 3 ) ; 
for i • l:Nel , 

[ke , fe ] • bcam2eCex(i, : ) , ey(i , : ) , ep,cq(i, : )) ; 
[ K, FJ =assem ( Edof ( i , : ) , K, ke , f, fe) ; 
me=masv2d(ex(i, :) , ey(i , :),dens , A); 
Mass=assem(Edof(i , : ) , Mass ,me); 

end 
~e . o: - K~ . 01.;.xass; 

f;:F+carga ; 

.. --- --1'.:óndil'; ioooS-.S según rlu-ev<:i. Jr¡il l la:----­
a•length {be); 

for i=l :a, 
b=bc(i,: ) ; 
b-floor((b-1)/3)+1; 
d=Nl (b, : ) ; 
contn•[OJ; 
c•bc(i, l) ; 

;~ -. .......-... . 
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for j =l :Nnod, 
if N(j, 2: 3)==d(l , 2:3) ; 

contn=(j ] ; 
end 

e nd 
bc(i , l)=(contn-1)*3 + l + mod(c - i ,3) ; 

end 

. ·-- ...... -··-·····----· -
·~ -----E:o::s1)l •.;er r:.i :::ist .. :;:n.·1 ~:i e: c~ ··; :,. Jc i <·!H?::.- : -----

-;-~­
( D, Q) =solveq(K, f,bc) ; 
ed=extract (Edof ,D) ; 

., 
·' 
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--·---------·------------·-----------·-------··--
·; -- ---C;.iJ.J .t j .;¡ :· l¿ ':':t: ': r.t~:tu.::.:.. d.r::::..~rmr...dc : -----

newplot ; 
figure (1) ; 
clf; 
eldraw2(ex,ey, (l 2 lj ) ; 
eldisp2(ex, ey, ed, (2 4 l J) ; 
title( ' G r.~:icos r:!~ li! ~stru;::tura s i n jAt.:.rm.3.::i6~ ~: r.70:; de form-.#.c i.:.. a 
r•>:· ~""9rga:~ .;;:.p.I. i.c:~das ' ) ; 

xlabe l { ' rn.'11. ' ) ; 

ylabel ( ' mm ' ); 

•• 
·:. -- - ---.:C::-<:--:t-,::-r-1t::-.,-. -:l;--.-w-.. -::f·-ct~-... -r-=_a_s_n-t.·-.c-:>-:l:-,,-.. S- !"-.. ::.,..~.-, .,..i~-.-.,-3-: ---_-_-_-_----------

----·------------·--T=zeros ( 2, 2); 
V=zeros(2 , 2J; 
M=- zeros (2 , 2 ); 
es• zeros (Nel• 2,3 ) ; 

for i=l : Nel 
es( i*2- l : i*2, : ) abeam2s(ex (i , : ) , ey(i, : l , ep,ed (i, : ) , eq(i, : )); 

end 

T(l , l)=rnax (abs(es ( :, 1)) ); 
V( l , l) • max (abs(es ( :, 2) )) ; 
M(l , ll =ma x (abs(es( :, 3))) ; 

fo= i =l :Nel , 
if abs(T(l , l )) ==max(abs(es ( i'2-l : i*2,1) )) 

T- [es (i•2- l,l) i ; 
es(i*2,1) i] ; 

end 

if abs(V(l,1) )•-max (abs (es (i•2- l : i*2, 2))) 
V= (es (i *2- 1,2) i; 

-



end 

es (i '2,2 ) iJ ; 
end 

i.f abs (M ( l, i))==max(abs(es(i•2-l : i>2, 3 )J ) 
M• [as(i"2- l , 3) i; 

es (i •2, 3) i]; 
end 

echo on ; 
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·-----M;.xL ... _ .. i'.!Ct:'=v :>.~"'-l ·...,:>.~···11 . . j ¡- (; "•~-'~n:: (!.3 su 1J.bi.;:Jr"J..)h:---­
echo of"! ; 
T 

echo on; 
-----fi.~Xl:"'~ [1.:.o;==c! ::-c:::-.:;;·.1-;:ts.1: .1tsol1.ta).: Q:•.-'!'n7c ic. .!'J 

ut.!cl ~·-.)n : ---- -
echo off: 
V 

echo on ; 

echo off; 
M 

·---- - ----- --------- --- --__ 
, ___ -C~ten~r las frecu~ncias n~tur~Ld~ rio l~ estru~tura :-----

~--~-------------~------------~· M2•Mass ; 
C2•C; 
K2•K; 
M2 (bC( :, 1) , :) •() ; 
M2 ( : , be ( : , 1) ) • () ; 
C2 1 be ( : , l) , : ) • [ l ; 
C2 ( : , be ( : , l) l • (] ; 
K2 (be ( : , 1) , : ) = [ J ; 
K2( :, bc( :, l)) = [J ; 

- ... ---r~~d..:i6:'l de ~at::i= de cac9ls 1!x:e.!"n.ls "?n f~=r.--:a.t::.i pa:-<J 
::1ri.l~e:i~r1 dir.:imica : - -- - -
q zeros(Nnod•3,l) ; 
q•ca.rga. ; 

[modal,frecJ=eig(K2,M2J ; 
~:neqc "~ ... t-!üss = O 
if mi n(real(frec))<O 

L-



free 
bre ak; 

end 
frec=di aq ( trec) ; 
free- sqrt ( frcc); 
frec~frec /(2•pi) ; 

condl- max (abs(imag( frec ))) ; 
:.::ii·-::1i. 1r;...i ... ·.;-a' ;""' t~~ 

r •,'ll -;-;·· J.·s .-;..1c ... !c.s . 
cond2•[1J; 
for ~·l : length(frec ) , 

end 

if isint( frec(i,l) )••l 1 isnan(fr ec(i , l)) ==l 
cond2•0 ; 

end 

.. 

if (condl/max(abs(rcal(frec))))>•lc-5 1 cond2== (0] 
r.iGn:.<i jt.: v d': rtin'"" l ."I rli 1.: ... ·l .. ,:-1 .... r. r . .. h.:i y· ~!:r..:.~ 1· . 

echo on ; 
.. r,.1 T11'-1t r'i 1; rJrl r:y:n .. :. t:; de rr1;ifi .:\ ~ .3 :;.: ingula~ , · . ..-'f:riti, .. ::.,1: 

,·;r,n~1: , . : \;'\f t. :; 1 \1~ L'•7• r t_ l .~ y J l¡u(.\(\ 3 i 0 :10!\\ i i-Hl l. (} . 

condl 
cond2 
echo off ; 
brc<ik; 

end 

rrec=rc<il(frcc); 
t t"--:c u "'ncin..: n.1 t.~r"l!<:5 . 
modal-rea l (modal) ; 
i ~ ~ginar!~ ~3 r ln1~a . 

.. -----Se tv:n l 1ír. . ,....Z::Ti!?:-. t(! te: "";.J. r ·. !! cca l J"1 

f- -----:J.ntt.tr:n:..na: d: i:it.r: r valo crl :.11:-..:.. : -- --­
a=l ength < trec l ; 
cont•l; 
=or i • l:a 

end 

if frec(cont ) ~O 1 frec(eont)/max(free ) <-le-~ 
free (conc ) • [J; 
cont• cont-1; 

end 
cont-cont+l ; 

.::i=lcngth 1 free); 
if frec (a) ••O 1 frec(a)/max(frec)<=le- 4 

free Cal - [) ; 
end 

echo on; 
~ ---- - ~- rnc:.11oncias nat 'J r 1\lcs de l a ~s t=uc~ur ¿: : ----­

echo off; 
free 

91 



echo on : 
~-----P~rivJO de vitra~i6~: - ---­
echo off; 
T 1 / min(frec( l: l ength( f r cc) , l)) 
~. l"<"'"lh'lrt1.: i:, m ~., l ·nb . 

echo on ; 
"---f.::<'l~ur1t1;-::!.:i r1n"J• .. t..Jr t"::•rrt->.;pcrtditnl'· •1 T. 
echo off; 
omega•min(frec( l : length(frec) , i)J •2 •pi; 

echo on; 

·: ----- Trt-:r·;a:c ":"r:.:.i.':'v d'=: in:::er¡::.'=' a'Z .. o:: :----­
echo off; 
int•(l / mean(frec(l : length(frec),l))) /pi 
;:-t~rr. · ~;.l" . 

echo on ; 

-----1·1".;mei-·J ... i~~ :.nt"='r~::.1-:.,:j d ·.: _f"te.r¡:.. ... J ;..~1~·n: - ---­
echo off; 
n•round(T/int •1¡ 

·· -----$ irn:Jl.1r 11.).:: r.;.."•j::.s d,,. ~;:.t.r::ii:.ior: tie L.:s ~.:::rt.-:::urc : - - - -- -- -

gdla•(l:Nnod*3J '; 
------~-- --

gdla(bc( :, l))•f]; ·~--- V~,.;:::o~ con los G::·L -#Ctivos. 
condinicial•zeros(Nnod*3,2) ; 

. -----Oia.;cnolizar :nc:.~i..:;es dt! musd ''/ ri\)i.dt;;:: y ..::onv.sr tir l.:Js t!n 
ve.:tor~s : -----

M2•modal '•M2•modal ; 
K2•modal ' *K2 •modal ; 
c2-mod~1 · •c2•modal ; 
q2•modal ' *q(gdla); 
M2•dlag (M2) ; 
C2•di.:ig(C2); 
K2•diag(K2); 

M3•zeros (Nnod•3,l) ; 
M3(9dla)•M2; 
C3-zcros(Nnod• 3,l) ; 
C3 (gdla) •C2; 
K3•zeros(Nnod*3,l) ; 
K3(gdl~)•K2 ; 
q3•zeros(Nnod•3, l) ; 
q 3(gdla)•q2 ; 

echo on; 

92 



.a-----El ¡:>r~.g!"C:l.? 

C. i T1·~H1i~a. . 
~~-----E;;to rci-:tri<l 

echo oi'f; 
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t •. , ... " 

-----f.';.i.:tr:, 1 ~r~r la e·.::1;.;i: i·~r; d":l. rr..)v i n, l ~nl ,) :n•-:<J ictnr: ~: u:1 nu;:·t .... rlo \H· í· • u\:)1' 

f{u"r r11 
--- --5' ... P·iL-... l r ido .!.:-'1s t(:u.J...:ier,f·'-l rl\ r.::i··l.1 ·":O! : - ---­

desp•zeros(n, 2, Nnod*3 ) ; 
a•size(bc) ; 
a•a(l) ; 
for i•l : n 

desp ( i , : , be ( : , l ) l •[!>e ( : , 2) ' ; zcros (1 , a ) 1 ; 
end 

for i•l : Nnoct~J 

a•O ; 
j•l ; 
while j<•l engt h(gdla) & a••O 

i f i•=gdla (j J 
i:!•l ; 

cnd 
j • j + l ; 

cnd 
if a•• l ; 

(tiempo, des p( : , : , ilJ-odel5s('fu~cio~·, [O : t/ (n-
1) : t J, condinicial (i , : l ', [ J , M3 (i) , C3 (i), K3 (i),<;3(i)) ; 

end 
end 

-----9t:~C3. !" e: núr:: -;-:o d~l :1·-·d.O '21 r;ua! ~'"!(: c)nZJ.!.:.=::.ir.a Se']Ú71 lD J!\~lld 

d~ .Jr1/11..;.] si~ Cin.:lm: ct:i : -----
a•Nl (imp, 2 : 3) ; 
b • O: 
i •l ; 
·whil.c b••O 

if a••N(i , 2 : 3) 
b •l ; 
j•N(i,:) ; 

end 
if i••lengt!'l(Nl 

b•l ; 
end 
i•i+l ; 

end 
echo on; 
-----~~do al cual se a~ali4a : ----­

echo off; 
imp•j( l , l ) 

\• -----Grnficar el d"!spl.a=~"niento del nod·:· s.naliza-_io V5 . tiemp<.~ : -----



de•desp(: , l, (irnp· 3-2 : imp•3)J; 
figure(2); 
plct (tiempo, de(:, : J J ; 

ticle( ( '':iri.tico '!t! d:~?•<1Z1:nie!l:.:. •1s . t~<e:n?O del nod.;. 
',num2str(imp))) ; 
xlabcl( ' Ti·;:np" .s, '); 
ylabcl('O~sp:a:~~i~~to (:n; '); 

-----~=~f ~~ lu v~.o~ :~e ·~< noc~ Ana!iza.j~ ~s. -~~ p~: - - --­
de=desp ( : ,2, Cür.p•J-2 : imp•3)); 
figure(3J; 
plot (tiempo,do ( :, :) ); 

titlec¡ ' Gr .. rko d~ .,~lo.::idad vs . ti<!l"po d&l Meo ',nurn2str (impJJ J ; xlabcl(' Tiempo (s) ' ) ; 
ylabel ( · v,~lo.::i d.>d ( ;,r,/,,) • J ; 

' - - - - -Gntic.u 11 ,;,~i:l.,.r,1•:'.'.•n o.:.1 r1od•.; im.;~;~'"'jL' •1s . ci<0,,n¡»,• :- - - - ­de•de ( : , 1, 1 : 3) ; 
tiempo=(ticmpo t iempo tiempo] ; 
ac=diff (de ( :, l : 3) J . /diff (tiempo) ; 
figure ( 4); 

plot (tiempo (l: ( longlh (tiempo) -1 ) ) , ac ( :, : ) J ; 
title ([ ' r;rdtir:o n~· üC<::k~<>c:it>n vs . r.ir-mpo d.;.l nc>do ' , num2str(imp))) ; xlabel { ' Tinilp<> f~' · ); 
ylabel( ' AcclMr.J~ion Cin/s•:¡ ' ); 

· --- - -r.10.~::rt.l.r :t'),. 1r•):Jcs ·~t: vLhrd.::i6n (•.:ibr.~-:iéa :i:->:.:.t : - - - - ­cleur i ; 
vld•zeros(Nnod*3,l ) ; 
eld=zeros(Nel,6); 
int-1/frec((si ze (Crec, l))-modo)/(pi•lO) ; 
n~round (l/frec((size(frec,l) ) -modo)/int)+l; 
anima=~ovicin(nJ; 
for j =l:n 

t=j * int: 
•ld (9dla,l)•modal(:,size(modal,2)-

modo+l ) *real(exp(i • 2 · pi · frec(length(frec) - modo+l)*t) ) ; 
V ld ( bC ( : , l) , l) • ( 0) i 

cld( : ,l)•vld (Cons( :,2)•3-2, 1) ; 

cnd 

eld ( :, 2) •v ld (Cons (: , 2) • 3-1, l) ; 
eld(:,3)•vld (Cons( :,2J • 3, l) ; 
elct ( : ,4 )•vld(Cons( :, 3)•3-2, l) ; 
eld( : ,SJ•vld (Cons( :, 3) • 3-l,l) ; 
cld(:,6)-vld(Cons ( :, 3) • 3, l); 
figure ( SJ; 
cli; 
eldisp2(cx,ey,eld, (l 2 lJ,200) ; 
ani ma( :, j)•getframe; 

title( [' Simulüci6n ~e ',nurn2str(modo) , ' modo na:u=~l de vi~r~ción, a 
' , num2str(frec(length(gdla)-modo+l , l) ) , • Hz ' )) ; 
movie(anima,5, 8); 
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_APENDICE C 

CÓDIGO DEL PROGRAMA EPLANO.M: 

.., - ----P::op·.·.:5i t·:· : 
t 'J.t':rt .<jo 

-----pi):- el-:.:ne!'ltos t:·.i.angulc?te .. • 
úi.,·.:1,,-.., d """l.i.s; s "'"'-"~~=-o s" 
•-----<>su:n., ::;i.: -> .la <=1:-·i~ ¡,,, Si.do 
el J:lJli::;¡~ ciriáJ:i.~c ~-:: 

- 10) 

---- ... ':&s11:ne -'!·1e l.::: .:arg:
1 .cn.'t:jn--.J :e:sc::;.1.:.r: .: . 

' - -- --':....". or-- .~.r:.·"-··~~"l:'Q.."~··'':. ~, •. ~·~~. \\~~~.n. 0,.r~ \. ·l '.\\&. "\. \.3 : 

-----<.n "'"'ª m.~tc l. = ¡,x :J SP inqr.,s,1n l.; , ; coorder>ud.~_.: de "'.c,s r, 11•.»fos d,!:t l~. estru.-:tu t·a 

i-- --- ,;c; la s i -:¡uicnte form<i : (il xl yl; i ¿ :<2 y~; ; . . ; i.n xn \·!l) , <i')r1Je i l, i~ , . . . in son l os 

·· -----nllmr;r os r especti vos de lo;¡ n nodos , xl, x2, ... ::r. -'<>r, l<>'­-:00.::·den.3.j,,¡~ :<: d e c .J.da nodo , 

-----e yl , y2 , . .. yn son las con.Jena.:l.>s Y de ca.:;.:. 'Wn. -----

i-----Cons; ;.;:atri= cor.st it:Jt iv 1: 

·-----e:n <>S~<l mat!"i= r-x4 se ir,9:-~san lo,, -. e : ""'"":"'' ".ic't ~-J~q•o ·¡ ~ <>s rtooos G\;-i los 

·-----cor.s~itu;'en C<> la sigui.ene., !or:nJ : [i.1 a: ol ':. ; i/. 12 t-::: 
c2; . .. ; ín ¿n bn c r. : , d·-·nde il, 

i-----i~ ... . i r s o n l o;; nú':l<:ros re:.:pect i ·1os de l o :< r. e l·"rri"" L''~ , ;¡ C. l ~l, ~: b: c2, . . . ,an bn ~n 
~-----son los 3 r lodcs ne- C.:idG el.:smonto . - - - - -
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6-- ---::np; 
v1:~!. ... ,ci j~.ic y ..i.·1:1!e:-;u:!or. 

·· -- - -c;;i..·.;u'lt'"! cil per:.t;,00 -:ita · ·1b:-~r·.::.:-:i . - - - - -

-----.. ?-.. "': 

----- :..gr..-t !': 
.¡ ~· .... n íii31'\.'3" .-

- - ---.~.: 

-----2; M->:blo:. J<> '"•'Ur'lg e:~: : at"rt<>l de ¡., "3~r:.:::•1··;.----­•- ----I.'~ L; '~.>d ~" 'fe f'o:.·.i· n "·- c;.,•u:·i,¡ je '..;. p:~"" · - --- ­
·:---- -·:>cns; D~:::::i1~d ,~.,· r-.tn<ill de :.1 <·s-r-:.:: - u::á . - - - - -- - - --g; 

- -- - -o."' ; ..... .:.r.di..:::t.ont~~ ri1:- :·:-.... ntr·: ,~,: 

• - ----Sr. <'.'t3 r.1.,".~i> :i .. .:: ·'·l ln·; re.·ilo lc:r. ~ con·oicl·:··,r~· de ücntr.r.1 (:'·· la .:.~t!'•!c~·.:~>.a (,"'tpoy1.:i.:.<) 

'.- - - - -n., J·, r.ig'd':n~., m.in,.r,i: lil <'l ; i2 •:/ ; . . . ; [n •Ort.I , <'.k1,;J.-, il , i ~ .. I , • , : f' :,_'-¡()!"> 1 0:,') () 'J f. r°.l(jt)-,; 

_____ .,,., 111., •. ,.,,.,,j rr·~=~t'lin¡i•1.,,11, ~- <.l ,,o: , .. .... ,, ",.,,, .r,,, Vd L •n:· :• U'"· ,, .. r . ~ ~ r 1 .. i •:e ·_\)f1<-::; 

- --- - ::1!"~1 -l.1; '''r. rq1.•-: nr¡]·,¡r··~ 1.~%tcrrc.. •:.; : 

- - - -·Et, •>3;:« l'.:lL?'l>. r.~~ ·''' loq,.,,,,, I ;:, '""'J·'•o Jh)C,1:,,~ •1" j .... ·' th">·los de: lu c.·~<t:::u\~tur.1 de.? 

¿- ----¡~ Si<Juient•: n .. 1rron; f:d yl;x2 ;-/ ; .. ; xr. yn), C<;r,J;, xI, 
:·.:.: , .. . x:1 :sor. l(js r:o·nt"tint!ntc•.J 

· - - - - ~>: de l~ti ·:~rqas ll'>-i,>1°~ , " y., y:, . . y:, sor, lds :::'>r::pc:c .. ·,t"~ ! o~ las ~a~Qas noda!~9.-----

. - - - - -f?d; 

~-----;.:-, est3 rn.ltriz n.:4 ·'~ rr.1..,istrdn l·:·s d-:splaz.>:ui,z,nt·:·s é.; 2.o,· g:dJcs- '1e iitX-z: t-ld do los c .. .,s 
~ - - ---n~:ios df: t.::clda ~le:n°lr1tt.> . -----

;-- - - -r .. xi1l; E:n ese., !!Ultn;; 1%/ S<> indic1 la mGyc~ fu"''-ª "'"L1: '°" la ~strcc~u~~ y el 

'! - - - - - el"'!menr:!'j ''º qt.;e :!e ~ncu~n:rc:. . - - - - -

·:.. - - - - - ~t'-=C; Fr'!'c:uer.ci~s :i "'lt•1r1l·.j;:.: 

: - ----é:n esca 1"..itriz nxl <:1e muoscr.1n los >vlv:es de bs ft·c·:""'"':ios na t ·..:ra le: s de la estructur<l. 

·: - - - - - ::~s ::cs¡:.ecti voa pert!le~ de •ie focm<i,,. l6n se ~-r,cu.,,.r,ti;ar, '°'"' la ;.·ari...J'b:ü :noddl. -----

·¡ H+ r+• H·H +++ ,; H-+•+ •+++ H H' 1 Hf+·'>• 1 H+·I >++++++ H >+++++ H+' +++, t ~-

''°'. :-.:--..:-.:::oa t~:;-,;rl tr Clda : - ----



- ------------- -----·----- - --
-----'d-l,,lifJ,:~·~lC~ -:J0l •:IJ<!l'f,O Jr:.,li/,,.J, ; i{'°,' écl:.g ,ilt;. V·~Cl;1·.;,. r,11 •.: ;.i 'J1": !J.lir.d.::·, ~r. e-_,' ce:1L~v 

1

-----(·\.~0r:.i(!na1;1,.:¡.; df; l.:.~· ~·1·-·JO.•: d"'! i·1 ·n11l .i. ~ --- --
N•( l O 0.15 ; 

2 o.os 0 . I5; 
3 0 . I 0 .15; 
4 O. IS 0 .15; 
5 0 . 2 0 . 15; 
6 0.25 O. IS; 
7 0 . 3 0 . lS ; 
8 O O. l ; 
9 O. Os O. l ; 
10 0 . 1 0 . 1 ; 
ll 0 . 15 0 .1; 
12 0 . 2 0 . 1 ; 
I3 0 . 25 0 .1; 
14 0 . 3 0 .1; 
lS O O.OS; 
J6 O. OS O.OS; 
17 0 . 1 O. OS; 
18 0 .15 O. OS; 
19 0 . 2 O. OS; 
20 0 . 25 O. OS; 
21 0 . 3 O. OS; 
22 O O; 
23 O. OS O; 
24 0 . 1 O; 
25 O. 15 O; 
26 0 . 2 O; 
27 0 . 25 O; 
280 . 30) ; 

';1-----M•it.r_:: 1 -:: 
Cons • ( l 1 2 S; 

2 2 8 9 ; 
3 2 3 9; 
q 3 9 10; 
s 3 4 10 ; 
6 4 10 ll ; 
7 4 5 11 ; 
8 s ll 12; 
9 5 6 12; 
10 6 12 13; 
ll 6 7 13; 
12 7 13 l4 ; 
13 8 9 15; 
l4 9 lS 16 ; 
15 9 10 1 6; 
16 10 16 17; 
1 7 10 11 17 ; 

COftC Ct i. '•: idz.J : - - ---
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18 11 17 18 ; 
19 11 12 18; 
20 12 18 l 9 ; 
21 12 13 1 9 ; 
22 13 19 20; 
23 l J 14 20; 
24 14 20 21 ; 
25 15 16 2 2 ; 
26 16 22 23 ; 
27 16 17 23; 
28 1 7 23 24; 
29 17 18 2 4 ; 
30 18 24 2 5 ; 
31 18 19 25; 
32 19 25 26; 
33 19 20 26; 
34 20 26 27; 
35 20 21 27 , 
36 21 27 28/ ; 

;1: ! "l:·,,,~:,,ri "-----:¡,,,;., "'.-:•.:-<} :'e .<1 gr., : ;;,,c-.1 '" d"~! lu1>mi<>:itr., ·~''"'-''•"·'" 
.; ____ ·r..:i . rd1.1~·] i71 !:r·r :t::<..::."' 1J( .... '.;¡ t't"':'*'¡,\~r. : -----lmp• 4; 

modo•[ l ) ; 
egraf•[4J ; i - - - - - :1r.C.) que se ::!t:s • ... : ·:i, U"tl .~ ·r- : - -- - -

~- --Esfur, ==o a <Jraf. ·ut·: ; 3L·.f.!~/, :~~¡-,,..,.,., J t.,,J,;•, 

-----::"""·1:.c, ">·o-.:ulJ cr, Yo!:r,q , moc .:~ '1 ¡.·,,,,,.3-,,., -::~-:si'='->c 'I :;,.-~ ·" c:.:-:1 ' '""-'C~n- ·os i:<>n. tcdc';' J.>.· cl·'"''"'lc.s· : - - - - -
Esp•(0 . 2J ; - .. -E!:~e.:-;0:- c;s;: 1~ t"'il'="d.---

E~[200c6) ; - --f.Jé.(n: : :. .J~ y,)U:"l ._;,.; "'"'-•'Li;l rle J.:¡ r; .. C'1 . - - ­
POi•0 . 28; 'H(·c;l0 n~ '">iss on d-,l "'«t<.ci"l cJ,, .ia p,.,..,Q . - --
dens•[8c-6) ; ~---D•:r:sid-ld •.fal m·JIJ·<lJl ,.i., ,., ¡.:,;.-.~d . ---
9•-9810 ; '" - - -Ace 1--,n·.:ién ·;r.a v i !: :.;,;\e.u., l . ---

~-----c~n~1cion~s dB fron t~1~ :- - - - -­b c • [19 O; 
44 O; 
4 6 O; 
48 O; 
50 O; 
52 O; 
54 O; 
56 O) ; 

--- --c.1 rq1:: :-:cdr.12::; e xte!"nas : - - ---

• --- - -~, .. ~Sto '"ªt=iz r:x2 s e i::grhH:1 lar, C~r<J"~ r" 'ª" - '-'s •:!o i,:.,, :1 noi:tr:;s 1~ lc'l estlt:1::c1..:ra de 

> --- -.¡,-, siqu1,,:1r.<? m>~iera : f x l yi ; ,¡¿ ;-¿ ; . . . ' '"' ynJ , d0nde r. l , · ·-:, . . . xn 
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- ----;< <fo 1'.! C=rps nood:E.s , e; y:, ~·2 , ... ;•n ''011 :.;s :0mp_.r,enl"" : rl~ 11 .. ~l:g~~ ~oci~:e3.---- -
car9al•zeros(size (N, lJ ,2J; 
car9al(4 , :J • [O -15000] ; 

l ++ 1 • 1 "' 1 • '•' •>e · + r 
0 

h H •- P • + t • > • • • 1 • > >t -._ H - + > +' '• 1 H > • 1 • > • 1 , 1 l • 

- -- ----- --- - --· - -- --- -$-----r. ir. ~·· ir.crr~.·· :;., <Htr.s ;., •r• r 1 :.. 'l:i r- <:iói,-_,: ,., cr : 
~ri 1-'.JS l .. :i.-:-.,."': 

~-----si~~.¿n=~~- -- ---

--- - ---- -- --- -- - - - -
Nel•sizc (Cons,l ) ; 
Nnod•size(N,lJ; ~-----~:c.1 ~ro d..;- Glot!·;n"!J r:1...'.i :.:.~ lo i:,..) 11 -.i : 

-·- - - --:-:cr::i?ro "1(;' nt.(J..~.~ r~.,a l :! r. .. -i_lu : - - - - -

;,-- ... --,"1,t-:-lz ~:·_j qi:· .-;::t:) .~ r le .i.b,~ct:Ht "lf.' 1<1$ f1::.d . .'."' <l• C7.d<: pl_·.:; .~·{--."!''L.''. : --­Edo[ ze ros(NP-1 , 2*3+1) ; 
for l•l:Nel , 

cnd 

Edof(i ,lJ•Cons(i , l); 
Edof(l , 2)•Cons (i , 2J*2-l ; 
Edof(i , 3J•Cons(i,2) *2; 
Edof(i ,4 )•Cons(i,3J•2-:; 
Edof (i , 5) •Cons (i. 3) '" 2; 
Edo!(i , 6)"'Cons(i,4 ) • 2- l ; 
Edof(i , 7)•Cons(i,4 ) *2; 

• -----· '"" c:: ... r..Jc'.:i.-:~ e~"? ics ·.0:1.-.s inici..ul y f.inc..l d.;;: 1 r)~:: el .. :ur:r.to~; : ---­exszeros(Nel , 3) ; 
oy•zeros{Ncl, 3) ; 
for i • l: Nel, 

cx(i , : J• [N(Cons(i , 2) , 2) N(Cons(i,3) , 2 ) N(Cons( l,4 ) , 2)) ; 
ey(l , : J•[N(Cons(i , 2) , 3) N(Cons(i,JJ , 3) N(Cons(i , 4) , 3) J; cnd 

~ 

~.::::.~tt:!.·.:·,!s ~~ r1·7idez, ar.:•)rt:gu..Jmicnll), 
nood.:.\.3: ----- --------

%-----'·1-:at-ri:: --!.- -~'! 
o~c1 Poi O; 

---- --------

Poi 1 O; 
O O 11-Poi)/2] ; 

D*D • E/(l-Poih2J ; 
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ep=[l Esp] ; 

--~--·:d:~;1..; .!·? '"Ut!r; .. <: ·3 ...... c.{~ .::_r:.::')· : - - - -­
eq=zcros(2, Ne!); 
for i-l : Ncl 

eq( :, i)•[O; 
- dens•9J; 

end 

... -----\.·1 r-:o. ...r ... "'rr,~,J : - --- .. 
F•zeros(Nnod•2, l); 

·: -- - --f·i.:.t- !"' .i.t:C'.? d(" : ig1J<:7 , .1r~.1)1 :: :;·J..:ir~.l-::.·.r .) . :-.<"".!::.-, : - ----
K=zer os {Nnod .. 2 , Nnod,..2) ; ---?.i-r.:irJcz . -- -
C= zer os (size (K)}; ~~---t .. :norLl(Jl.:dm i.:;~n::o. - - -
Mass • zaros(sizo(K)) ; ·.---M•M> .---
ior i•l :Nel , 

[ke , fo)•plantc(ex( i , : J , ey (i, : ) , ep , O, eq ( :,i )) ; 
(K, FJ• üssem(Edof(i, : ) , K, ke , f , fc ); 
me• maspt (ex( i ,: ) , ey(i,: ) , dens , Esp) ; 
Mass=assem(Edof(i,: ) , Mass , moJ ; 

cnd 

car ga=zeros(Nnod*2, l); 
fe r i =l: Nnod 

carga(i'2-l : i *2,l)•car9al(i, :) ' ; 
end 
f=f'+cargü; 
q=car ga; 
·: .::= . :'J5 .. KT' . V~ •:í.i .. ~J:; 

(d,QJ=solveq(K,F,bc) ; 
ed=ext =üct(Edof,d); 

:. - - - --C..J..:.'=''.-l:tr les esf1..;l1rzvs y ..ieiorr.:3.::io~.:-s ..=nit:az:i'!s : - ---­
Esf=zeros(Nol, 4); 
Def=zeros(Ncl,3) ; 
for i • l :Nel , 

end 
[Es f ( i , 1 : 3) , Def ( i , : ) ) •plants (ex ( i , : ) , ey ( i, : ) , ep , O, ed ( i , : ) ) ; 

· -----Cdlcula r l···s .,,"'tfu~r:.os de Von Mi 3':.'!...:: - ----
!or i=l: Nel , 

e:1d 
Esf(i , 4) • sqrt((Esf(i,l)+Esf( i, 2)JA2/4TESf(i, 3JA2) ; 
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.. 

newplot! ----------- ---------- ---- --· ·-- -- . -figure ( 1 J ; 
eld raw2(cx, ey, 11 2 lJJ ; 
eldisp2(cx,ey, ed, (2 4 l l , 2) ; 

title( ' Gr:i:icos '~"l -::·20:;;0 ,;~r, d-:>tcrr.:.:i-:i6r. 'i "."C:! d0:'.,.rm<l-::1;..n por •.'.::i.l"f]OS dpl l•:'..:di!: ') ; 
xlabe.t ('mm') ; 
ylabel e· r..m • l ; 

- ------ --- -----
• -----r·c~ ' %e :_.s .: .;c:~"s v a~fc;r-,ic i "'"'S 1or"'": '"" r.:.;x; rr..;;; : -- - --
si9;;-•To o¡;----­ ----- ----- - - ----- -- -- -si9y•{O O]; 
tauxy•[O O) ; 

si9x 11, l) •max ( abs ( Esf í : , 1) ) ) ; 
si9y(l, l)•max(abs (Esf(:,2)) ) ; 
tauxy(l,l) • max(abs(Esf( :, 3))) ; 

cpsx•(O O] ; 
epsy•{O O]; 
9amxy•[O 0); 

epsx(l,lJ•max(abs(Oef( : , l))); 
epsy(l,IJ•max(abs(Def( : . 2))) ; 
gamxy(l , l)•max(abs(Cef( : , J))J ; 

::or i•l : Ncl, 

end 

if abs(Esf(i,l))•=sigx (l,l J 
si9x• fJ:':sf {i , lJ i) ; 

end 

if abs(Esf(i , 2))-=sigy ( l,!J 
sigy• (Esf{ i , 2¡ i) ; 

end 

if abs(Esf(i,J))••tauxy ( l,l) 
tauxy•(Esf (i , 3¡ i] ; 

cnd 

if abs{Oef(i , lJ)=•epsx (l , lJ 
epsx•(Ocf(i,l) iJ ; 

end 

i! abs(Dc!(i,2)J =-epsy(!,: J 
epsy•[Dcf(i,2) iJ ; 

end 

it übs(DefCi,3)J =~ga:n.xy (l,l J 
gamxy•[Oef(i , 3) iJ; 

end 

e cho on; 
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·~ - - - - - ~.; x irr:ú e . .;,tu .... t¿() .. 1orm""l : )': i..3:b.J:·~·lu_•:•j .,. 6-.:.:-!~1.=n--·:· a~ !.tJ 
u!:. .t"':;1. r:'i(t:'l : -----
echo off; 
sigx 

echo on; 

. . 
~!."::i:'-" ,"l.n:-----

echo off; 
sigy 

echo on; 

- --- -~-~:i ·im;;i ~stu,-.:r::.-. ..;.:i:. :.br.:t-: {llL!:i"'~·.;:_,) y -::lt;:ri~:.-., rit-­
ub i ·~~aci 'Jh : - - - --
echo off; 
tauxy 

echo on; 

echo off; 
cpsx 

echo on; 

--···· -!·:l •. 1;.;j . ..i d0.l··!l1 .. 1 ... ;jó1'1 ,Jni.t .. Jrir.: "1 1 f 1¿Jt\~.J~~.- .. t} '-:· <. l•.!:'Tl•_n!:; ._¡.-! • .-:. 
ub:<::i. .. ..:i i,1¡:-----
echo off; 
epsy 

echo· on; 

:c. -----r·-J~xir-. .:i d..lofcrm,..,: i ' ., 'lr.,~ulJ i.: (dC!-;.Jluta; y ~le:n--: ... t:o •Je :· J 
u!:.i.;d .... !.0n : -----
echo off; 
gamxy 

--- - -~rc.oficar l·:·s <:·:·r:t:orr:.os "le -:=s : '.)-;;:=zc.::; : --- - -

--------------- --
~ - - ---Et<t.:>ble-:f'r l.?> 1'a:ll del g-át:co : - - -- ­
xmax•max (N( :, 2)); 
xmin-n:in (N(: , 2)) ; 
ymax=max (N( :,3) ) ; 
ymin=min(N(: , 3)); 
X=zeros (J,Ne l ) ; 
Ye zeros(size(X)); 
vmi ses•zeros(size(X)) ; 
a• zeros(Nel , 3) ; 
b=[lj ; 
C• [l) ; 
d m [ 1]; 
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:or i•l : Nel, 

X(:,i )•[N (Cons (i , 2),2) N(Cons(i ,3 ) , 2) N(Cons(i,4) , 2 )) ' ; 
':t:..::r.--:t:·n·\·.:i3s .•• :.,.• Lo~ --lo.J·-.:::. J., .::-1t::.l. ~· ':::"'t?- : v . - - -

Y( : , i)•(N(Cons(1 , 2) , 3) N(Co:ls(i , 3) ,3) N(Cons (i,4),3)) '; 
C.:~ :>:..:·~..1..:-.:1.-: " . .' ~~ -~:; ':':.crJ. ; ?-: ":ad-:. -;- : ~1 ... ~r1:c . - - -

for j-l :Nel , ,z,: r-·:-...; ol··~:;-"r ., .. el·::me::t.r .. s ·::·r~ ·":U'!'f ,_ ... ,r 
~. '.l _!;:-,, .... .i•.A.1!': . ---

if Cons(i , 2)••Cons(j,2) Cons(i,2)••Cons ( j,3) 
Consci,2)••Cons (j ,4 ), ---t•<'C"> l · .. ·:t..">.i:::•L .---

a(b, l)•j ; 
b•b+l ; 

end 
if Cons(i,3)••Cons(j,2) 1 Cons(i,3) ==Cons(j,3 ) 

Cons(i, 3}•-Cons(j , 4), ---N(,.'{:? ~ ·:·.-::•p..-1r - i:-f.: .. - --
a(c,2}•j ; 
c•c+ l; 

end 
if Con5(i , 4) • Cons( j , 2) Cons(i , 4J ~=Cons (j , 3 ) 

Cons (i , 4 ) ••Cons (j , 4) , ---r:cdn < ""'!"" · · ·; 

enrl 
cnd 

a(d , 3 ) •j ; 
d• d +l ; 

· ---:'r:t'1,•-.ii·\!"' ,~n ".:11".~<.l ·.r:d .. l·J·: f': • .... e:;-:,··~ ·J "}r:ii .: . ·, I~~ l·:; 
~.· l·r~m,.·~ .r ... ~-; q ;, !"1 ..:.:<.>mp 0 1r~·Rr~ y · 1 ~;iyn~i:'.:..1..' .i~ n.:.,J.:~ . - --

vmises( :, i) • [sum(Esf(a(l :b-1, l) , cgraf))/(b- l) sum(Esf (a(l : c -
1 , 2) , egraf))/(c-l) sum(Esf(a(l:d-l,3) , egraf)}/(d- 1 )) ' ; 

b • r i 1; 
e • [ 1 J ; 
d= [ 1) ; 

end 

- ---- t.:rci:·-a'· l·~·S t'".~•.tt)!',:>.· oc •.:::t:· .. --:::Zf):::= e~ 11 Pn:1-::l:a :----­
figure(2) ; 
eldraw2 (ex, ey, [l 2 l) ) ; 
fill(X,Y , vmises) ; 
axis equal; 
colormap jet; 

title( ' Grá~i~o de conco~nos Co 9sfu~r~os s~le~cionado$ ' ) ; 
xlabel ( · m.11 • ) ; 
yl<1bel ( .... _,,.) ; 
dr:awnow; 

----·---
·~ 

'' -----Cbr;r::r1.C.t:' l;i..'j !r·.:r;u!\nci~3 nvt1Jr~l'::s :..i~l .-;1Jerp::-. : 

---- - --·-------
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M2-Mass; 
C2•C; 
K2•K; 
M2 (be (: , 1) , : ) D ¡ J ; 
M2 ( : , be ( : , 1 J ) - [] ; 
C2 (be ( :, l) , : ¡ • [ J; 
C2 ( : , be ( : , l) ¡ = [ J ; 
K2 (be ( : , l J , : J • () ; 
K2(:,bc(:,l)J=[] ; 

[modal , frec] •eig (K2, M2 J ; 
~:n\...,,j '.i. · r·r";l~s = ~ 
it min(real(frec))<O 

echo on; 

echo off; 
free 
break; 

end 
frec•diag(frec) ; 
rrcc•sqrL (free) ; 
frec•frec / (2"pi) ; 

condl•max(abs(imag(frec))) ; 

cond2•[1J; 

----- .. · l "t ... ;·_:r· •. 5 ·.:,;;..le-~ ..... ,.J' .. ·'"· ~· 

for i•l : length(frec) , 
it lsin!(frec (i,l)J~l 1 isnan(frec(i,lJJ••l 

cond2•0; 
and 

cnd 

if (condl/max(abs(real(fr ec)))J>•lc-5 f cond2•= [0J 
r:.r.-:1 fi j j ·::i y ·~ú t. P.f1c: r ) .:a ej e.c:;.~í or: ::;.i /\...,,y ·!.:. r ., r . 

echo on; 

~~r..:i~ m:.lt rit.:·os d~ rig l ct-=z y/o d.-::- rnus:, t:i:in .'i.i.n.;u1a r·~s _._.. ti l."::n•.::11 v~l0t~n noqDLivos , 

~Vi!L'i fica r C1.;n;Ji·.~:ion'=s d.t? i'.'orrj(~ y clim4.':·n:: i ..;na:nii~nt..: .. condl 
cond2 
echo off; 
break; 

end 

frec•real (frecJ ; 
~l"l--.;u'4:-n :::.:. .1s n.it~t«l:c.s .. 

modal•rca:l (modal); 1-- - - - ::crn.anJo ~r. '=''Jl.':!n:G et:.; .L.a p.l:tt: 
:.:- 19j :1.J .. i-·1 ~$ ~ír1intJ . 

·.l-- - - -i'.>ct ~r:r1inar ":-.:. j i'll:~rvalo ..::r ... :. i~o : ----.. 
a=length (free) ; 
cont- 1; 
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f or i=l:a 

if fre c (cont) • •O frec rcontJ/max ( trecJ <=le-4 
frec (contJ • ( J; 

er.d 
cont .-cont- l ; 

cor.c•cor.t+ l ; 
e:'ld 

a • length ( free ) : 
i ! trec(a ) • •O 1 f rec(a)/max (frec) <• l e-4 

free < a ) - ¡ J : 
ene 

echo on; 

· - -- - - f'r--.: ... :1.l~nc.:..1 s tl -i t~r .. 11u:; -:-: ·..:· .. e =-r-c .:: ·· - -- ­
echo off; 
free 

echo on; 

-- - - -f''.·.:: i :.>: :.:. ni:" 11.b·.J~ · L·'" i : - -- - ­
<>cho off; 

T• l / mi n(frnc (l:lcngLh/frec) , l )) 
i r ;_ ··."':u r ·r1\ ~ · .,) :-r1.1: n. i . 

echo on ; 

- -- J•'r!'•"' •. dn··· ~., .:;!n.;ul<J' ".;,r~·1.-·•r<>!'1tJ,.pr.t •• d 7 . 
ec:io off; 

ome9a~mln(frec(l:len9th(frec) , l))*2*pi 

echo on; 

- - -- - l.!"d '~ l.'Vo l O ..;:· : -.l"':O r:J\! ir1 .. Ct'!JC t.J...;1 6;. : -- - - ­echo off; 

int•( l I mean (frec (l :len9 th( f rec) ,l) JJ I pi 
.:.:-:t¿t·t o' uc: ,,.tn . · ---: -: ~: ~r vat._ . ._:r • 

echo on ; 

---- -t .. .;.::-,""rG d·~ .i.nte:rv.ilos de? :!"1.-ecpo ... ac • ..Jn : --- - ­
echo off; 

n=round ( T/ int•l) . - - -!~ur:.•1ro d-:: in~c:-;·~ :~.~ -
t=n• i nt; 

9dla=[ l : Nnod*21 ' : 

gdla(bc( :, l JJ •( J; ---Vec ·.·r '"·;.~ l ·:·s t~l)L <1°:civ.,.s . 
condinicial•zcros(Nnod'2. 2); 

i-----~i1g~na l i :~r matricn9 n~ m1sa y tJnldsz y convcrcirl.~ 0n 
\:r" e t·~'l'.€;~: - -- - -

M2=modal ' *M2*modnl ; 
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K2=modal'•K2•modal; 
C2=modal'·c2·modal; 
q2•moda1••q (9dla) ; 
M2•diaq(M2J; 
C2•di.:i9 (C2J; 
K2=dia9(K2 J ; 

M3•zeros(Nnod·2,l ) ; 
M3(gdla)•M2; 
C3=zeros(Nnod ' 2,l); 
C3(gdl.:i)•C2; 
K3=zeros(Nnod•2,l); 
KJ(gdla)•K2; 
q3•zer os(Nnod•2, lJ ; 
q3(gdlaJ-q2 ; 

echo on; 

~-----El pr0·1:""'' "''t~ '"'-'-l•.>ndr. l ·t.c :·-o:·"'"'; ._,,., ,._., P·•n ·'iml!J.i• · i,.-n ,_;:lll-117.i &;,1 , 

·1-- - ··-F.~:..1 ... , ~ ... ,..l¡' Íu r.-.lrd:i:· -Hl',;··· rn. r1t.;t_. r·;·;:. J·(~r :;~/fit '""":--; .• :t'!I".· .. . echo otf; 

- ·---~'"""'~ r.· L .. n•:••·•'". '1 •J• W>vim1u1r.-; ne1-f'..·,.,, •. ·'· :i;,! .. ,Jr. ''·" P.,,," :\i.·L:·~ 

i-- ---';.:.:r.,.Jr .. .1.n1ju l.1~ Ar.-1J•.1':"L· ... ne:i;: J,.. ... ~~ci....1 ~;:1L : - -- - ­
dcsp•zeros (n, 2, Nnod'2); 
a=size (be) ; 
a =a(l) ; 
for i=l:n 

desp(i, :, bc( :, l))•[bc( : ,2) ': zeros{l,a)J ; 

éor i=l:Nnod•2 
a=O; 
j•l ; 

"hile j<•length(gdla) 6 a••O 
if i-qdla(j) 

a•l; 
end 
j=j + l ; 

end 
i.f il=•l ; 

[tiempo, desp ( :, : , i) J •odelSs ( • funcio:i ·, f 0 : t/ (n -
1) : tJ, condinicial (i,: J •, 1 J, M3 (i) , C3 (i), K3 (i l , q3 Ci ) J : end 
end 

a • N( imp, 2 : 3) ; 
b=O; 
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i•l; 
while b••O 

c:id 

it a•~N(i , 2 : 3) 
b•l; 
j•N(i,: } ¡ 

end 
if i •long th (N) 

b•l; 
end 
i•i>l; 

echo on; 

-----~~]~ ~! ~~d: 3e a~a:i_1 ; ----­
echo off; 
imp•j(l,l) 

-----G:·ui-::or e!. ..:l"s¡:.l<;zami,,:·,t,, '1'<l .• ;.Jo .. ~col:c,-;., '"- · '-'~·"'i'",;---­de•desp( :, J , (imp*2- l : i mp*2)J ; 
figure(J); 
plot (tiempo, de ( :, : ) ) ; 

title([.l"r .. ~(1~":-:., th~ :lc :->f>la:dmLertto vs. tjorn;r.·o d-.:l r">tio 
' , num2oLr(impJJ) ; 
xl0:bcl { ' rt<;<mr:,o ( .:;J · ) ; 

yla:be.L ( ' ...,,~~r .... 1 '.'.l?~m.iento ír.'!:n) ') ; 

-----r·. ·l.c,.~ le V<=l.:>-:ic:iJ d•L n.,.::;~ ·Jr,.:.:t ... n, :·s . :>r.:pc:----­de•desp ( :, 2, (imp•2-1: imp*2) J ; 
figure(4) ; 
plot (tiempo, de ( :,: 1 J ; 

title(['G~Hico d" velodJ .. d -;s. tie::-.po r:cl nccb ',:iu:n2str(imp)}); xlabol(' ~l~~oc {s)') ; 
ylnbel(''l4!-lC'cid-ld :~Is! " ) ; 

-----1~~.,¡;.:~1 l<: 1'>-dor"c~c,r, d"l n•).;_. 1r..:.d:,-,Jr, n . ::.>mFu:----­de•de ( : , 1 , l : 2) ; 
tiempo•[tiempo tiempo] ; 
ac•diff(dc (: , 1:2)) . /di ff ( t iempo) ; 
figure (5) ; 

plot( tiempo( l : (length(t i empo) -l)J , ac(: , : )) ; 

title ( ( ' Gráfico da a.::eler·ación vs . tiilmpo d~l nodo • , num2str (imp¡ J); xlabcl( ' ~l¿mpo Is} ' J ; 
yl<lbel ( 'P..cei ! P.rc)C.l.On (m:r../s .. 2j • } ; 

• - --- 110ti-:".:tr :c.s r.:odc.s ce ·~·.:..b:.o:::i·!·n (":iorecior1 !.i~~e) : - - --­clear i; 
vld•zeros(Nnod•J , lJ ; 
cld•zcros(Nel,6/; 

int•l/frec((size(fr ec,1 )/ - modo)/(pi'lO) ; 
n-round(l/frec((size(frec,l)) - modo)/int)+l ; 
anima movicin(n) ; 
for j•l:n 

t•j •int; 
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vld(9dla,l)•m<>e1a1(:,sizecmodal,2)-
modo+1J•real(oxp(i•2• p1 • trec(len9th(frcc) - modo+1¡•t¡); 

vld(bc(:, 1) , 1) •(01 : 
eld(:,lJ•vld(Cons(:,2)•2-1,1); 
old(:,2J•vld(Cons(:,2)•2,!); 

end 

eld ( :, 3) •v ld (Cons ( :, 3) • 2- 1, 1 J ; 
eld( :,4 )•vld(Cons( :, 3J •2, l) ; 
eld(:,S)•vld(Cons(:,4 ) '2-1,l); 
eld (:, 6) •vld CCons (:, 4 J • 2 , l) ; 
figure(6) ; 
clf; 

eldisp2(ox, ey, e1d, (1 2 IJ , 0 . 02) ; 
anima(: , j)•getframe; 

title(( ' Sim1.:.,cic,n ri- ', num2str(modo) , ' r"o<.i-:. :i~:tJl '•l J" '-'il:>=, .. c_:_,,11 , ,\ ', nu.~2str{frec(len9th(9dla)-modo+l , l)J , • H~ · ¡¡ , movie(anima,5,8); 
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APENDICE D 

CÓDIGO DE LA FUNCIÓN MASB2D.M: 

function (me)•masb2d(ex, ey,dens, A) ; 
[fl':t· J 'i('.1::tb/.tj !:~!/'. ( 1, ',') , ''j.' f l; /.) , d(.f¡.~ {1

1 

J 
0
!) 

¡:•!..~}¡: .. ' .. <; ! r.A. : 

e,., r·•r. lt l. Á "'"' r .• l· '" l ,.) ")<'tld . ; / .• 1.,.; cj,. ,, ,,,.,. (f., "·' <. ' ·ro, ;¡ . e· ;rf'l'·•li \ T.lt•) t:';J¡ ::o 

-------------------------------------------------------------------• .1: i. ~ ""' \.! .1 : 

Sr~!: r,;.J.i : 
\..'~ ( 1' ¿; 

e;.- i l , ¿ l '.:<-cr-j.;n,1 i;,~ 'i (1' lec "". '""""S e': e! .,,01e,-,t0. d1··t1~~r1, l) • ,1,.·r,,id,,d 'i'~·I mu~er:.:,~ . 
,'\'.l,11 * .~r"~ <J•~ J, "c;i6n tcu'-,'f•r.,"1 ·fo: .;e""'"''·''· 

~"'.' ... ¡ lic:-i : 

mi-! ... :n.::ri:: 0·"::-.1! "li tJ ··r. ¡iza.de": º"" :r'i..,;'G . 

-------------------------------------------------------------------·~ r.:.::.-e:t·i.t p·:·1· : Oi:i.iel Elu~ Vel..::sc·-.,,, 

i f,,::~~t,d de !<:<J"nit«~-, "'• Hn.::~nt..::·, y Cl.<'r•c'.a.$ e-, l; hc:.IJ<.:::l;.:., ~· .:: .. ~--:~.;.el.: Sup1:r1i:>r P"'>l.:.~·~cn:.-::.J ;:i~l t::ora:l . 
i:.er€:c-.1·:·s d·~l .J'.J::o:- .. e~~:.·vJdcs l i•gl)::::::o d~ 20~-:!:. 

-------------------------------------------------------------------
b-(ex(2)-ex(l); 

ey(2)-cy(l)J; 

L=sqn (b ' •b) ; 

n=-b ' /L; · Xvt:-1;. e~ CO.::l:l'tr.o;J y .!~:-.o.;$ rfi.:-~ctor0s 
G=ln zeros(size(n) ) ; 

zeros(size(n)J nJ; 

:ne=(l O; 

o l J ; 

me~ 2/J • L • dens • A • me; 
me=G ' ... rne"'G ; 
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d-diag(meJ; 
me=zeros(size(me)) ; 

~or i=l : length(me) , 
me(i , i)•d(i , l) ; 

end 

f 
~"'K 
~ 

l'Ol.m>c 
ll!LJOT ' 

1 • 
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APENDICE E 

CÓDIGO DE LA FUNCIÓN MASV2D.M: 

function [meJ • masv2d(ex , ey,dens, A) ; 
: rnc- ! :r., 1 ·.; 2 :! i f~ / ( 1 , 2) , "'y ( l , 2 J , dt::·rR; ~ 1 , 1 } J 

,, ("' ..:op!-.~;~ ¡ •• : 

• (:,., .. ,,.,. 1r ·"' "'"'·r:.; J."""' d.i.. 1·;011.-1. i~d··i ~ :.k ''"'"" d~ u1 " ·::'"'" •· <!'.· • • 1 ;¡.¡ r:·n ''O 

------ -------------------------------------- ----------------------.... l t j t i, ¡ ' .: : 

1 ~~ ( 1, : J 

•' (''/ ( l , .1) .;:r;o:'<'.t<:n.1d.;¡~ 'f '''' J º" ':X':. l'':1'l<•.< <; ~ ! o,, "l,on:r,;), ... , .. 
<L·nsr1 , 1 J • <!<"r1sid..1i;:f d·~l m~te-ri-.i .. . 

. •q¡ , 1) • .:ic.n <fo I~ S",'"i'>n t ti11'l:>'.'1:r¿"l dr:l «llCmP.:>tc'. 

' -- -----------------------------------------------------------------t.. .. !'.'"-7.JC'd pn:-: Ddr._n! Bl,J..11 \-··~l~.:·;<J , 
:·"-'"H•.d '"' !:"¡"n1cr; a '"' li<!C.rnic .. y •:i;,n,~ ~ ~¿¡ de la i'~·--'1u·:- .:i :'> .. , 

&: 2..sr-.. :·::l, Suo1"r10!" fcl;.tt!\:r.ica del Li"t·:·ril . 
;, :_)¿rA~"!Os: d~l aut,.;.¡; r":"~ervadO:"", .!\·;cst•:· d'? ::Q;:¿ . 

' -------------------------------------------------------------------b=[cx(2) -ex (l); 

ey (2)-ey(l) l ; i- --~:o·i-i= e" 3Cr>.:>s '/ ccs;:-::c" di,-;:-c:-,r...,3 . l~sqrt (b(l,l)A2+b(2,l)A2); 
n=b/L; 
.• l'-l3lr _: -:!{' !'t;.t.)r J 0:1 : 
G~ (n (1 > n(2) o 

-n C2> n(l¡ o 
o o l 
o o o o o o o o o 

i M~tri2 a~ m~~.i: 
me=zeros(6 , 6) ; 
me( l, l) =l/J; 
me(2 , 2) • 13/35; 
me(3 , 3)•1/10S•t•2 ; 

o 
o 
o 

n(l) 
-rt (2) 

o 

o 
o 
o 

n(2) 
n ( l) 
o 

O; 
O; 
O; 
O; 
O; 
l J ; 
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me(4,4)-l/3; 
me(S , 5)•13/35; 
me(6, 6)•1/105•L•2; 
rne•lOS/148 • dens • A • L • me; 
me-G '"'me•G; 
d,di.:19 (me) ; 
me~zeros(size(me)) ; 

for i•l :len9th(me) , 
mc(i, i)•d(i, l) ; 

end 
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APENDICE F 

CÓDIGO DE LA FUNCIÓN MAS?T.M : 

f unction me=maspt{ex, e y, dens , Esp) ; 
¡ ':l.•_ 1 m...:: s ·.: / :i : .... ~/. ; 1, / ~ , '!Y : 1 , 2; , C.1'7ft3 ( l , 1 / , :;:3 · . 

:::· ~ :)r·: · :'> ~ ~ .·: 
·~·-1..'::1p•:'°.i -:- l:i r:::::t:r ~ ... ··:·e:! d.:.a . .¡ori.J .. ..il..a·i , ~=-; ~ , o 

~6~i~0 ~~i~~~:J~~r . 
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------------------------------ ---- ---------------------------------

·~ .-.:X (l , .<) •• cr;.: . ..- ci.oortada S ): ·"'le 1•:·$ :"'"•'•dü:; Jel \. -·!:".\;t1"'•.•. 

·: ey ( 1, J) ":':t.°•~r·;:lr::1.v.-t.d..:1$ ·r· df:: lo~ r.ci.Jf71~ J~ l .""? :_,.r;_, .. n::v . 
• ~ cer1~ ~l , l) = r!ensld c-;d d.·::l rnate !"' i:12. . 

E~;p ( l , l) 

·~ S.:.il:i.-:ia. : 

------------------------------------- ------------ ------------------
F~ ... :ult<.Jd de- :ir.o.J eni':::L'i.:l ~n t~iec~nica y i::-:.enr;::-: 5 dt~ .le: t'rv~ur:c:1':>!. , 

·:, Ssc·.1-~l::-. 31.:.pe:cior Po lii:Ccnica del Lit·~·r3.l . 

~ - - ------- ---------- - - --------- - --- - --- -------------- ---------------

~ ---- -Area d~l ~:em~n~o : -- - - ­
A=l /2*de t ( [one s (3 , l ) e x' ey ' ) ) ; 
A=abs (Al ; 

' -- - - - M-:1t:i::.= de masa :----­
me=eye ( 6) ; 
me=dens * Esp • A/3 * me ; 



APENDICE G 

GRAFICO CON LA NUMERACION DE LA MALLA DE LA ESTRUCTURA 
DEL EJEMPLO 3: 

·" 
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APENDICE H 

GRAFICO CON LA NUMERACION DE LA MALLA DE LA ESTRUCTURA 
DEL EJEMPLO 4: 
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