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I NTRODUCCTION

esente trabajo monografico, estd diseflado para servir
" un curso de Algebra Lineal, cuando los estudiantes
1 claro el concepto de espacio vectorial.

las operaciones mds importantes de Algebra Lineal
la adicién y multiplicacidén por un escalar.
propiedades algebraicas bésicas de la adicién vy la
slicacién por escalar para vectores en R» son validas

. los espacios vectoriales de los polinomios. Uno de

principales éxitos matemdticos del presente siglo, es

al conocimiento de gque existen muchos espacios

oriales ademds de R».

o de los espacios vectoriales diferentes de Rn estan

sepacios vectoriales de los polinomios Pn.

85, Solomon W. Golomb, inventor de los "POLIOMIMOS™
habia estudiado en Harvard, !pUblicé un libro

amental sobre el tema, titulado POLYOMINOS.

polinomios, nacidos como un pasétiempo matemdtico més
o8 intrascendente, haﬁ: terninado por convertirse en

surso de los afios

. en una drea de investigacidn
btante dentro del-éﬁéiisis combinatorio.

egtructura en ’éi de este trabajo monogrdfico estd dada
ia siguiente manera. En el capitulo I denominado
fHINARES se dan las definiciones bédsicas del Algebra
}l, tales como: vector, operacién binaria, operaciodn

binaria, espacio vectorial, combinacion lineal.espa-




nerado, dependencia e independencia lineal, base vy
iéns del espacio vectorial y subespacio vectorial
8 respectivas propiedades, se hace ademds de las

lizaciones, sus respectivas ilustraciones en Pz vy

‘6apitulo II, denominado POLINOMIOS Y ORTOGONALIDAD
a conocer las definiciones e ilustraciones de

e interno real, norma de polinomios, vectores

nales, construccidn de conjuntos ortogonales,

> de ortogonalizacién de Gram_Schmidt, proyeccién

nal de polinomios y complenemto ortogonal de poli-
4con sus respectivas ilustraciones en P2.

2spera de que el presente trabajo sirva de guila para

umno que tenga interés de profundizar sus

ientos en lo que respecta al espacio vectorial de

inomios.
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carPITuLO I

PRELIMINARES
.1 OPERACION BINARIA
definicidn Una funcién & de VxV ——> V es una
speracién binaria sobre un conjunto vV, si Vv

solamente si a cada par ordenado (vi,vz) e VxV le

signa uno y un sblo elemento en V; es  usual denotar
b(vi,v2) = Vi ¥ v2

LIemplos
Lo suma sobre R es binaria

. (RxR) —> R |

B(x +y) = (x+y) GHR

p(2,3) =
Nota: La definiéién de & significa que toda

operacién binaria en Vv es clausurativa.
Existen también operaciones que no son binarias.

cuando multiplicamos por ejemplo un namero por un

- “vector'”.

Sean v € R vy a € Z; aqui los vectores estadn en

e e e F—
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y los escalares en Z.

> R, esta operaciodn no es binaria

finicién 1.2.1.- Sea Y un conjunto no vacio de

smentos denominados vectores, sobre el cual estan

finidas dos operaciones; una binaria llamada suma

vectores + ¥ otra no binaria denominada producto

vector por escalar; V Jjunto con las operaciones

+y .) es un espacio vectorial, si y solamente
cumple con las siguientes propiedades:

’ ¥ vi, vz € V tal que vi + vz = vz + Vi

EOPIEDAD CONMUTATIVA)

D—V vi,vz,va,e V tal que (vi + vz )+va = vi+(vz+ va)

ROPIEDAD ASOCIATIVA) 25

i)dov € V v wveV tal que v +(0v)= v

XISTENCIA DEL ELEMENTO NEUTRO;.DE LA SUMA)

¥ v,e V J(-v) tal que Vv + (-v)=0v

IXISTENCIA DEL INVERSC ADITIVO)

18 siguientes propiedades se cumplen para la

eracién no biﬁaria.

I Va €R ¥ wvi,vz € V, a (vi + vz)=avit+ avz
RIMERA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA)

) V a,B € R ¥ v €V tal que (a+B)vi =av +Bv

SEGUNDA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA )

i

e e et S e Sl




1z
ii) ¥ a, B ER ¥ v € V tal que (a.B) v = a(B.v)
FROPIEDAD ASOCIATIVA DE LA MULTIPLICACION POR UN
SCALAR)
éii) ¥ v € V 1.v=UV

FROPIEDAD DE LA IDENTIDAD MULTIPLICATIVA)
Lr definicidn de operacidn binaria se cumple la
erradura de la suma entre vectores.

vi,vz, € V vi + vz = va ===> va3 € V y

Cerradura de la multiplicacidn de vector por

scalar se cumple también.

¥ a€eR ¥ v eV z===>a (v) €V

RACION D ONCEPTO DE PACTO ORIA
3
2a V = Pz el conjunto de los polinomios de
rado menor o igual que 2, con las operaciones;

inaria suma entre polinomios - v producto de
plinomios por escalar. "
Lan pi(x) = (azx2 + aix + ao) é  P2

p2(x) = (b2x2 + bi#,*vbo Y €- Pz

k sea la suma entre | polinomios en Pz definida como

2(x) + p2(x) (az¥® + aix +ao)+(b2xZ + bix + bo)
= {az+bz)x2 + (ai+bi)x + (aotbo) y la

peraciodn producto por escalar definida como.

1.p1(x) = a(azx2 + aix + ao)
.p1(X) = a.a2x? + a.aix + da.ao es polinomio en P2.
ara probar que Pz (+,.) es un Espacio Vectorial

lecesitaremos un tercer polinomio en Pz, sea éste

B e R e e ———
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X) = c2X2 + cixX + co

importante dar a conocer que de ahora en

pante cuando nos vayamos a referir al wvector

de los polinomios nos referiremos como el Op,
riendo expresar con esto que:

= 0x2 +0x +0

iamente no vamos a verificar 1la cerradura de la
ja, pués ésta es una operaciédn binaria.

ifiquemos la Propiedad Conmutativa de la suma de
inomios en Pz ; esto es:

P1, pz € Pz tal gque P1 + pz2 = pz +p1 € Pz

N

1+ P2z = (azx2+aix+ao)+(bzx2 +bix + bo)
= (b2x?2 +bix + bo) + (a=x2+aix+aoc) 1

= (az + bz)x2 + (b1 + a1)x + (bo + ao)

= (b2 + a2)x2 + (a1 + bi)x + cao + bo)

= (bax2 +bix + bo ) + (a=xZ+aix+ac)

= pz +p1

ifiquemos la Propiedad Asociativa de la Suma
¥ p1,p2., ¥ pa € szi tal que

]

p2] + pas =pai+ipz +3
+pz2] + pa =[(a2x2+aix+éb)+(b2x2+b1x+bo)J+(czx2+clx+co)
[(az+bz2)x=2 +(;§+b1)x +(ao+bo)] + (c2x2 + cix + co)
[(az+b2+c2)x2 + (ai+bl+ci)x +(ao+ bo +co)] |
?azx2+a1x+ao)+ [ (b2x2+bix+bo) + (czx2+cix+co)]

. pi+lpz + pa ]
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Existencia del Elemento Neutro de 1la Suma
d op € P2 ¥ pe Pz tal que p+0p=orp
P+ Op = (az2x? + 81X + ac) + (0x2 + Ox + 0)
= (az + 0)x2+(a1 +0)x + (ao + 0)
= (az X2 + aix + ao)
=p € Pz
Propiedad del Inverso Aditivo
¥pe Pz 3-p € Pz tal que p +[-pl= Op
endo -p =-(0xZ + Ox + 0)

(azx2+a1xX+a0) +(-a2x2 - aix - ao)

p +{-p]

(az ~az ) X2 + (a1 - ai1)x +(aoc - ao)

1]

= (0x2 + 0Ox + 0)
= Op
ficaremos la Propiedad Distributiva de la suma
escalares por un vector. |
p € P2z V¥V a,8 € R tal que -d{a + B)p = ap + Bp
- B)p =(a+B)(az2x2 + aix + ao) '
= a(azx® + aix + ao) + B(azx24+.a1x + ao)

(a.az2x? + a.a1x +a.aoc) +(B.azx2 + B.aix +B.aoc)

a.p + B.p

Propiedad Diqtriéutiva de la Suma de vectores
un escalar
¥ pP1, pz € P2 ¥ a € R tal que alpi+pzl=apz+api € P2

Pi1+p21 = alaz2x2+ aix + ac ) + (bzx2 + bix + bo)]

|

a(azx2+ aix + ao) + a{azx? + aix + ao)

ap1 + apz

B e e U
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Propiedad Asociativa del Producto Escalar por un

Btor
i) ¥ pe€ P2 ¥ a,B € R tal que a(Bp) = (aB)p € Pz

alB(azx2 + aix + ao)]

a(Bp)

(aB) (a=2x2 + aix + ao)

= (aB)p
propiedad del Idéntico Multiplicativo
}i) Y p € Pz 1 € Pz, 1p = p € P2
i.p = 1(azx? + aix + ao)

azx2 + aix + ao

1

= p € Pz
)ra presentemos un ejemplo del cual Pz es un caso
*ticular: Los polinomios Pn de grado menor o igual que
lemos probado gue P2 con sus  correspondientes
sraciones binaria de la suma entre polinomios y
ducto de un escalar por un p&linomio en Pz es
espacio vectorial; de'iéﬁal manera podemos
bbar que Ps,P4,.:.jy asi sucesivamente son
pacios vectoriales. ‘
amoslo ahora g§§j  Pn, el conjunto de los
inomios de grﬁd6:Menor s igual que n € Z*+, con
correspondientes operaciones; una binaria llamada
pa de polinomios en Pn, definida de la siguiente
Nera.:
p1 = (anxX®+an-1xn"1 +...+831xX+80) € Pn

Pz = (bnx® +4bp-1x0—1i4+_ . . +bix +boc) € Pn son

S ——1

B S —
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inomios tipicos de grado menor o igual que n.
+p2 =(anxP+an-1xP~1+. . . +aix+ao)+(bnxPtbn-1xn"1 +.. .+
g+bx + bo)

(an+bn)xP+(an-1 +bn-1)x0"1 +...+(a1+bi)x+(ac + bo);

otra llamada producto de un polinomio vector por

alar real definida como sigue a.p € Pn
a € R Yp€ Pn
a. p = a(anx® + an-1xX7"1 + ... + aix + ao)
= g.anX® + d.8n-1X*"1 + (.. + a.ai1x +a.ao

mo vemos a.p también es un polinomio en Pn.

rificaremos si Pn con sus correspondientes

eraciones de (+,.) es un espacio

torial; para 1o cual necesitaremos tres
linomios tipicos en Pn, como sigue:
p1 =(8nxX® + an-1xX»"1 + ... + aix + ao )vé Pn
‘2 =(bnx? + bpn-1x»~1 + ... + bix + bo) € Pn
p3 =(CnX?® + Cn-1XP~1 + _ .. + c1x,f560) € Pn
vamos a probar la cerradufa. de la suma, pués

ta es una operacién binaria .

.se cumplen las siguientes

rificaremos si

opiedades relaqionadéé‘ con la suma de vectores

. Propiedad Céﬁmutativa

) V p1, pz € Pn tal que Pi+ Pz = p2 +p1 € Pn

Pi+ P2 = (8nX® + @n-1xX»"1 + ... + aix + ao) +(bnx» +
bn-1xn-1 + --. + Plx + bo)

= (8n + bn)x? +(8n-1 +bn-1)x2"1+_ . . +(aitbi)x+(aoc+bo)

—

B

—

e




17

(ban + an)x? +(bn-1 +an-1)x2"1+.. . +(bitai)x+(botac)

+pz  =(baX® +bn-1xP-1 + ---. + Blx + bo) + (anx® +
an-1xn—1 + ... 4+ aix + aoc)
= pz +p1

Propiedad Asociativa de la Suma
) ¥V pi,pz,»3 € Pn tal que [pi+p2] + pa3 =pi+[pz + pz]
1+ pz] + pa= [(anx® +...+ aix+ao)+(bnx®+...+ bix + bo)l
+(cnxX?® + ... + C1iX + CoO)
= [(an + bn)x® +...+(a1 + b1)x +(aoc + bo)]
+ (cnx™ + ... + c1xX + co)
= [(an + bn+ cn)xn® +...+(a1 + bi+ c1)X
+(ao+bo+co) ]

(anx®+. . .+aix+ao)+[ (bnxn+...+ baix + bo)+

(bnx® + ... + bix + bo)]

pitlpz + pa]

_ Propiedad del Elemento Idéntica de la suma
i) 3 Op € Pu v p € Pn tal queh,lﬁ + Op = p € Pn
4+ Op = (anx® + an-ixn=1 + ... + 512 + ao)

+ (Oxn + Ox‘ﬁ‘f*fL + ._; + 0Ox + 0)

1+ 4+0)x"— 1+, . +(ai+o)x+(ao0+0)

(an+0)x0+ (an.

(anx® + §n;;kﬁ-i'+ ... + aix + ao)
= p 4
& Propiedad del Inverso Aditivo
j)) Ype€ Pn I -p € Pn tal que p +[-pl= Op
P +[-P] = (anxX® + an-1x2"1 + ... + aix + ao)

+ (—anX® - an-1X0"1 - .. - aix - ao)

-

P —

e — ISP —
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= [(an—an)xX?® +(8n-1 — an—1)xX2—1, . .+(a1 — ai)x

+(ao0 — ao)l

———— A

(Oxn + Oxn—1 + ... + 0x + 0)

"

e

F Propiedad Distributiva de la multiplicaciodn de

scalares por un vector

i) ¥ p € Pn ¥V a,B € R tal que (a+ B)p = ap + Bp

(a + B)p =(a+B) (anx® + an-1x»"1 + ... + aix + a0)

= a(anx® + an-1xn"1 + ... + aix + ao) +

B(anx? + an-1x2"1 + ... + aix + ao)

= (qanxX® + Ga8n-1xXn"1 + + @aix +cao) +

(Banx” + PBan-i1xn—1 + + RBaix +PBao)

= ap + Bp

e S

Propiedad Distributiva de la suma de vectores f

r un escalar

41) ¥V p1, p2 € Pn ¥ a € R tal que

[pi+p2] = (apz +api) € Pn

alpi+pz] =al(anx® + an-1x0-1 + + aix + ao)

+ (bnX® + ban-1xn—1 + + bix + bo)]

= a(anx™ + an-1xn-"1 + + aix + ao) +

a(anX? # 8n-1X7"1 + ... + aix + ao)

=(apz +ap1) € Pn

a Propiedad Asociativa del Producto de escalares

r un vector

x) ¥ p € Pn ¥ a,B € R tal que a(Bp) = (aB)p

+ aix + ao)l

a(Bp) = alB(anx® + an-1xP"1 + ...
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= (aB) (anx® + an-1x"~1 + ... + aix + ao)
= (aB)p
I Propiedad del Elemento Idéntico de la
ltiplicacién
) ¥ D € Pn l.p=p
1p = 1(8nxX® + an-1X*"1 + ... + aix + ao)
1p =1(anx?) +1(an-1x*"3> + ... +1(a1ix + ao)
1p =anxX? + an-1x""1 + ... + aix + ao

1p = p € Pn
08 probado gque los polinomios de grado menor o

al que n constituyen un espacio vectorial.

COMBINACION TLINEAL Y ESPACIO GENERADO

3 oz

.—Sean Vi, VZ2,...,Vn vectores de un
acio vectorial V.

vector v € V es una combinacidn lineal de

VZyevos Vi, si v solamente si, existen
alares reales ci, c=2,..cn tales que v=c1.vi+
.Vv2 + ... Cn.Vn

}=(8x2 + 7x) € Pzg«ﬂé, una combinacidén lineal de

y 3x ya que:

X2 + 7x = c1(2%2) + c2(3x)

X2 = c1(2x2) ===> ci1=4

X = c2(3x) ===> ¢c2= 7/3

vectores

que los

m—

e

e —
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T —

2,...,Vn €en un espacio vectorial V generan V si

 solamente si todo vector de V se = puede exXpresar

—

N0 una combinacidn lineal de ellos; de otra
ma dicho, ¥ v €V existen escalares ai,
B ...8n tales que:

a1vi +azvz +...+anVn

b DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA [LINEAL DE VECTORES

in o34 .— Sea Vi L,VZ2Z L,...,Vn 0 vectores de
espacio vectorial Vv, con sus correspondientes
eraciones, binaria suma de vectores v producto

un escalar POY un vector; ademas Cls G2 «CH

S b e o

calares reales; se dice que los wvectores vi,
.e.sVn son linealmente independientes en V s8i vy 1

amente si la Gnica solucidén para la igualdad

.V1 + c2.v2 +...+ CnVn = 0 es c1 = éé =...=cn=0

emplo de ndependencia inea

F Pz, el espacio vectorial 5@&'. los polinomios de
ado menor o igual que 2, ﬁréviamente tratado,

a lo cual .

1 (x)=(x2 + x + 2) € Pa; p2(x)=(2x2 + x)€ P2 vy

(x)=(3x2+2x+2) € Pé- AsOn polinomios particulares de

- N p ; ’
rificaremos s8i la tUnica solucidén para la igualdad

1p1(x) + azpz(x) + aspas(x) = 0 implica aizaz=z=as=0 .
mo tnica solucidn

a1(xX2 + x + 2) + a=2(2x2 + x) + as(3x2 + 2x +2) = 0




=> a1xX2 + aixX + 2ai + 2a2x2? +xaz + 3as3x® + 2aax +2a3=0
>(a1x2 + 2asx2 + 3asxZ)+(aix + azx + 2Zasx)+(Z2ai1+Zas)=0

x2(a1 + Zaz + 3az)+x(ai + az + 2az) + (2a1 +2a3) = 0

:=> g1 + Zaz + 3as = O
a1 + az + 2asz = 0
2a1 + 2as =

e es un sistema lineal de ecuaciones homogéneo

tiene tres ecuaciones y tres incoégnitas a1,

v as; lo que equivale a tener ‘tres predicados

tz2 yv ta con tres variables ai,az ¥y as.

a1 + 2a=z + 3a3 =0
a1 + az + Zas =0
2a1 + Z2as = 0
sontremos el Conjunto Solucidn Ati( a1 + 2az +3a3)
tz(a1 + az + 2as) 4 ta( 2a1 + 2as) = At(a) del

tema lineal.

matriz aumentada y equivalente son:

2 3 10 -
1 1 10

o 2 1|0

o 1 O -
11 ¢ O
0O 0 | O

s o

3
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donde obtenemos el siguiente conjunto solucién

t(a) ={(a1, a=z, as)/ai= -as,az =-as;asz € R} R2

P S

r lo que se concluye que; pi(x) ,p=2(x) v pa(x)
son linealmente independientes en P2 va que la

ica solucidn del sistema lineal de ecuaciones

8 BA DIMENSION ) \ PACIO QR1IA

finiciodn 6.1.- Un conjunto de vectores B= {vi,
s .--5Vn} constituye una base para i | si v
lamente si cumple con 1lo siguiente:

B={vi, v2, ... , va} es linealmente independiente

L bmme s e

V, v
B {vi, v2, ... , vn} genera V

puede probar que existe mas de wuna base para j

mismo espacio vectorial , pero tddas las bases
un  mismo espacio  vectorial .tgghéh igual numero
elementos.
= {1,x,x2 } es una _base para} Pz y

={ 2, 3x,x2} es _?éfra base para Pz ; pero las

8 bases tienen el '‘mismo numero de elementos, esto

in 6n __de I‘;@ sién .-Un namero entero n es la
nensién de un espacio vectorial V si vy solamente

n es el namero de vectores que tiene cualquier 1
ge de V.

el espacio vectorial V tiene una base finita, V
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cibe el nombre de Espacio Vectorial de Dimensidn
nita. En cualquier otro caso se dice que V es
n Espacio Vectorial de dimension infinita. ©Si
{0}, diremos que V es de Dimensién Cero. Pn es
espacio de dimensidén (n + 1).
ﬂSIRAQlQM___DE___BASE___X_._DlMEN5IﬁmL__lHL__Jﬂl,__ESEAQIQ
CTORIAL Vamos a verificar que B= { x2, x,-1}
una base para el espacio vectorial de los

linomios de grado menor o igual qgque dos.

ra que un conjunto de vectores sea una base
ra el espacio vectorial de los polinomios de
ado menor o igual que 2 debemos primero probar
‘ cualguier polinomio en Pz es una combinaciédn
neal de xZ, X y 1, vy luego que B es linealmente
dependiente en P=.

V(x) € P2, existen constantes vé;;ncz, c3 tales que
X) = cix2 + czx + ca(1) e

memos un polinomio tipico en Pz, sea este

X2 + bx + ¢, luego, ,ax2 + bx + ¢ = cax2 + czx + ¢3
=> ax2 = cix% : az ci

E> bx = caW ===> b= cz

i=> e = cs. ===> c = c3

que auiere decir que cualguier polinomio, ax2 +
+ C en Pz es una combinacién lineal de los
linomios dados en el conjunto B.

srifiquemos ahora si B es linealmente

ey

B -

c s m e
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}ependientes en Paz.
(x2) + c2(x) + ca(1l) = 0x2 + Ox + 0(1) (A)
solucién 4uYnica para (A) es ci1 =0, cz = 0, y ca= 0
que indica que B= { x=2, x.11} es linealmente
dependiente en Pz y unido a 1lo previamente probado,

ncluimos que B es una base para P2

1 B —ROPACIO WRLA

H un sub-conjunto no vacio de un espacio
torial v, H es un sub-espacio de V =i v
lamente si H es en si mismo un espacio

ctorial, junto con las dos operaciones definidas
el espacio vectorial V.
ra probar que H v es un subespacio de v,
nto con las correspondientes operaciones, basta
obar que se cumplen para H ias propiedades
?usurativas de la suma ﬂdé. vectores v la
ltiplicacidén de escalares por‘j#éctores en H.
por ejemplc es un subespacio .dé Ps, pues todos los
(x), pz(x) € Pz, ';;a‘#n-bién. estan €en Pas; y (pi(x)

p2(x)) € P2 v ra.oliz)] € P2, a real.

————

R




CAPITULO 2

POLINOMIOS Y ORTOGONALIDAD

2.1 PRODUCTO INTERNO REAL
Definiciénz.1.1 .- Sea Pn el espacio vectorial de

los polinomios de grado menor o) igual que n,

decimos que en Pn hemos definido un producto
interno, &1 vy solamente si , existe una funcién
$ :Pn XPn > R, que cumple con lo siguiente

(1) <v,v> >0 e8i J(v =0}

ii) <v,v> =0 s8iy solqgéi v = Ov;

iii) <vi,vz + va>. = <vi,vz> +.<§1,Vs> ¥ vi,vz2 € V

iv) <vi,vz> = <vz,vi> | v vi,vz € V

vi) <avi,vaz> = a<vi,vz> ¥ a € R v vi,vz € V
Es usual deno?ar -a. 6(v1,V2) = <vl,vz> € R

Se puede probar que para Pn, los Polinomios de
grado menor O igual que n en el intervalo [a,b],
la siguiente funcién & define un producto
interno:

$(vi,vay = Ib pi(x) pz2(x) dx = <pi,pz>, pP1,bz € Pz
i a

;

.
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Por Ejemplo, sean los polinomios p;(x).: Z2x + 2 y p=
(x) = x, polinomios de grado menor o igual que 1.
Calcular el producto interno entre los polinomios
' P1 y p=.
Aplicaremos la definicién previa de producto
interno para polinomios, esto es
P (vi,v2)= <vi,v2> = <pi(x),pz2(x)> =
‘b(Vl,VZ):jb pi(x)pz(x) dx = ; haciendo a=0 y b=1

a
é P1(xX) pa2(x) dx = j;(2x+2)xdx = I;(sz + 2x)dx

1

===> [(2/3)x® + x2 ]
‘ o

===> [ 2/3 + 1 - 0] = 5/3 = <p1(x),p2(x)> = <2x + 2,x>

2.2 NORMA DE UN VECTOR

Definicion 2.2.1.- Dado un espacio vectorial V con
sus correspondientes opepaéiénes, sobre el que
ge ha definido un producto iﬁterno, la norma de

un vector v € V estd dado = por:

VI =H{Zv,ve', ¥ v ev

Por Ejemplo

En caso de poliﬁomios de grado menor o igual que 1
Pp(x) = Zx +2

Calculemos 1la norma de p(x); para 1lo cual tomamos
el previamente definido producto interno, entre

polinomios vy obtenemos que

i e
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Ipcer]] = + 4 <p(x),p(x)> =

I ool = 2x + 2 =

+ jl p(x) p(x) dxX' = +¥£1(2x+2)(2x+2)d§;=+f jé(Zx +2 j*dx*
0 ! 0

+4 I1(4x2 +8x +47dx
o

T
Q

+f[ 4/3%x2 +4x%2 + 4x ]

[ 4/3 + 4 +41% =[28/31%

2.3 PROPIEDADES DE LA NORMA DE UN VECTOR

Se puede mostrar qgque ¥ v € V, se cumple qgue:

(i) ivif > © Si7( v= 0)

(ii) "vn = 0 Si v =0

(111) [lav| = o} |v| .
(1) v + va| < o = ||va|| + |va]

VVvev, v v =t

2.4 IEQIQRES_JIEIQGQHALES»
DgﬁiniQiQnZLiLl__.~Se; “V un espacio vectorial con

sus correspondient ’voperaciones; sobre el que se
ha definido ~£uh'::g;fdducto interno; dos vectores
Vi,Vz € V sén‘ ortogonales; si v solamente si
<vi,vz>=0

2.4.1 TEOREMAS RELATIVOS A LA ORTOGONALIDAD

Teorema 1 En un espacioc vectorial V, sobre el que

e ha definido un producto interno, todo conjunto
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le vectores, no vacio, ortogonal en V es linealmente
independiente en V. En particular, en un espacio
rectorial de dimensidn finita n (dim V = n), todo
>onjunto ortogonal de vectores que conste de n
2lementos, ninguno de los cuales es el vector
>ero, €8 una base para V.
‘La demostracién de este teorema la encontrard en
: E1 texto, Célculo de Apostol, Tomo 2 pag. 692
2ditorial Del Castillo 1880)
Definicién2.4.2. - El conjunto de vectores
3={u1,uz,...un} en V es un conjunto ORTONORMAL si y
solamente si
(1) <us.ug> =0, V¥ i,j, tal que 7 ( i=3) (1) vy
[11) <us.ua > = 1 (2)
51 s6lo satisface (1), se dice qﬁe el conjunto
28 ortogonal
Proceso de Ortonormalizacién dgf Gram—Schmidt.
Sea H  un sub-espacio de dimensién m de V.
intonces H tiene un&: base ortonormal.
R&XXEEL_IEL_QRIQGQEALIZAQIQH__DE__GRAM:SQHMIDI
El proceso de ﬁqrfogonalizacién de Gram-Schmidt es
de caracter céhstructivo, con el cual dada una base B
cualquiera para un espacio vectorial V, se puede
obtener una base  ORTONORMAL.
ijimos en lineas previas que si un conjunto de

ectores B es ortogonal en un espacio vectorial V

P EE——
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Bestos vectores son también - linealmente
independiente en V, pero que . ademés la

Independencia lineal de vectores no garantiza

Eortogonalidad.
konstruyamos a partir del teorema 2.4.2.2 una base
bRTONORMAL a partir de un conjunto de vectores
linealmente independientes.
Partiremos de una base cualquiera B={vi,vz,...Vn}
para el espacio vectorial V; pasaremos por una
base ORTOGONAL Bi={vi ,vz",...vn"} 14 finalmente
llegaremos a una base ORTONORMAL

Bz ={ui,uz,...un}

Este proceso denominado de ortogonalizacidén de Gram-

Schmidt, se ejecuta en los siguientes pasos

Dado vi € B , hagamos

Vi 1

v']z ————— = ui, recordemos gue "V/"Vl””:1
vl ‘

SEGUNDO PASO

Héagamos v‘z:é@ Ve ,uiduL

Probaremos que v'2 es ortogonal a ui
<Ui,v 2> = <vi,vz - <vz,ui>ui>

= <ui,vz> - <vz,ui> <ui,ul>

<ui,vz> - <vz,ui>
= <ui,vz> - <ui,ve> = 0

Entonces wui y vz son ortogonales
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vz <
Definimos nz= ’
Il v=|| ’ |
i
- Sea vs = vz - <vsa,ui>ui — <va,uz>u=

<yui,vs> = <ui,va> - <u1i,va><ui,ui>-<vs,uz><ui,uz>

<ui,vs> — <ui,va> = 0

Entonces v s y uir son ortogonales

Probaremos que v’ 'z es ortogonal a uz
<ugz,va> = <uz,va> - <v3,ui><ui,uz>-<va,uz><uz,uz>

= <uz,va> - <va,uz> = 0 |

Entonces va y uz son ortogonales |
v '3 ;

Hagamos us = —, con lo cual " u3“ = 1 !
flv- sl o

Tenemos ya ui, uz , ¥y us mutuamente ortogonales y con

norma uno, esto es son ortonormales.

CUARTO PASO

- Hagamos

vig = V4—<V4,ﬁi>u1—<V4,UZ>u2—<V4,ua>u3—...—<V4,u4>u4

vig —ve—<Vk,u1>u1-<Vk,uz>U2-...<Vk,Ui>U1i—...<Vk,Uk+1>Uk-1 \
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V-
Uk = —— "uk" =z 1

flv x|
Hemos asi obtenido Bz = { ui, uz, ...,ux}, que es
funa base ortonormal para V, pues ui,uz,...,Uux Son
i
h
%mutuamente ortogonales y ”u1” = ”uz” E can B "uk“ =1
Nota: Esta prueba prara cualguier n € 2+ se la

hace por induccién

Ilustremos el Método de Gram-Schmidt
Construyvamos una base ortonormal para Pz [0,1]
Partiremos de la base estandar rara los Polinomios
de grado menor o igual a 2, esto es B={1,x,x=2} .

Pasaremos  por una  base Bi={v'1 ,v'2 ,v 3} y

finalmente 1llegaremos a una base ORTONORMAL

entre polinomios como la intégral del producto de
los polinomios en un intervalo dado.

=X y vs = x=2

la norma de vi tenemos que

"<V1,V1>”2 = jl (1.1)dx= fl 12 dx=x |1 =1
O o [&]

donde ur = 1

la Norma de w1 es = 1




B2
BEGUNDO  PASO

agamos vie = v2Z - <vzuidui

vz,ui1> = jl x(1)dx =f1 xdx = x2/2 | = 1/2
| o o , 0
| viZ o= x - 1/2

)
Probaremos que vz v ui 8son ortogonales

Para lo cual debe ocurrir que el producto interno

|

ntre <v z,ui> debe ser igual a cero.

viz,u1>» = fl (x-1/2)(1)dx =
o

i= 1/2 -1/2=0

= gl(x—l/Z)dx = x2/2-1/2
: o O

Por 1o gque v'Z2 y ux son ortogonales

(s}

v 2| =+U1(x-1/2)2 dx}i‘ =[J‘1(x2-—x+1/4)dx} %=1/712=1/2073
« o

e donde uz = vz / ||viz]

uz =2 4T (x-1/2)/1/203 ={3(2x-1)

v'a = va —-<vz ui>ui - <va uz>uz

Realizaremos los caAlculos correspondientes a los

productos internos.

f <va , ui> = jl X2 dx = Xafl = 1L/8
‘ o) 8]

| <va,uz> = {3 fl X2 (2x-1) dx = 3 Jl (2x3 -x2) dx ={3/6
o o

Luego

X2 - 1/3 - {3/6[43(2x-1)] = x2 -x + 1/6
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alculando la Norma de v°3 , tenemos

O E [ = x + 1/8)ax ]g =

vY3 = [r(x% - 2x® +4\3x2 -x/3 +1/36) }g

Q
L
[v3 || = 1/4TI80 =1/6{5
v'3
De donde us = —
v=31

3=6{5 (%2 - x + 1/6) = {5 (x2 - 6x + 1)
Obviamente, la norma de us es igual a 1. '

Verificaremos que v 'z vy uz son ortogonales

Entonces el producto interno entre <v sz,uz> es 0

v-3,uz> = fgyl(xz X +1/6)(2x-1) dx=

4 | O N
= f3]1(2x8 - 3x2 + 4/3x -~Lx§5dx

o L

v's uz>= {3 1/2x4 - x3 - 2/3%2 -1/6x]|1
g . |0

v-3uz>= 7/6__7/6 & - i RO

De donde la base. 'rtonormal para Pz es

, 3(2x-1) , IB(x= - 6x + 1)}

Br = { ui,uz,us} = { 1




CONCLUSIONES
1 llegar al término de este trabajo, una de
is conclusiones a las que he llegado, es que he podido
ivir la importancia de conocer el Algebra Lineal, y sus
plicaciones que tiene en el estudio de 1los CONTENIDOS
rograméticos que manda a impartir en los Centros de
ducacién Media,El Ministerio de Educacidn.
0 tratado en este trabajo hace referencia al ESPACIO
ECTORIAL DE LOS POLINOMIOS, 1los mismos que en
ecundaria se trata a partir del TERCER CURSO del Ciclo
asico, v de CUARTO CURBO en adelante se trata la
uncién Polindémica, para lo cual es importante que el
zsiudiante sepa como trabajar en el ESPACIO VECTORIAL DE
05 POLINOMIOS.
0 que se ha hecho en este +trabajo es tambien, dar un
iporte a toda persona que haga educaciéh, que cuide al
ealizar una definicidén de ut;}izar la siguiente
structura. g
'RIMERO._ Describa todos los eléﬁentos que intervienen
n la definicidn.
SEGUNDO._ Escriba 1la ekpresién matemdtica a definir, y
itilice la expresiéhf 81 Y SOLAMENTE SI.
'ERCERO. _ Diga'aué éondicién debe cumplir, la expresién

natematica gque se define
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