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INMTRODBEICIS T )N

A finales del siglo 20, es imperioso el estudio del
Algebra Lineal; por cuanto es una magnifica introduccidn
para comprender la precisidn de un argumento matematico y
sirve para iniciarse en la construccidn de demostraciones,
permitiendo impulsar vy combinar de modo satisfactorio dos
elementos de la Matematica: la abstraccidn y la aplicacidn.
Histdricamente el estudio de los vectores se origind con la
invencivn de Hamilton de los cuaterniones, luego seria
Joseph Willdrd Gibbs ( 1 839-1 903 New York ) quien
desarrolld el estudio del Analisis Vectorial, publicando su

obra Vector Analysis (1 881).

Gibbs definid el producto escalar al principio solo
para los wectores 1i;i;k € R¥: siendo: 1=(1,0,0), 31={(0,1,0),

k=(0,0,1).

<i,id>=<j,i>=<k,k>= 1

<i,j>=€j,i>=<i,k>=<k,i>=<j,k>=<k,j>=0.

La definicidn m&s general llegé muy poco tiempo
despues, por cuanto Gibbs explicd el producto escalar en un
problema relativo a fuerzas. Tanto el producto escalar como
el producto cruz aparecen primeramente en las aplicaciones
fisicas, en las que intervienen el calculo de muchas
variables, entre tales aplicaciones se encuentran las

famosas ecuaciones de Maxwell de electromagnetismo.




El +trabajo gque presentamos es un estudio de los
espacios vecturia£95 con producto interno, para lo cual es
necesario iniciar con un analisis de las matrices,
espacios vectoriales reales, independencia lineal, espacio

generado, bases y dimension.

Nbtese gue hablamos de espacios vectoriales reales, es
decir gue los escalares son numeros reales, tambien existen
espacios vectoriales complejos, donde los escalares son

numeros complejos los mismos gque no seran tratados en este

trabajo.

Es importante anotar el tratamiento de la funcidn

producto interno sobre un espacio vectorial V:
p:1VxV-——2>R, tal que @&(vi,vz)= <vi,v=> € R, es decir

es una funcidn que asigna a cada par ordenado de vectores

en VxV un numero real.

Como se podré& observar el producto interno ya no es

exclusividad de los vectores bidimensionales Y
tridimensionales, sino también de otros vectores como
matrices, polinomios, funciones, etc., definiremos i

ilustraremos la norma de estos vectores que dependera
exclusivamente de la funcidn producto interno, como una las
principales propiedades de la norma de un vector tenemos la

desigualdad de Cauchy(l 789-1 857)-Schwarz(l 843-1 921).




Ademas aplicando la funcidn producto interno
trabajaremos en conjuntos de vectores ortonormales (bases),

matrices ortogonales y complemento ortogonal.

Las definiciones seran afirmaciones de tipo "si y solo
5 T las mismas que seran enunciadas e ilustradas. Los
teoremas en su mayoria seran demostrados, caso contrario se
indicard el texto en el cual constan las demostraciones.

Deseamos gue este trabajo sirva de motivacion en el estudio

del Algebra Lineal y la Matematica en general.




CAaAaPITuUuL. O 1 .

CONCEPTOS PRELIMINARES

1.1. MATRICES

Iniciamos este trabajo definiendo matrices que seran
de mucho interés en el desarrollo posterior de nuestros
temas, tales como espaclos vectoriales con producto

interno, norma de un vector, etc.

Definicidn 1.1.1.

Matriz.—

Sea N el conjunto de los mumeros naturales; los

conjuntos A y B = N slepdo™ A ={i/1 5" 198 0 .,my ¥
B0 P )= 25 wmaf1 ) la funcion ¢ de AxB a R se denomina
matriz, si y solo si a cada par ordenado (i,J) € AxB se le

asigna un numero real 0o complejo ass; en nuestro caso nos

centraremos en el estudio de las matrices reales cuya

notacidn serd: Mauwn({R).

Lo usual es representar esta matriz por un arreglo

rectangular de m filas vy n columnas como se describe a

continuacidn:
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811 - . a1n
am=a = .. Adz=m
A = s .
! Ama Am= Bmn
|t
obviamente A € Mmnun(R)
; (P ok T\
Si en particular A = |4 5 & 1 € M=.a(R).
7 = R
entonces observamos que:
D (1,1) = % ol (200 e R gy s (8551) =7
t1,2) =2 o (2,21 = 5. 3 & (3,2) =8
O (1,3) » 3, Z 58 (2,3 =65 ) §tS,3) =%
$ (1,8) =1 ;3¢ (2,8 =1 ; ¢ (3,4) = -5
Definicidn 1.1.2.
Matriz Cuadrada.-
Una matriz A € Mauni(R), es cuadrada si y solo si m =

N, siendo m, n 2 1 ¥ my, N € N.

Por ejemplo:

—
l dia d1= Aa=

A = Azma QA== A= \
H A am= a-‘s.‘SJ
|

lo cual indica gue A es una matriz cuadrada 3x3
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Definicidn 1.1.3.
Matriz Transpuesta.-—

Sea A = (823) € Mmuxn(R), la matriz transpuesta de A es
Bsiysolosi B = (ass) € Maum(R), B es representada por
Qt
Ilustracion 1.1.3

r—l 2 3_\ Tﬂl 1
A= € Ma,=(R);A* =| 2 4 € M=.=(R)
1 4 0y S &5 0,5
Definicidn 1.1.4. Traza de una Matriz cuadrada.-
Sea A=(ais) € Mawun(R), decimos que la traza de Ila
matriz A, es una funcidn:
ri
$: Mrun(R) ==>R, Si y solo si ¢(R) = T ass
i=1
Notacion: ¢(A) = tr(A).
Ilustracion. 1.1.4.
Determine la traza de la siguiente matriz
{— 1 2 >
3
A =1 -3 S 4 ==» $(A)=tr(A)=E a,.=1+5+9,2= 15,2
i=1
1 & 7,2
s bl

Propiedades de la traza de una matriz cuadrada.
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Se puede probar que para cualguier matriz A € Maun(R)

vy ¥ a € R; se cumple:

1) tr(A+B)=tr(A)+tr(B),

tr(AB) =tr(BA)

"8
("8
S

iii) tr(af) =atr(A)

1.2. ESPACIOS VECTORIALES:

En 1la mayoria de los casos se trabaja con "vectores
geométricos" en el espacio fisico, en las prdximas lineas
presentaremos un concepto globalizante, que es el de
espacio vectorial, para lo cual necesitamos definir una

operacidn binaria.

1.2.1. OPERACION BINARIA

Definicidn.— Sea A un conjunto no vacio, una funcién ¢ es
una operacidn binaria sobre A si y solamente si la funcidn

$:AxA ==» A, tal que ¢(a,b) se denota por axb, para todo

(a,b) & AxA

Es decir esta funciodn asigna a cada par ordenado

(a,b) € AxA un elemento a%b en A.
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Ejemplo 1.2.1.a

Consideremos el conjunto A = {1,2,3,4}, definamos una

operacidn binaria X en A:

¢ : AxA ==> A tal gue:

X 1 1 2 3
1 2 3 3
2 3 d 2
3 i 2 3

Por definicidn:

$(1,1) = 1x1 = 2 € A
$(1,2) = 1%2 = $(2,1) = 2%x1 = 3 € A
G(1,3) = 1%3 = $(3,1) = 3%1 = 1 € A
$(2,2) = 2%x2 =1 € A

$(2,3) = 2%3

$(3,2)

3%2

Il
N
m
D

]

$(3,3) = 3%3 = 3 € A

Notese que 3 es el elemento neutro de la operacion

puesto que:

$lL,30 = 185 =1
$(2.3) = 243 = 2
$(3,5) = 365 =3

A continuacidn detallamos las propiedades que cumple

esta operacidn binaria:
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i) La operacitdn es binaria, pues es cerrada; esto es:

¢(a,b) = axb € A (Propiedad clausurativa)

ii) ¥ a,b,c € A se cumple:

1

d((axb),c) = $(a,(bkc))

(a¥b)*c

a¥X(bxc) (Propiedad asociativa)

iii) A3 € A Y a € A tal que:

$(3,a) $(a,3)

3ka

a%kxd = a

3 es elemento neutro o idéntico de la operacidn, X.

iv) ¥ a € A ZHda=* € A tal que:

¢ (a,a *)

b (a—*,a)

aka=* = a~1l%a = 3

a~t* es elemento inverso de a. Nbotese:

$(1,2) = 1%2 = 3 ; 2 es el elemento inverso de 1
$(2,1) = 2%1 = 3 ; 1 es el elemento inverso de 2
$(3,3) = 3%3 = 3 ; 3 es el elemento inverso de 3

Ejemplo 1.2.1.b.

Definase en R, las operaciones binarias clasicas; suma

y multiplicacidn de numeros reales:
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i) Operaciédn binaria suma (+): ¢§:RxR ==» R, talqgue
d(a,b) = a+b; para todo a,b € R.
$(67,6) = 67 + 6 = 73

I

$(1,-5) = 1 + (-5)= -4

ii) Operacién binaria multiplicacidn (%): ¢:RxR==»R, tal

que ¢(a,b) = a%b; para todo a,b € R.

$(?, 3) = 2 %x 5 = 45
$(-4,8) = (-4)%8 =-32
Toda operacion binaria cumple con la propiedad

clausurativa, es decir:

¥ a,b € A; ¢ (a,b) = axb € A,

No toda operacidn definida sobre un conjunto no vacio
A, es binaria, como es el caso de la operacidn

multiplicacidn por escalar «a.A, gque a cada par ordenado

(a,a) en RxA le asigna un elemento (a.a) en A

Notese gque (a,a) € RxA, mas no (a,a) € AXA como es el

caso de una operacidn binaria.

Por lo expuesto esta operacion también posee la
propiedad clausurativa; es decir:

Y a € A, Y a € R; ==>(a,a) € A.
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Definiremos un espacio vectorial de tal modo que se

reflejen propiedades esenciales y comunes para todos los

Casos.

Definicidn 1.2.2

Un conjunto no vacio VYV, es un espacio vectorial sobre

R o un espacio vectorial real, cuando y solamente cuando:

1)

‘)

3)

4)

Existe una operacidn binaria denominada adicidn, que a
cada par ordenado (vi,v=) en VxV, le asigna un

elemento (vaitvz) en Vv talque las siguientes

propiedades se cumplen:

Vitva = vo + vy para todo wvi, v= € V3 denominada

propiedad conmutativa.

Vat(vatv=) = (vaitvz) + v=, para todo vi, vz, vz € V;

conocida como propiedad asociativa.

Existe en V un uUnico elemento O., gue es el neutro de

la adicidn, esto es:

va + O, = va, para todo va & V.

Para todo va. en V, existe un opuesto (-v.i), tal gue:

vat+t{(—-vi) = O, (propiedad del inverso aditivo).
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ii) Esta definida una operacidn llamada multiplicacidon por
escalar, que a cada par ordenado (a,va) en RxV, le
asigna un elemento (av.) en V, talgue las siguientes
propiedades se cumplen:

2) aiBvs) = (aBlYvaesy ¥ a,B &8 Ry ¥ wi &8 V.

6) (a+B)vys = ava+Bvas 3 ¥ a,B € R, ¥ v E V,

7) Aivatv=)" = av;tavas 3V a € Ry ¥ v, Ve & V.

8) AVa B N B R vheeiB NG

Los espacios vectoriales son también llamados espacios

lineales

Definicidn 1.2.3.

Vector.— Sea V un espacio vectorial real sobre R, cualquier

vy s un vector si solo si v, € V.

De ahora en adelante cuando hablemos de espacios

vectoriales nos referimos a espacios vectoriales reales.

ILUSTRACIONES DEL CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL
Ejemplo 1.2.3.a
El conjunto V=R™, donde R"™, es el conjunto de todas
las e-niadas reales, sobre R, ademds para ¥ v., v= en V vy

Ya € R, se definen las operaciones:
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i) Adicidn:

Va o B X g My e ey ey

Vo = (YL’YZ,I--,YH)

Vitvz = (Xa+Yai,XatYz, ... 3XntyYn) € R™
ii) Multiplicacidn por escalar:

GVa = e My n e g Xm) —h @R Oy v i O] ERP

Es posible probar que: R~ Juntg.  con las dos

operaciones previamente definidas: [R™(+,.)], constituye un

espacio vectorial real .

A continuacidn ilustramos algunos casos que prueban
esta afirmacidn: R sobre R, RZ sobre R, R™® sobre R, junto
con las operaciones: adicidn v multiplicacidn por escalar
son espacios vectoriales. Los elementos de los mismos
pueden ser representados respectivamente en la recta real,
en el plano cartesiano de dos dimensiones y en el espacio

tridimensional.

A continuacidon verificamos que R=, junto a las
operaciones definidas para las ternas reales, es un espacio

vectorial.

[R®=(+y.) ]

Sean VigVamyVm € RT!‘-, donde V;_=()<_1_,x2,><.-;), V2=(}’1,Y-_ﬁ_,‘/.':,)

Y v==(Z1,Z=2,2Z=) ¥ a,B € R.




23
Se cumple por definicidn de operacidn binaria.
1159, Vi *+ V2 = V= + vai 3 ¥ vai, va € R¥
Vitvae = (Xi,XzsX=) + (Yi,¥Y=,¥Y=)
= (Xa+Ya Kot Ymy K+ Y=)
- (Y1+X1,Yz+xz,y::.+x;r_)
= Va + Vg
2) Vi + (vatvz) = (vatva) + vz 3 ¥ va, vz, vz € R7
Ay (V2+V-':‘:) = (X;,X:,Kz) + [(yl,yz,y___‘) + (21322,2.‘5)]

— (xl,)(2,x:-5) + (y1+21,y=+22’ym+23)

(Xa+Ya+Z1,XatyY=otZa, XatY=tZ=)

(X1 +Y 13Xty Xxty=) + (21,2=2,2=)

[(xl,X=,X:‘5) + (Y:.szy‘;’-:.)] - (21,2:,23)

= (vaitva) + vz

S5 Existe Q. & R¥, para todo ¥i: & R¥. Talgue vai + 0, = v,

VL O (Xa,Raanas) + (0,0,0)
= (Xat+0,%X=+0,x=+0)

= (xlgxz,x.-_-:)

= vl




4)

[
"B

3)

&)

7)

Para todo v

Vatli=vi)

Vait(—va)

(avi) € B=

definicidn
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1€RT, existe wun uGnico (-vi) € R¥, tal gue

‘_"OV

= (R, XmsX=) + (“Xa,~Xz,~%X=)

(Xa=Xaiy,X==Y=;X="Y=)

(0,0,0)

alpud) = (aB)vas ¥ gyl & R ¥y W vi 8§ RF
a(Bva) = a(Bxa,Bx=,Bx=)
= (aB) (X1, %=y %=)
= (af)va
tatBiva = oV, F Bva 3 -V a,B e R ¥y ¥ vy € R™
(a+B)vye = (A+B)( Koy XoyX=)

af{vatva)

a(vaitvz) =

[(a+B) %, (Aa+B )Xz, (a+B ) x=]
(A% 1 +BX1,GX=+BR2, AX=+AX=)
A{Ha gy fmyXm) + BXa,%z,yX=)

aviy + f[va

avay + avzi; ¥ a € R ¥y ¥ vai,v= € R7
G(Xa+Ys , RatYo, Xty =)
(axi+aY 1L, Gh=2tAY 2, GX=+AY =)
A{XayR=yX=) + A(Yi,¥=2,¥Y=)

aAvai + av=

por
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8} lV_L = Vaiy i/ Vi € RrR=
1V:|_ = 1()(1_,)(2,)(::::)
= (1X141l%X=,1x=)
= (Xiy%zyX=)
- Vl
En consecuencia [R®(+,.)] sobre R es un espacio
vectorial.
Notacidn: WV =" [(Ml+,.)13 espacio vectorial real con los
respectivas operaciones: adicidn vy multiplicacidén por
escalar.
Ejemplo 1.2.3.b
Sea V = Pa, 1l conjunto de los polinomios de grado

menor o igual a n, con coeficientes reales;

Sl pix) = SR F Bn=aXkT 2 £ . % aaltan; V¥
G = BN o hoogipeeed e ok by HE B

Son dos polinomios cualesquiera vy a € R, se define las

operaciones:

i) Adicidn

D(X)“‘Q(K)=(an“"br‘.)x"‘+(an—1+bn—1)x"'_l"'- L] -+(a:l.+bl ) X+(al:l+b¢:=)

ii) Multiplicacidn por escalar

A PLK )= B RM TR a XD 2, . v+ T3 Xt QAo
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A [Pa(+,.)] junto con estas operaciones definidas, se

puede probar que tiene la estructura de un espacio
vectorial.

Probaremos en particular que [P=(+,.)], con las

operaciones anteriormente definidas tiene la estructura de

un espacio vectorial.

Prueba:

% PasP=sP= S P N ¢ G,B € R b 4 ¢ a;,b;,c; &R

donde:
Pi=Vai = azxXZ+aix+an
Pa=Nays bz=x2+bix+bea
P==Vm= = C=X2+CiX+Co
i) ¥ visvz € Pz ; (vai,v=) € Pz, Se cumple por definicidn

de operacidn binaria.

1) R VisyVe =] Pz VitV = vVat+v,

T

Vaitvz = (8zx2+ax+tac) + (bzxZ+bix+ba)

I

(a=t+b=)x?2 + (a.+bi)x + (aetbe)

= (bx+taz=)x?2 + (bi+tai)x + (botawn)

]

(bzx2+bix+bo) + (azx2Z+ax+as)

= Vo + Vi




2) ¥ Vi,V=,v= € Pz

Vat(vztvs)

L Existe

I

3 vVativztvz)
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= (vatvz) + v

(a=x2+a1x+a¢)+£(b=x2+b;x+bo)+(czx2+clx+C013

(azx?2+asixtam)+[(btcz)x2+(bit+tcy)x+(bot+ca)l]

(az=t+botcz)x2+(artbi+tcyi)x+(actbatca)

[(a=ztbz)x2+(ar+bi)x+(a8ctbs) lt(caxZ2+Cix+Co)

[(azxz+a;x+ac)+(bzxz+b1+bm)]+(C232+Clx+Cm)

(Vitva)+ve

Op=z € P=. ¥ v € Pz, tal gue: v.+Op= = v,

vat Opz = (azx2+aixtae) + (Ox2+0x+0)
= (az+0)x2 + (a.+0)x + (ao+0)
= a=%X?2 + a.%x + aeo .
= v,
4) ¥ vai € Pz Existe un dnico (-v.) € Pz, tal que:
va + (-vi) = Op=
vai t{=vi) = (azxZ+aix+tas) + (—azxZ-aXx—aa)

[*H
"8
S

VV:_E
9) ¢ vi €

a(Bva)

= OxZ + QOx + 0

0p=

Pa; ¥ a € B (a&sMa) €

P, % @, €. R; atBvy)

alBlazx2+asx+tae)l]
a(Bazx2+Baix+Bas)
(aB) (a=x2+a.x+an)

(aB)va

(az—az)x? + (ai—a1)x + (3c—aa)

P= por definicidn

= (af)va
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&) ¥ vy € Pz, ¥ a,B € R: (a+B)vai = avaitfva
(a+B)lvye = (a+B) (azx?2+ai%x+an)
= (a+fBla=zx2+(a+Bla.x+(a+l)acl
= (aa=x2+aaix+caes)+(Bazx2+Bar+flas)
= al{azx2+ax+ac)+f(azx?+aix+aa)

= ava + [va

7) ¥ Vai,ve € Pz, ¥ @ € R: a(vaitvz) = avaitava

A(vVitva) al(azx2+ax+ac)+(bex2+bix+bea) ]
= al(az+bz)x2+(a.+bsi)x+(act+bes) ]
= a(az+bz)x2¥a(a;+b1)x+a(am+bo)

= (gazx?+gaixtdac)+(ab=x2+abix+abo)

= a(azx?+a,x+ac)+ta{bz=x2+b,+ba)

= avait+tavz
8) ¢ Vi € Pz : 1VJ_ = Vi
Ivay =1 (azxZ+aix+aae)

(laz=x2+laix+laa)
= a=X?2 4+ a:X + an

= VvV,

Ejemplo 1.2.3.c

Sea el conjunto V=[Mmax~(R)] de todas las matrices
reales de orden mxn esto es de m filas y n columnas, junto
con las operaciones de adicidn matricial vy multiplicacidn

de matrices por un escalar, se puede probar gque V, con las

gperaciones enunciadas es un espacio vectorial.
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A continuacidn se prueba que en particular el conjunto

[Mzw=(R)(x,.)] de 1las matrices cuadradas 2x2 con las

operaciones indicadas forman un espacio vectorial:

Verificacidn:

V VasVz € M:.‘H:(R) Y 'VL G,B € R-

A1 iz baa b;z_} Caa Caiz
= == b=a b=z= C=a Cz=
i) V le\’z € MZH'—T(R), (V1+V2) € M:..‘:-("..!(R) DUI‘”
definicidn de operacidn binaria.
1) ¥ Vai,vz € Mzu=(R); vaitvz = vaotv,
11 1= baia biz
Vi + Vo = +
A A== b=a b=z
{_511 + baa diz= + Dai=
Va * Vg = \

' a=i + b=a == + b==
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bis + aia Diz + ai=
b=i + a=za bz= + az=
= V= + va
2) ¥ Vi,V=,Vx € Mz.=(R)3; Vi + (Vatvz) = (vitvz) + vz
CERT 21 bia biz Caia Ciz
Vait({vatv=)= + +
Sz Ax=o b=a b= C=a Ca=
21 iz biit+caa biz+tCiz
= +
=1 =z bzi+C=a baztc=x
d1a+baiaitcaa 5\12+b12+C121
8z=1t+tbzi+C=2 dz=t+baz+Cox
—
812+baia S1=2+bi= Caa Cizm
= +




bl—.‘.l.

Aaa daxz

(VJ.+V2) + V=

il

3) Existe On € Mzu=(R), ¥ vi €
a1 A1z o) @)
Vi + O.-.-. = +
Azma Aznzm o] 0
ai11+0 8:=2+0
LazzL"'O‘ a==+0
Il__a:l.:. 312—\
=1 ==
| e
= VJ_
4) ¥ vai € Mz.=(R) Existe un unico

que: vait(=vi) = O

bi=

Manu=(R),tal gue:

]

|

(=va)

Caa

Vai+0n=va

€ M"—"‘HZ(R); tal
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aa1a 2 a:.zﬁl —8a11 —3 =

Vat(=vi)= ﬂ +
aza A== —a=a —d==
& o
(“311—311 diz="QAix
| Az=a1"d=a1 dzxzx"d==
| T
{—b O
— ’ = Om
Q O_J
L
ii) ¥ va € Mzu=2(R) ¥ ¥ a € R: (ava) € Mz,.=(R) por
definicidn.
5} v VJ.’ € MZMZ(R)p V' agﬁ € R; a(BV:L) = (GB)V:._

a(Bva) = a

A1 a a1z

(aBB)

il

Ama amo

= (aB) wva




6) ¥ vy € Mauz(R), ¥V asB & R: (a+Blvi = avai + Bva

(a+B) vy =

(a+3)
Az =551
(‘(q"'ﬂ)all (a+Blaa=
L(G+B)a=1 (a+9)azz
Aa 1 s ddi= Baia Baiz
= +
Gaza daz= Baz=a Bazme

33

11 a1z

V'2 € ME::Z(R) a = R: G(V1+V2) = GVJ. + aVz




8)

1va

1

Va

Gazi+tabaa

aa::_""abz;

[_- —_
aall ddi=
dd=a daz==

avai + av=

€ M2>¢=(R)= lV;_

S11

l 1-6.;_1_

t_}.a:l

aaa

Va

Gai=tabaiz

abia

abza

abi=




1.3 INDEPENDENCIA LINEAL Y ESPACIO GENERADO

Definicidn 1.3.1.
Combinacidn Lineal.-—

Sean VisV=z=ss:a..;¥n vectores en un espacio vectorial V vy
Ci3Cmysee3Cn Cconstantes reales, el wvector v € V es una
combinacién lineal de los vectores vi,V=s..:.3Vn, 51 ¥ solo

si, v puede ser expresado de la forma v=civaitCzVazt...+ChVnA.

INDEPENDENCIA LINEAL
Definicidn 1.3.2.

Sean VisVaiseeeaesVm, N vectores de un espacio vectorial
V ¥ Ci;C=;...3C~ constantes reales; Vi,Vzj;ee:.,Va, SON
vectores linealmente independientes en V si vy solo si 1la
unica solucidn de la igualdad: CaVai+Cavat...tCqAva=0. es:

Ci=Cz==...=Chp= 0O

Si los vectores no son linealmente independientes, se

dice que son linealmente dependientes.

Ilustracidn. 1.3.2.a
l1.- Veamos si los vectores vi ¥ vz € RZson linealmente
independientes, donde va = (1,1) ¥ v= = (3,3), para
esto debemos igualar a cero la combinacidn lineal
Civ=tc=v= =0 en este caso: ca.(1,1) 4oca( 3,30 =0, lo

cual origina el sistema.



prlci,cz) : €catdcz= = 0

P=(Cci,Cz) 3 C1+3C= =

|
@]

Que es la conjuncion de los predicados
p=(Ci,C=), consecuentemente lo gque buscamos

este sistema es el conjunto solucidn:

La forma matricial del sistema es: Ac = 0 tal que:

i : | L =i o}

= € R2
\ 1 3 c2 0
(el

La matriz aumentada del sistema es:

O

B

s T )

Resolvemos

s WS g

4l
]

Notese gque existe una variable libre, puesto

sistema original es equivalente a ci+3c==0; a

escribiremos el conjunto solucidn de

predicados pai(ci,c=)"p=l(ci,c=), esto es

pPpa(Ca,Cz=)

la conjuncidn

356

4

al resolver

Apai(cai,Cz)"p=(Caysc=z).

el sistema utilizando el método de GAUSS-JORDAN.

que el

continuacidn

de
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Apa(ca,Cz)p=l(caisc=) = {(ci,c=z)/cys = -3C=, C= € RZ
Por 1lo tanto existen infinitas soluciones para c. Y C=, loO

cual implica que los vectores son linealmente dependientes.

Ilustracidon. 1.3.2.b
Verifiquemos si los vectores: vi=l-x%x, v==0+3x-2x?2 vy

v==1+3x-2x2 son linealmente independientes en el espacio

vectorial Px:

CaiVaitCazvatCzvz = 0 equivale a

cl(l—x)+cz(5+3x—2xi)+cm(1+3x~2x2)=QFO+OX+OX2;

originando los predicados p., p= ¥ pP=, tales que:

PalGay Cmy Cwm) § B2+ 5n + Cu = 0
Dz(Cl, C=, C=) ¢ =-ci1 + 3Cc= + 3c= = 0
P={Css C=, C=) 3 -2c= - 2C= =0

La conjuncidn de los predicados:
D;(C1,C2gCz)Apz(Cl,Czlcm)hpz(czgczgcs)
es el sistema de ecuaciones

Expresemos el sistema en su forma matricial: A

(— 11 S 1 Ca

gl 3 3 Ca
O =2l =2 C=

In
1l
O
1
H

]
00



Matriz aumentada y resolucidn del sistema (p17p="p=)

r—l - e i 6] 1 e P TR TR o T At 5 - P o | :E)-|
el IS = TR T o U Gl 0 MR = SR | o Tl i M S R 1 e 1 TR R e
0 -2 -2 :0 O -1 =1 :0 o P i I G Q=1 .30
—

2
I C)OI*W
O N
-
leNesle
4
o+a|
=
OO0
L e M T,
2
| C)Ol*|
O = O
= OO0
| C)o<)|

El conjunto solucidn de

Pr(CaiyCayCx)"P2(CryC2yCx) "P=(CryC=yC=) E5:
ApPpi(CasCa,yC=) " P=(CasCa,yC=) " p=(Ca,CayC=) =

{(ci,Cz,C=)/Ccri=Cc==c==0}
Consecuentemente los vectores: vi=1l-%, v==5+3x—-2x%x2 vy
v==1+3x—-2%x2 son linealmente independientes por que la uUnica

solucitvn del sistema es: ci=c==c==0

Definicidn 1.3.3.-

Espacio Generado.— Un conjunto de vectores vi,v=,...,;Vwu,; en
un espacio vectorial V, generan a V, si solamente si,
cualguier vector en V, puede ser expresado como una
combinacidn lineal de vVi,VzsssssVi, en otras palabras,
para todo vV BN VM yYuCiyEasaasanta E2R, s clumple gue?

V = CaVaitCzVat....+tCuVy

Ilustracidn: Determine si el conjunto de vectores




=9

~

generan a las matrices cuadradas reales 2%x2(Mz.=(R))

Sea =C4 +Co +Cx 4+Ca

Esta igualdad origina los predicados pis P=s P= ¥ Pa
tales que:

/pl(cl,cx,cz,c41 126G = X
Pz(C14C2sCx,;Ca) :12Cz = ¥
<
P=(C1sC2y,CxyCa) 12C= = Z
Pa(C14C=;C=y,Ca) :2Ca = w
~

PL"P="pP="Pa 5 Bl sistema de ecuaciones

Resolvemos el sistema utilizando el método de Gauss,

para lo cual requerimos la matriz aumentada.

{“é Q 0 0 R
0 2 0 - e

\ 0 O 2 Q $ 2

L_? 0] 0 ) $ w_J
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El conjunto solucidn de
p;(c;,cz,c;F;)"pz(cl,cz,ca,ca)“pmtcl,cz,C3,C4)

“Pal(CryCz=,Cx=,Ca) B5:

AP2(C1,C23Cx,Ca) " P=2(CayC2yC=yCa) " P=x(Cr,C=2,CEx,Ca)
“PalCrsCzy3CmsCal)={(C1,C2y3C=,Ca)/Ca=x/2,Cca=y/2,c==2/2,

Ca=w/Z2, Xs¥V,Z2;W € RY}

S ® TE o) \T 0 z |0 0 w |0 0
==> = - + - + - + -
2 2 2 2
L_? w [ o, 0 O 2 ¢ 0 2
==» § genera a las (Mz.=(R)), va que toda matriz:
X Y
€ Mz»:z(R)
2 w
FPuede ser expresada como una combinacion lineal de:
{‘é 0 rﬁb 2 0 0 0 0
t_? 0 0 0 2 0] 0] 2
3 3 3
Ejemplo:
8 —10—W 2 0 0 2 0 0 0 0]
=4 =5 +8 HUS
L& 26 0 o) o) o) o) o} O+ 13
b

Y asi cualguier matriz A en Mz.=(R)
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1.4. BASE Y DIMENSION
Definicidn 1.4.1.

Un conjunto de vectores Ly g MDige an o VAT OB una base

para un espacio vectorial V, si y solo si:

i} {Vi;Vzy.easyVvVnl} s linealmente independiente en V vy

ii) {(Vi,Vzjy;s+e.3Vn} genera a V.

Ilustracion 1.4.1.a

Se puede probar gue cada uno de los siguientes
conjuntos de vectores son linealmente independientes en V vy
ademés generan al espacio vectorial V correspondiente, por

lo tanto constituyen una base para V.

ESPACIO VECTORIAL (V) BASE
14 R B. = (1}
ii) R2 Bz = {((2,0),(0,2)}
iif) P= Bz = {1,%,%2,x}
iv) Mz.=(R)

= fia o Tg 2

Qi A0 ,\O O},
B

Ba'——

[w ol
o
O
B

Verifiquemos gque el conjunto B=={1,x,x2,x®} es una
base del espacio vectorial de los polinomios de grado menor

o igual a 3 (P=).

i) Independencia lineal de los vectores 1,x,x2 ,xT € Px

CiVai + C=V= + C=V= + CaVa = 0. s sEl e B Ty Ca B R

Ca(1l) + c=(x) + c=(%2) + Cal(xT) = O0+Ox+0Ox2+0x™




42

===>» Conjunto solucidn de pL17pP="pP="Pa es:

Ap1(C14C2;C=,Ca) " Px2(C1yC2yC=yCa) " P=(C1L,C=3C=;,Ca)

“Pal(C14C=,C=3Ca)={(C1,C2yC=,;Ca)/C1=C==C==Ca=0}

==>» Los vectores 1,x,x2,x® son linealmente independientes
en P=

ii) Verificaremos si {1,x,%? ,x™} genera a P=
Ca + CoX + C=x? + Cax™ = atbx+tcx?2+dx™

===> Conjunto solucidn de p.1"p="p="pas es:

Ap1(C14C=23C=,;Ca)"p=(C1,C2;C=,Ca) " P=(C1,C2,C=,Ca)
“Pal(CiyCayC=yCa)={(C1,C=,Cx,Ca)/Ca=a,C2=b,Cx=C,Ca=d}
a,b,c,d € R}, entonces {(1,x,x2,x®} genera a p=, porque todo
polinomio de p= se puede escribir como una combinacidn

lineal de {1,x,%x2,x%}.
Por ejemplo 7xT+8x2+7x+12 = 7(xT)+B(x2)+7(x)+12.

Siendo a=7, b=8, c=7 y d=12.

Payr 1), 11) nos permite concluir que el conjunto de

vectores {1,x%x,x2,x®} es una base del espacio vectorial P=x.




Definicidn 1.4.2.

Se puede probar que el numero de vectores de cualguier
base de un espacio vectorial es unico, lo Qque se hace por
el método de contradiccidn, suponiendo que existen dos
bases B. vy Bz, la una con m vectores vy la otra con n

vectores, y se concluye gue m=n.

Dimensidn.
Un numero entero n no negativo es la Dimensidn de un
espacio vectorial V. (dim v), si vy solo s1 n es el numero

de vectores en una base del espacio vectorial.

Dado un espacio vectorial V se puede probar que (0.3

con sus correspondientes operaciones es un  subespacio

vectorial de V, se dice gque {0.} es un espacio vectorial de

dimensidn cero.

Ilustracidn 1.4.2.b.— La dimension de los espacios

vectoriales de la ilustracidn 1.4.1.a. es:

dim (R) = 1
dim (R2) = 2
dim (P':.) = 4

dim M:HZ(R)

1}
s



CAaPrPITuUL O 2.

ESPACTOS VECTORIALES

CON PRODUCTO ITNTERNO

El estudio de los vectores se inicid con la 1invencion
de Hamilton de los cuaterniones, para explorar el campo fi-
sico. Josiah Willard Gibbs (1839-1903) definid el producto
escalar en un principio sélo para los vectores 1=(1,0,0),
i=(0,1,0),k=(0,0,1),siendo 1i,j,k € R¥, de la siguiente

manegeras:

i) <i,i> <i,i> e, k> 1

LY i, §¥ e ki, &

i k> = €K, i> = €5 k> = <k, §> = O

La definicidn general 1llegd poco tiempo despues,
cuando Gibbs explicd el producto escalar en un problema
relativo a fuerzas. Como hemos anotado se ha definido el

producto internmo en R2 ,R¥,...,R™ con fines de aplicacidn.

En R2 y R¥ se explica geométricamente y con facilidad
el concepto de Vector y norma de un vector.En este capitulo
se introduce la definicidn de una funcion ¢ a 1la que

llamaremos producto interno sobre wun espacio vectorial

arbitrario,
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A continuacidn desarrollaremos los fundamentos de la
"funcidn llamada producto interno” sobre un espacio
vectorial V, cuyo dominio es el producto cartesiano VxV vy
el conjunto de llegada es R o C (reales o complejos); en

nuestro caso el conjunto de llegada sera R.

2.1. DEFINICION, PROPIEDADES E ILUSTRACIONES

Definicidn 2.1.1.

Sea V un espacio vectorial ¥y vi,v= v= € V, decimos gue
V es un espacio vectorial con producto interno,si y solo si
tiene définida una funcidn ¢ de VxV a R, (¢:VxV-->R),tal que
¢(va,va)=<vi,vz> € R, a la funcidn ¢ la llamaremos producto
interno; su valor serd denotado ¢(vi,v=)=<vi,v=> € R vy

cumple las siguientes propiedades:

i) ¢(vitva,v=) = $(va,v=)P(vz,vz) ; ¥ vi,va,vx € V
ii) ¢lava,vz) =« (Vvai,v=) 7 ¥ va,va € V, ¥ a€R
iii) plva,vz) = P(va,va) $ Y vaisVe & Y,
iv)  @(va,va) 3D s M vy &V
Con los vectores 1i=(1,0,0), 3=(0,1,0) v k=(0,0,1) €

R=, definid Gibbs un producto escalar:
¢(i,i) = 1

$(i, i) =1

dlk,k) =1

$(i, i) = $ti,i) =0
p(i,k) = ¢(k,i) = O
$(i,k) = p(k,j) = 0



Suponemos gue Gibbs quizo definir un producto interno

de la siguiente manera:

¢(V1,V=j = ¢((X1;X=;xz),(7;,Y2,Y:)) = XaYaitXz¥Y=tx=yY= € R

Definicion 2.1.2.

Espacio Euclidiano.

Sea V un espacio vectorial; V es un espacio Euclidiano

si v solo si tiene definmida una funcidn producto interno

sobre el.

Los teoremas que a continuacidn detal lamos Y

demostramos se deducen a partir de los cuatro axiomas que

definen la funcidn producto interno:

Teorema 2.1.1.

i) <O0.,va?

I

<vai, 0.2

By % v, O 8V

0L ,va> = <vy,0.> = <Ova,va?

1}

O<va,va?

0 e R

Teorema 2.1.2.

ii) <V1,V2+Vz,>

vy Va2 + vy vx23 ¥ Vi, Vo, va & V
CVasVatv=> = {votvm,vi>
= <V2,V;,> * <V.':.,V;|_>

= <V1,Vz> + (V;_,V:-_q)
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Teorema 2.1.3.

I01) <va avay SEg<Va Ve ) O s aNs B Vo a BLR
<VL,GV2> = <GV2,V3_>

asva,va> = alVai,V=?

ILUSTRACIONES DEL CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL

CON PRODUCTO INTERNO

Ejemplo 2.1.1.a.

Sean VAR My v ey m) PR G S RS v e B dos

vectores en R™, definase:

P(vi,v2)=<Vv,i,vad=xX1y1+Xayzt.. . *Xa¥Y~), puede probarse que
¢:R"xR"-->R es un producto interno ya que satisface los

axiomas correspondientes a la definicion 2.1.1.

En particular si vi=(Xi,X=,%X=) ¥ V==(Ya1,¥Y=,¥=), dos

vectores en R¥, verificaremos gque el producto definido por

¢(vl,v=)=(vl,v:> = XaYaituzyztX=¥Y= BS un producto interno.
i) VA Va? & Ava, Vad j ¥ Vi Ve @ R
SVa,V=?> = Xa¥Yai + Xz=¥V= + X=V¥m=

S YaXa t YNz t Y=X=

= <V2,V;_>
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ii) <vi,v=tv=> = vi,v=> + <va,v=>3; ¥ vi, vz, vz € R¥

VitV ,V=>

Il

(%x2+Y1)2s + (Xztyz)2z2a + (X=ty=)Z=

]

KaZatYarZatRoZotyYoZotX=Zaxty=2=
= (XaZ1tXoZotX=Z=) + (YaiZaitYaZoty=zZ=)

= ViyVm> + {Vo,V=>

iii) <GV;|_,V2> = G<V13V2> H ¢ Vaiy V= E RS, Y a € R

<AV 4y V=2

Il

AXa1iY1 + AXzY= + AX=Y=
= a{XayaitXaYotX=yY=)

= G(Vl,V2>

iv) <vai,va?

v

O;VV]_EV

Va1,Vi2 = XaXatXoXotX=Xs

){21+X22+K2:?.0'VK21.>_0

Si por ejemplo vi = (1,4,6) v v= = (0,2,-2), entonces

$((1,8,6),(0,2,~2)) = 1(0)+4(2)+6(-2) = 0+48(~12)= -4

Notese que éste es el producto punto definido en

Fisica, vy como veremos a continuacidn es uno de los tantos

productos intermnos que puede definirse sobre R¥.

Ejemplo 2.1.1.b.

Definase $(vai,va)=<vy,va> = IX1Y 1 +2%aYatX=Y=, UN

producto interno sobre R=.




Verificacidn:

<Va4Vz>

<V1,V2>

]

<V;|,+V-= ,V,—;)

<V1+V2,V.—5>

(GVJ_ ,V2>

€AV, V>

I

<V1 ,V;j_>

CVa1sVa?

Iv

CVa,va? 3 ¥ v;)vz

Ixayas + Z2%z¥= + X=m¥V=

JIyiXas + Z2Yo2Xz + Y=Xm

<V=,V;_>

\d':-_-_-.ER'-"'l=

= <V1,,V:;5> + <V:_-,V‘:‘>;

= 3(xatyailzai + 2(x=ty=)z= +

1l

aAlVa,va? 3 ¥ va,

(X=ty=)z=
X122+ 3Y 1211 2X 222t 2Y2ZatXmZatyY=2=
(3)(1214'2)(222"")(32_3)

(By121+2Y 2oty =zz=)

CVa1yVm>? + SVo,V=>

A3X1¥Y1 + AZ2Xz2yY= + AX=Ym

A(IX1Y 1t Xy otXsy=)

A<V ,Vz?

Qi3 -8 va g R=
IR K1+ 22X Xt XK=
Ix2 , + 22x2Z 5 + X2

0

probado que la funcidn:

IX1Y1+2X=yY=+x=y= define un producto interno sobre R™=.

por ejemplo wv.=(%,4,3)

$((%,4,3),(4,3,-1)) = 3(%)8+2(4)3+3(-1)=6+24-3

¢(V1,V2)=<V1pvz>

v==(4,3,-1), entonces
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Si en la funcidn producto interno anterior, se

sustitdye por la siguiente:
Q(vai,v=)=<ve,va>=3x,1yY1+2X2yY=2"X=y=, entonces:

iv) CVaigva> = 3x2,+2x2,-%x2, 2 O ;3 no se cumple para todos
los valores de x, por ejemplo si v,=(0,0,2), entonces:
CVa,v12>=04+0+0-4=-4, no es mayor O, por consiguiente la
funcion @(vi,va)=<va,va>=3x1Y1+2Xx2y2~%X=y=, No define

un producto interno sobre R&.

Notese que sobre un mismo espacio vectorial V, pueden
definirse diferentes funciones gue son producto interno,
ademads no todas las funciones de VxV a R definmen un

producto interno en V.

Ejemplo 2.1.1.c.

Sea V el espacio vectorial de las matrices cuadradas
reales nxNn{Maxa(R)), si A,B estdn en V, definimos

$(A,B)=<A,B>=tr(B*A), donde tr(AR) es 1la funcidn traza de

una matriz cuadrada definida anteriormente.

Demostracidn:
i) <A,B> = <B,A> 3§ % R,B € Ma.n(R)
<A,B> = tr(B*A)
tr(AtB)

<B,A>
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ii) <A+B,C>

il

<A,C> + <B,C> ; ¥ A,B,C € Maun(R)

<A+B,C>

]

tri(C=){A+8))
= tr(C=A+C*=B)
= tr(C®A)+tr(C*=B)

= <A,C>+<B,C>

1ii) <af,B> = atif,B> * N A,B & Mo (R1L,y @& R
<aA,B> = tr(B*aA)
= tr{afA) tr(B*%)
= atr(A) tr(B*)
= atr(B*A)

= a<h,B>

in)  SRLA> 2 O g Y B ETMLLER)

Il

<A,A> tr{A=A)

n
= = ;;5 20
j=1 \i=1

En consecuencia la funcidén ¢(A,B)=<A,B>=tr(B*=A) define

un producto interno sobre Ma.~(R).

Por ejemplo si A = L=l 20 s SEr =D 1 b




b 4

1 0 10 8 16
=> B*= 4 1 s HEA =21 11 26
o0 ESERE R 2 -8 8
3
Calcule <A,B> = tr (B®A) = = e D R B S 1 S 1)
1
= 10+11+8
= 29
Ejemplo 2.1.1.d.
=
l 811 a1z baa biz Caa Caizm
Vi = ‘ 3Va= $ V==
i*azx azzﬁJ D=2 baz Cza Cax
Son matrices cualesquiera del espacio vectorial
V=M=,.=(R) entonces 1la expresion qgque sigue define un

producto interno sobre las matrices reales 2x2(Mz.=(R)).

¢(V1,V2}

=<V1, V-;_-) =

Demostracidn:

CVi,Va2> =

<\/;|~ ,V:) =

<V2,V1> 3

= <V:_-,V1>

B1abaiataszbiztaziboitaz=baz

lvl VJ., V= = M‘.‘.nztR)

biiaiitbaizasiztbziazitbzzaz=



“ii) Cvatvoyved = vai,va? + Svztvzd 3 ¥ Vi,Vz,Vz € Mz.=(R)

Vai+tVo,v=> = (aiatbiz)ciat(@i=tbiz)caizt(azai+bza)Cza+t
(azzt+tbzz)Cz==

= 8221C12+bi11C11+82=Cantbi=Caz
+8231Cz21+tbzaCzatac=Coztba=Coz

= (811C11+8312C1=2+322C=1+382=2Ca=)
+(bmzcz1+b12C12+b2LF21+b22C22)

- <V:|._,V_-z> + <V=,V--e.>

iii) <avai;v=> = A<Va,Vv=> 3} ¥ vi, V= € Mzu.2(R). ¥ a € R

CAVaisVz? = Gaiabaii + @aizbiz + Gazibzi + cazzbz=

d(aribiitasizbiztazibaitazzbaz)

I

AV L Va?

iV) (V;L,V;L) 2. O; L Va € Mz»:z(R)

<VWai,Vai? = a2,, + a2 ;5 + a5, + azo- 2 0O,
Entonces la funcidn:

¢(V13V2)=<V1;V=>=allbm1+31:bxz+azlb=1+azzb==, define un
producto interno sobre el espacio vectorial de las matrices

reales 2Z2xZ2(M=z.=(R)).

Por ejemplo si va =5 3 V= =
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entonces <vai,v=> = 1(-1)+2(0)+3(3)+4(2)
= —-1+0+9+8
= ik
Ejemplo 2.1.1.e.
A1 a1 baia biz
Sean vi = Y V= =
a=1 == b=a bz=
determine si la funcidn:
¢(V1,V2)=<V1,V2> = diaibaitarizbzitazibiztaz=bzz, es un
producto interno sobre las matrices cuadradas ZxZ2(Mz=.=(R)).
i) <VJ_,V2> s <V2,V1,> ;V Mas Y= S MZH:(R)
<Vi,V=> = ai1i1bii+aizbzi+azibiztaz=zb==
= biidratbizazaitbziaiztbzzazz
— <V2,V;|_>
11) <vatva,vz> = Cva,Vz> + Cva,v=> 3 ¥ Va,vz,vz € M=z.=2(R)
CvatVz,V=> = (arat+tbiilciat(ai=tbiz)cCzait{a=1s+C=1)Ca=

+(az=tbz=)C==

+az=CzztbazCax
= (@112C12+322Coa1+821Crxtamaboz) +
(BaaCaiatbizCoi+bziCriztbozc==)

= {Vi,v=> + {Va,V=>

= 821C12tbiiCaa+81=2C21+bixCor1+821C1=+bzacCcan




AT <GV1,V2> = Q(Vl,Vz> ) ViV € M:nz(ﬂ),

<GV1|V2>

iV V=

IVY: vy, var T2 0 2 8 N8 Mo ol{R)

<Vi,V1? = Aii18i11%81z8z1+a8z181ztaz=a

= a?2,;;+2a1=28z2%a2=2= 2 0O

Néotese que esta desigualdad no se cumple

los numeros reales X:: €ER

» entonces

Cvasvad = 1(1)+2(-1)+(+1)2+1(1)
= 1-2-2+1

= -2

En consecuencia la funcidn:

¢(V1,Vz}=<vggV2>=311b1x*axzb21+azlb;z+amnbzz

Gazibii+t@arizbzaitaazibiztaa==b

af{aiibisitaizbzi+azibiztaz=b

=2

99

a € R

para todos

No definmne un producto interno sobre el espacio vectorial de

las matrices cuadradas reales 2x2(M=.=(R)).
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Ejemplo 2.1.1.f.

Si pmactaix+a=x? y q=botbix+b=x?, son dos vectores
cualquiera en Px(ai,bsy € R, i=0,1,2), entonces la siguiente
funcidn define un producto interno sobre polinomios de

grado menor o igual a 2 (Pz). ¢(p,q)=<p,q>=acbetaibitazba

Verificacidn:

i) <P;q> = <q,p> ; ¥ p,q € P=

<p,q> acnbo+alb1+azb2
= b.—_.ac,'*-bla;"'b.—..-az

= <q,p>

8
[
S

<p+tg,r> SRar2 + Cqfr> 3 ¥ p,q,.r & pa

i

P, rd (adotbel)cot+ (ars+bi)ca + (az+bz)cz

= aoCcﬂ'mecﬁ'alC1+b1C1+azC2+b2C2

1l

(8wCotaiCitaz=c=z) + (boCotbicit+bz=cz)

0 TR b B8 G T o

§is)can. a0 aip,q> 3} ¥ p,q € p= ¥y a € R

Il

<ap,g>» dambetaaibi+aazbo
= af a::tb(:)+a1b;|_+azb;_w

= a<p,q>?

Iv

iv): <p.g> QO 3. ¢%.p & Pa

=

<p,p> = Beoactaia.tazaz

= a2, + a2, + a?ls

Iw

Q e T R



Por lo tanto la funcidn ¢(p,q)=<p,q>=acbeta.bit+azb=

define un producto interno sobre el espacio vectorial de

los polinomios de grado menor o igual a 2 (P=z).

Si por ejemplo p = 4+41x+5x2y Q=2+2x-3x2,

Encontrar <p,qg>

é(p,q)=<p,q> aobeo + aibi, + azb=
= 4(2) + 1(2) + S5(=-3)
e = A

= -5

Ejemplo 2.1.1.9g.

Sean p=p(x) y g=g(x), dos polinomios en P., donde a,b

€ R fijos cualquiera tales a<b, definase:
a
$¢(p,q)=<p,q> = /}(x)q(x)dx
b

A continuacidn demostraremos que esta funcidn define

un producto interno sobre los polinomios de grado menor o

igual a n (PL).

i) <p,g>

]

LPpGY 3 Py g W Py

a

LD(X)q(x)dx

]

<p,q>

1]

a
Lq(x)p(x)dx

<q,p>




£i) . ApeQuEd’ = Kpyrd 4+ dgatd § N P,0,0 . B Py
a
<{p+g,r> = _L(p+q)(x)r(x)dx
a
= L(p(x)+q(x))r(x)dx
a a
= [p(xir(x)dx + ﬁth)r(x)dx

= (p,r> + <q,r>

iii) <ap,q> = el i Dapteakds plogy eSS Mg as S
a
<ap,q> = ‘L(ap(x))q(x)dx

a
= a Lp(x)q(x)dx

= a<p,q>
iv) P P> 2 Oy oaNiap e Py
a
s, B = Lp(x)p(x)dx

= [32( yd
= J,p? (x)dx

& 1

o8

Ademas, dado que p=(%x)20 vy los polinomios son funcio-

a
nes continuas, Jgpz(x)dx=0, si vy solo si p(x)=0, para toda

a
% &€ R gatisface a £ X £ b. Por tanto, <p;pr= ‘Lpz(x)dx

si y solo si p = O..

Por ejemplo p(x)=x2+x+1 vy Q(x)=x, polinomios en

encuentre ¢(p,q) en el intervalo [(0,1].

d(p,q)=<p,q> ‘gztx)q(x)dx
1

£}x2+x+l)xdx

1
ﬁ(x3+x2+x)dx

:O’




a2

1

[:(x4/4+x3/3+x2/25]

/0 4w 173 v L2

0

I

13412

Ejemplo 2.1.1.h.

Sean a,b,c € R, supbngase que p Yy g estan en p= VY
definase ¢(p,q)=<p,g>=p(a)g(a)+p(b)+q(b)+p(ciglc):

Probaremos que <p,Q> es un producto interno sobre los

polinomios de grado menor o igual a 2 (Pz).

i) <p,q> 9«P2t  WoBg € P

]

<p,q> plalg(a)+p(blgi(bl)+p(clglc)
= q(a)p(al+g(blp(b)+g(c)p(c)

= Cq.p>

11) Ap*qQur> e N o R P - ABER c O o [ M S
<p+q,r> = (p+g)(a)r(a)+(p+q)(b)r(b)+(p+g)(c)r(c)
= pl(alr(al+g(al)r{a)+p(blr(b)+g(bl)r(b)
#plciric)tqlic)e(c)
= (p(a)r(a)+p(blr(b)+p(c)ir(c))
+(g(a)r(a)+g(b)r(b)+g(c)r(c))

= Cpyr>+Lg,r?>

iii) <ap,q> ASPy Q2 Yip,g € P2, a € R

<ap,qg> (ap(a)l)g(al)+(ap(b))lg(b)+(ap(c)lig(c)

a(p(a)g(a)+p(b)g(b)+pl(clig(c))

1]

a<p,q>




I~

iv) CPpsp>

0 :‘v‘pEF’z

]

<psp> p(a)p(a)+p(b)p(b)+p(c)p(c)

p2 (a)+p2(b)+p2(c). 2 O

Cabe destacar que una ecuacidn cuadratica tieme a lo
mas dos raices, p(x)=0, para toda x, reciprocamente si p=0,
entonces p(a)=p(b)=p(c)=0, asi que <p,p> = 0.

cDefine la funcidn $(p,g)=<p,g>=p(a)g(a)+p(blg(b) un
producto interno sobre el espacio vectorial de los

polinomios de grado menor o igual a 2 (Pz)7?

Debemos verificar los axiomas corespondientes:

i) <p,q> I A [ R - S T R i
<p,q> = p(a)g(a)+p(bl)g(b)
= g(a)p(a)+g(b)p(b)
=, <q:p?
ii} STn ) [ o LR o 1 g N S A TR e O g A S
<p+qg,r> = (p(a)+g(a))r{a)+(p(b)+qg(b))r(b)
= pl(alr(a)+gl(alr(a)+p(b)r(b)+g(b)r(b)
= (p(a)r(a)+p(b)r(b))+(g(a)r(a)+gq(b)r(b))
4w ] g e e
ii1i) <ap,g»> = a<lp,qg> ¥ p,g € px ¥ « € R
<ap,q> = (ap(a))gla)+(ap(b))g(b)

= a(p(a)g(a)+ap(b)g(b)

= a<p,qg>
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v

iv) <p,p> Qe N B e TP

<p,p> = p2(a)+p2(b) ;

Notese que p(x)=(x-1)(x+1)= 4 Ov

(p,p) = p2(l)+p2 (-—l): == p(a):p(b):O::

La funcidn ¢(p,q)=<p,g>=p(a)g(al)+p(b)g(b) no define un
producto interno sobre los polinomios de grado menor o

igual a 2 (P=z), porque <p,p»=0, aun cuando P % Ov.

2.2. NORMA DE UN VECTOR

En Fisica es importante la norma de los vectores en R2
y R¥, pues con el producto interno "cldsico" la norma de un
vector en estos dos espacios vectoriales es conocida como
la nocidon geometrica de "longitud", a continuacidn se

generalizard este concepto, para espacios vectoriales

arbitrarios.

Definicion 2.2.1.

Sea V un espacio vectorial con producto interno, LA

NORMA DE UN VECTOR es una funcidn f de V en R(f:V —->R) si

y solo si f(v)=nv” = eV D




62

2.2.1. ILUSTRACIONES Y PROPIEDADES DE LA NORMA DE UN VECTOR

Ejemplo 2.2.1.a.

En R?2 se demostrd gque la funcidn

¢(V’-’V=)=<V1:V2> = XaYatXayYa,
vector wv.=(5,6):
f(vs) = “Vl“ = +\x2+y2 = +V25 + 35 = V&1 = 7,81

Determine la norma del vector anterior si la funcidén

define un producto interno, encuentre 1la norma del
]

]

producto interno es: @(vi,v=)=<vi,v2>= 3xXiy1+2Xzy=:

flva) = |va] = +V3x2+2y2 = +V3(25)+2(36) = +V127 = 12,12

Notese que la norma de un vector depende del producto
interno definido sobre el espacio vectorial, en los ejem-
plos anteriores, observamos que en un espacio euclidiano,

existe una norma para cada funcidn producto interno.

Ejemplo 2.2.1.b.

En los polinomios de grado menor o igual a 2 (Pz),
a
hemos probado que la funcidn ¢(p,q} = {p,q» = j;p(x)q(x)dx
| define un producto interno y sean p=x Yy g=x2, entonces;

determine f(p) vy f(g) en el intervalo [-1,1].

3 Xom 1 Z
Rl = fpfl = eV Cpypr = +\/fx2dx = 4+ — e, oy W
: 3 {-1 3




. x5 1 2
f(a) = Jgfli= +¥<q,q> = + fx4dx +\ [ — = 4\ [ —
1 5 |-1 5

Ejemplo 2.2.1.cC.

Hemos probado anteriormente que la funcidn
4’(9:3):(9:3) = di1i1biitaizbiztazibzitazzb== define un
producto interno sobre las matrices reales 2%x2(Mz.=(R)).

Halle “Q“ cuando:

a) f(A) = ||p|| = +V<A,A

= +Vaz,,+a? ;2+a2 21+al 2=

= +V 1+49+36+4
= +V 90
= 3V10

b) f(A) = “ﬁ”

I

+V<aA, A>
= +V0+0+0+0

= 0

PROPIEDADES

A continuacidn discutiremos acerca de algunas de las

propiedades de la norma de un vector.
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Sean V un espacio vectorial con producto interno y
f(v)="v", la norma de un vector cualguiera en V, entonces

se cumplen los siguientes teoremas:

Teorema 2.2.1:

”VJ_" z Q0 L Vi € )
Prueba:
“Vln & e MEON G e 2 0y

por definicidn de producto interno <vai,vai> 2 0O

Teorema 2.2.2:

"v;“ = 10 s1 TV osoleo §1 V. =00 alt o TeR Y
Prueba:
i) "v;“ = Q ==> \ =20
"Vln = +V {vy,va?
= Q
==> \ = Q.
ii) V = 0, ==> ”v” = Q
”v;” = +V {vy,va>
=V'0
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Teorema 2.2.3:
”av“ = ]a|uv” i = S S LR R G
Prueba:
"av" = + V<av,av>

= + Vazdlv,v>

= lal V v, v

= Ao dpdl
2.2.2 Teorema 4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Si vi,v= son vectores en un espacio vectorial V, con

producto interno, entonces:

i)

ii)

<V;.,V=>2 X <V1,V;|_> <V=,Vz>

expresiones equivalentes:

Vayva2? b “V;Hz “Vznz

|<vasva>]| < fjva]l  flv=|
Prueba:
Si v = 0., entonces <vi,v=>=<v=,v.>=0,

es evidente que la igualdad se cumple.

Supongamos:

Sean: a = <{vi,vi>
b= <Kvi,v=>
C = Va,V=>

e L -

por lo tanto




b6

Por definicitvn <vi,vai> 2 0O (positivo), por lo tanto.

3 5 <(tV;+V=), (tV;+Vz)>

Qs ((tV1+V=),tV1> + <(tVL+V2),V2>

o
1A

Ctvastvad> + Cva,tvad + <tvi ,va? + (va,V=?

o
1A

t2<V1,V1>

+

t(v;,v:) + t<V1’V2> + <V2,Vz>
(8 t2<V1,V1> + 2t<V1,V2> 58 <V2,Vz>

0 £ atz+2bt+C e 2 0

Este polinomio cuadratico tiene a 1lo sumo una raiz
real repetida o bien son raices complejas, por lo tanto

debe satisfacer:

N
o
B
[
B
W
n
A

Q ==> b2 - ac

7
o

===> bz £ ac

===>» vy, Vzr?2 £ <{vi, V12> V=, V>

Corolario 2.2.4.1. Desigualdad Triangular

Este corolario es consecuencia del teorema anterior.

Ivatvall € vall + V=l 5 ¥ vayva €V

Demostracidn:

"V1+V2"2 ((V1+V2),(V1+V2>

<(V1+Vz),vl> b <(V1+V=),Vz>

Il

CVa1,Va1> + Vva,Vi?> + CVi,vz? + {va,Vad

= <V1,V1> A 2<V1,V2> b <V2,V2>
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==> ”v1+vz"2 £ <va,va> + 21<v1, v=>| + (Vo,Va?
== vatvalt § Vava> # Zvaf va] * <va,ve>
==> vatvalr S fvallz #2va]l |Ive]l + [Ive)?

= vatvalr S Cfva) + fv=] 12

== vatva] S va] * fval

Ilustraciones: De las Desigualdades de Cauchy-Schwarz

y Triangular.

Ejemplo 2.2.2.a.

St wva - = [(8,6,1) v v v =(2:106) . € RS g veriticsr las
desigualdades de Cauchy-Schwarz y triangular, utilizando el

producto interno clésico.

a) CVaiavVa222 £ <vi,Vi? Vz,Vz?

[4(2)+6(1)+1(6)]2 £ (1l6+36+1) (4+1+36)

400 < 2173
B) D f¥atva]l & fval] jjvel
"(517-,7)” < V5% + Va1

11,58 < 13,68

Ejemplo 2.2.2.b.

Verifique las desigualdades de Cauchy-Schwarz Y
triangular en el espacio vectorial de las matrices

cuadradas 2xZ2(M=x=(R)), con el producto interno definido en

ejercicios anteriores.
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<A,B>2 < <{A,A> <B,B>
(—1+0+18+3)2 < (1+4+4346+1) (1+0+F+9)

400 L C

Gl TR s

o 2
1l

V(0+4+81+16) < 10,84

I~
3
N

+ V19

$
f

10,04 < 10,84

Ejemplo 2.2.2.c.

Sean p=1l+2x+x2, qg= 2-4x2, ¥y ' Bl ‘producto  internoc
definido sobre el espacio de los polinomios del grado menor

0 igual a 2 (Pz) ¢(p,q)=<p,g’>=awbetaibi+azbz, verifique las

desigualdades:

a) <{p,;qr? £ <pyp2 <qg,q9>
(2+0-4)2 £ (1+4+1) (4+0+16)
(=2 .. £ BL20)

4 5 120
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o ip-all < Jirfl * ol
+ VIT722-32 < VG + V20
+ V9+3+9 < 6,92

4,69 by e

Definicidn 2.2.

Un espacio vectorial con producto interno es normado

si v solo si estd definida la norma de sus vectores.

Comentario: De conformidad con lo desarrollado existen:

Espacios Vectoriales
Espacios Vectoriales Euclidianos

Espacios Vectoriales Normados

2.3 VECTOR UNITARIO

Definicidn 2.3.

Sea VYV un espacio vectorial con producto interno vy v
cualquier vector en V3; v es un vector wunitario si vy

solamente si:

) = |v) = 1

Ilustracidn 2.3

1) vy = (1,0,0) 3 ”v;ﬂ =+ VRZ ,+1Z2 o4%2 = =+ V140+0 = 1
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Mo o]

2) a = H HA” =+ VaZz,,+a? ;=*+a2 z,+a? ==+ V 040+0+1=1
3) p({x) = x i 1Pl =+Vaz, = +V1 = 1

Teorema 2.3.
Si wvi es un vector diferente del vector ¢ en un
espacio vectorial con producto interno, entonces el vector

V;/"V1" es unitario.

Prueba:

Vi g ey :
| l|= +\/<uvl|| v >'“+ <va,vad=

IV “} i

1

I

+

UVLH:: 3

Este proceso de multiplicar un vector v, diferente del
vector O, por el reciproco de su norma, para obtener un

vector de norma 1, se denomina normalizacidn de vai.

2.4. VECTORES OTUNURMALES'
Definicidn 2.4.1.

Sea V un espacio vectorial sobre el cual se ha
definido wun producto interno, los vectores vi, v= € V, son

ortogonales si y solamente si <vi,v=> = O

Definicion 2.4.1.

Los Vectores vi,v= € ¥V son ORTONORMALES, si y solo si:



7

=}
8
L
<
’.I
|

Iv=l =

Ilustracidn 2.4.2.
Supdngase que las matrices cuadradas 2x2(Mz.=(R) tiene

definido el producto interno:

d)(A,B) = <A,B> = aiibiaitaizbiztazibzitazzbz=, ¥y sea:
1 Q 0O 1
A = S B2 ; entonces:
0 0 0 0]
L

i) $(A,B) = <A,B> = 0+0+0+0 = O

i11) f(A) = ”A” = 4+ V 1+0+0+0 = 1
f(B) = "B" = +V 0+1+0+0 = 1
Los wvectores A,B € M=.=(R) son ortonormales en

relacidn con el producto interno dado.

2.5 RELACION DE ORTOGONALIDAD E INDEPENDENCIA LINEAL DE

VECTORES

Un resultado importante que nos permite trabajar con
conjuntos ortogonales de vectores, en un espacio con

producto interno es el siguiente:
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Teorema 2.95.
i85 =N, el e Ve itn  conjunte ortogonal de
vectores distintos del vector 0., de wun espacio vectorial

con producto interno, entonces S es linealmente

independiente en V

Para la demostracidn de este teorema se aplicard la

prueba por induccidn matematica.

Induccidn Matematica.— Es un principio fundamental de 1la

matematica que puede ser empleado para demostrar cierto

tipo de enunciados matematicos.

Para probar por induccidn se necesitan dos pasos:

i) (B) Base. probar gue se cumple para algun n € N

=N
™y
~—

(I) Paso Inductivo. Probar que si p(n) es verdadero

entonces P(n+l) también es verdadero.

i) p(l)= 1
ii) ([pik) == pl{k+1)] 2 &
Prueba:

Sea <vi,vs> = 0, ¥ i+d

Debemos probar que p(c):icivaitczvzt...+tChva =0., tiene

como Unica solucidn:

E1TCa=: s a=Crx=0 Oaonde i€ € R} I3L,2,% 0,0}




]
o]

i) Base P(l): <vi,Cavi*CazVat.. tChVe> = Kv;,0v>

I
o

==> Ca1€VasVa? + Ca2Va,;Va? + ... * CalVisVn?

==> £aflVa,va?> = 0 ==> c,=0 dado que (<va,va>) > 0

1) Paso Inductivo:

PRk VR EaVaFEaVaFiia P BVt « s CaMne = 00

== CalWusVaP» HiCalVL ¢ Vad o s CalVuaVWe> + ouF

GOV s M2 =0

==2 CufVwe,sVir> = 0 ==> =0 dado que <vi,vw> > 0

73

Plk+l)t S¥iwaCaVitiavat i PCuVrtCusaViewrtss s sChaVa2 = 0
==> CatiVnea s VP> + ColVusunVa? Forn CriVkyVers > +
Ch+1 Vi1 sVir+12t e e CAlViara Va2 = 0
==> Cr+1Vi+1sVi+12=0 ==>Cn+1=0 dado que

NV el g Was a2 - P K

Aple) 2 {(Eailyn s pwCrl)/ Cartems . b, = 0F

==> § es linealmente independiente

Podemos seralar con certeza que ortogonalidad

vectores garantiza independencia lineal de los mismos.

Ilustracidn 2.5.a.
Sea el conjunto de vectores Ortogonales en R™:
B = 40,1 ,=1) (01 3)  (2,0,0)},  wverificar si

linealmente independientes:

de

son




74

Igualamos " A cero la combinacién lineal:
CaVaitCazVa+Camv==0
Cal(Qyl,-1)4c(0,1,1)+c=(2,0,0)=0.3 genera los

predicados pi,p=;P=, tales que:

Pa(Ci4C=,yCx) = 2 =0
P=(Ci1,Cz=,C=) : cartcz = 0 ;
p=(Ci,Cz=;C=x) ¢ —Cait+tcz = O

PL7P="pP="pPa es el sistema de ecuaciones

Expresamos el sistema en su forma matricial Ac=0.==

.
.
z

B0 P ey 0
TR ] Bl el Dy
o R (S | [ 0

resolvemos el sistema:

|-
] 0 2 0_1 ik 2 | i3 0—} 1 0 D ERESNI G
1 1 O 5 00 e e i O s e R e 1 0. O
=, 1 0 : 0O t_? 0 L0 {‘? 0 dvee O

El conjunto solucidn del sistema es:

Qpl(Cz,ngczApz(Cx,Cz,Cz)AP:(Cz,CQ;C3)=

{{cry,Cz,Cx)/Ca=Cc=c==0}

entonces S es linealmente independiente en R™,
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El reciproco del teorema 2.5 no siempre es verdadero;
es decir independencia lineal de vectores no garantiza

ortogonalidad de los mismos.

Ilustracidn 2.5.b. ‘
Sean v1=(1,3) ¥ v==(2,5), vectores linealmente inde-
pendientes en Rz23; wverificar si estos vectores son |

ortogonales:

Pl(Xaya), (X=2y=))= Xiy1 + Xz=¥Y=
PlL1,3);(2,8)) = A1{2) + 3(H)
= 17 |
\
|
q(lvi,va2?) = 0 ==> v,, v= no son vectores ortogonales.

2.6 BASES ORTONORMALES

En muchos problemas referentes a espacios vectoriales,
la seleccidn de wuna base para el espacio se hace segun
convenga al que lo resuelve, una de las ventajas gque tienen
las bases ortonormales sobre las bases arbitrarias es gue
los calculos son mas simples, por 1o que a continuacidn

definiremos e ilustraremos.

Definicidn 2.6.
Base Ortonormal.

Sea V un espacio vectorial con producto interno vy
B={vi, Vz,V=,...,Vn} una base cualguiera de V, B es una

base ortonormal de V, si vy solo si:
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11) f(vy) = ”vL” =1 paka de] # 1o .0l sh
Si cumple solamente la condicidn 1, se dice que

B={vi,Vz=;...,Vn} €5 una base ortogonal de V.

Ilustraciones:

‘ Ejemplo 2.6.1.

Se puede probar que el conjunto de polinomios

2 1 e 1 2 i 2 s
et EO i e I R o R B M G e R )
3 3 3 3 3 3 3 3

m
I
Wl N

es una base para el espacio vectorial(PE)de los polinomios
de grado menor o igual a 2 con la funcidn producto interno:

d(p,q)=<p,q>=acbet+ta.bi+az=b=, determinemos si B es una base

ortogonal para P=.

i) <p,q> = aebeotaibitaz=b=

1
1
1

<{p;q> = S e . A g SISy St u0)

1
1
I
I
|
|

{p,r> = . = . + “ = 0

Q,r> = = . = 4+ = , = = = , = = Q
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Los polinomios p,q ¥y r son mutuamente ortogonales.

ii) f(p) = |p|| = + V <p,p?
2 2 1
e T e R S S O e St T
3 3 3
= 1
2 1 2
R )l SR e 8 gl e [ =R
3 3 3
!
1 2 2
Gligt e g RN S b R O R i
3 3 3
= 1

Puesto que se cumplen las condiciones 1,11, de la
definicidn previa, B es una base ortonormal para el espacio

vectorial P=.

Ejemplo 2.6.2.
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Es una base para (Mz=.=(R)) y sabemos que la funcion:
¢(A,B)=<A,B>=a11bis+aszbiztaziboi+taz=b== es un producto
interno sobre las matrices cuadradas 2x2(M=z.=(R)),
verifiguemos si B es ortonormal.

i) ¢(A,B) = <A,B> = aiibiataizbiztazibzitazzba=

0+0+0+0 = O

<A,D> = <B,C> = <B,D> = <C,D> = 0

<A,C> =
ii) f(A) = HA” = +FF0+0+0 = 3

f(B) = “BH = 3

f(C) = ”C" = 2
|

f(D) = ”D“ = 2
\
En conclusidén B es una base ortogonal de Mz=,.=(R), mas
‘ no ortonormal, pues 1(”&” = ”B” = ”C“ = “D” = 1)
\
\
‘ Dada wna base o©o un conjunto generador S para un
espacio vectorial con producto interno V, se puede
\

encontrar una base ortogonal u ortonormal para el espacio;
el Método que se usa para esta construccion se llama el
| proceso de Gram—-Schmidt, el mismo que no serd discutido en

nuestro trabajo.

2.7. MATRICES ORTOGONALES
A continuacidon se define wuna nueva clase de matriz,
que es muy util sobre todo en lo relacionado con

diagonalizacidn de matrices, formas cuadraticas, etc.




Definicidn 2.7.1.

Una matriz Qn.~(R) se

es invertible y Q7 = Q*

Notese qgque:

Ilustraciones:

Ejemplo 2.7.1.

llama ortogonal,

Toda matriz identidad es ortogonal

Prueba:
Q=1 ; AG==1 ==> Q*I=I1 ==> Q==I
Ejemplo 2.7.2.
172 1742 1/42 =1 /82
Q = yas =
-1/42 1/52 1/42 1712
L. BRI |
| [
|2 + % % - % 1 0
==n0*0Q= | = = I
I'é — 'é |'é + ‘ék O 1
==» @ es una matriz ortogonal
Ejemplo 2.7.3.
Sen 8 Cos 8 Sen 8
Supongamos Q = 3 A==
Cos @ -Sen 8 Cos 8

si v solo si

Cos 8

-Sen &

79

Q
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Senz@ + Cos2@ Sen & Cos 8 - Sen 8 Cos 8
asQ =
Sen 8 Cos 8-Sen 8 Cos 8 Sen2@® + Cosz2@
il 0
= = I ==> @ es ortogonal
0 1

Es factible hallar matrices ortogonales, utilizando el
siguiente Teorema, cuya demostracidn se encuentra en el
libro ALGEBRA LINEAL de Staley Grosman, pagina 303, Edit.

Mac-Graw—-Hill - 4 edicidn 1992.

Teorema 2.7.1.
La matriz Qa~.~(R) es ortogonal si vy solo si las

columnas de Q@ forman una base ortogonal de R™.

Consideremos la matriz:

i 1742 1742 0 i
0 1

A = 0

L/k2  —3rd2 0

Siendo vl (142, 0 4, 1442}

w2 = (1482, @, ~1/02)

v3

R B G vectores columnas de A.
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1/482 0 147
At =l L2Ie G - TR
‘ o) 1 0
|
= el
1488 A2ER - 9 1442 6" 4 8%
AtA = ‘ 0 0 1 1/12 0 =-1/I2
1442 =152 0 o) 1 )
L= ST
e Sy
T ol
wme e T o‘ "R

|0 0 1!
==> A es una matriz ortogonal.
Segun condicidn del Teorema 2.7.1:
Si A es ortogonal, entonces los vectores columna vl =
(1/42,0,1/42); v2=(1/32,0,-1/42); v3=(0,1,0) Fforman una
base ortogonal de R¥.

Verificacidn:

i) VgV = 0 3 2 i # 3

(V;_ ,V:) = Xay ;,'!")(';:}"2"")(3)/3

TR D B T e SN T 0 S M R TR e




0+0+0 = O

<V1,V3> —

==> B, = {Vi,V=,Vv=) s una base ortogonal para R¥

Ademds en este caso:

dE) (v ) Syl = ¥ Vicvl,vi>
1 1
= + i i I e
B z
1 3
f(vz) = ”v2” = T e
2 &
f(v3) = ”v2“ = V O0+1+0 = 1
==> Bl = {vl1,v2,v3} es una base ortonormal en R=.

2.8. COMPLEMENTO ORTOGONAL
A continuacidn definiremos el conjunto denominado
Complemento Ortogonal en los espacios vectoriales con

producto interno.

Definicidn 2.8.1.
Sea H un subespacio del espacio vectorial V con
producto interno, HL es el complemento ortogonal de H, si vy

s0lo si; HL = {x € V / Sxu,h> = 0, ¥ h € H}




Ilustraciones:

Ejemplo 2.8.1.

Encontraremos el complemento ortogonal del plano

generado por los vectores: va. = (1,1,2) v v= = (1,2,3).

Considerando como filas de la Matriz A y resolviendo Ax=0..

H es el subespacio de R* generado por los vectores:

(1,1,2) v (1,2,3), segun el problema formemos la Matriz A.

Estructuremos el sistema de ecuaciones homogéneo.

Pa (Xa,Xm,%=) = Xp+Xz+2x= = O

0]

1l

Pz (XiyXzyX=) 3 Xai+2Ka+I R

Siendo p."p= es el sistema de ecuaciones.

A continuacidn la representacidn matricial del sistema:

Ax = O..
E 1 1 2 ' {—xl 0
K= =
| S o= L

Trabajaremos con la matriz aumentada.

("I s Erw T_I Taecd = O (e et B e R
| e o :
{;i Ly 35 ; 0 L:i B ; 0 L:i e Nt ; 0o
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==> Conjunto solucidn:

ApL™pPz= = {(Xa, Xz, X=) / Xa1=—Xm, Xa=—X=, X= € R}
iz T e ) I
o KL R |
Ny = K;_-$ = X kr- A= I \

En consecuencia HL (complemento ortogonal) es el

conjunto generado por {(1,1,-1)}

Ejemplo 2.8.2

En P=x [0,1], sea H un subespacio generado por el

conjunto {1,x23}, determine el complemento ortogonal HL de

gen {1,x2},.

il
]

gen {1,x2}

HL = {(x € V 2 <x,h> 0 3 & h € H}

Sean p(x) = azxT+azx2+axtas; donde p(x) € p=
a
<p,g> = /bp(x)q(x)dx
i 1
i) /p(x)q(x)dx = L‘(aaxz+azx2+alx+am)ldx = 0
(4]
am A= aa
==> p;._(a.-:.,a_—__v-,ag_,am) —— i e W Sy R 0
4 3 Z
1 1
ii) /D(x)q(x)dx = J((azx3+azx2+a;x+ag)x2 dx = 0O
o]
a= a= aa Ao
Pzl{a=,dzy82,80) S e nle Bl Sl i "o 52 )
& b | 4 3
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A= a= =
==>(pilazsdzsylassan): — + — + — + _ag = 0
4 3 2
a= A= R =15
Pz(az,am;al,am)= S bR e e =0 H
1) S a4 3

pP."pz es el sistema.

Forma Matricial del Sistema Ma = 0O
b 1 1
= =3 A= 0
4q 3 2 a=
=8N
o 0]

Matriz Aumentada

o

o]
“
i
o
[
N
o]

0O 0 4 15 60:0

o

a8 W8 g3 BF g W8 gg¢ =E

dQ L2 10 20

% o) -9 -48
e O T e . T

Conjunto solucidn de piTp= es:

e}

!
e
O
=0
s )
(A
|
-
oo
o0

QPL(C:‘;, C=, C:L,CD)Apz(anga:;aLjarg)"—‘{(af‘:’-,az,aj_,am)/c.:::’)ag_'f‘l&al)

Ex= —1B ai—18ae 5% CisCo & R}
4
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HL = gen{12x™-15x2+4x), (16x®-105%x2+1)}

TEOREMA 2.8.1.— Si H es un subespacio del espacio con pro-

ducto interno V, entonces:

i) HL N H= 0.

ii) HL es un subespacio de V

1) HL N H = 0o
Prueba:

* EHL A H == (x,%2 = 0 ==> % = 0,

ii) H es un subespacio de V.
a) Por condicidn anterior O, &€ i
b) Sean xi, X= & H, ==» <xp,h> = 0

na,h> = 0 ¥ h € H

==> {x1+X=,h> = <Xx1,h> + <x=,h>
=0+ 0

= 0

en consecuencia: (atx=) € HL

o] O TE R N (R R =S TS | (axa) €& HL

<axsi,h> = alxi,h> = a0 o}

==2> (axai) € HL
Por a,b,c, HL es un subespacio de V.

En ‘lar alustraciéon 2.8~ H =29en ({112, [Tl 258} %

es un subespacio de R®, como también HL = gen {((1,1,-1)} es

un subespacio de R™.
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CONCLUSIONES

El' concepto de funcidn ha tenido trascendental impor-—
tancia en el desarrollo de nuestro trabajo, pues con
ella hemos definido e ilustrado: matriz, traza de una
matriz cuadrada, operaciédn binaria, espacio vectorial

con producto interno y norma de un vector.

Se han introducido definiciones de la funcidn producto
interno sobre un espacio vectorial real arbitrario y
la funcidn norma de un vector, destacandose para ello
los vectores: polinomios de grado menor o igual a n,
hatrices reales de orden mxn y las e—niadas reales. En
este contexto se ilustra con ejemplos que cumplen con
las definiciones vy otros denominados contraejemplos

que no cumplen con al menos uno de los axiomas

establecidos.

Destacaremos que la norma de un vector depende exclu-
sivamente de la funcion producto interno, definida
sobre un espacio vectorial real, por lo cual podemos
determinar diferentes normas de un mismo vector; cabe
anotar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz relaciona

el producto interno de dos vectores con sus normas.
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Hemos enunciado e ilustrado las definiciones de:

vector unitario, bases ortonormales, matrices

ortonormales y complemento ortogonal; para 1lo cual

aplicamos la funcidn llamada producto interno definida

sobre espacios vectoriales reales.
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