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Eibbs def in ió el producto eÉcaIar al principio solo

i,j,k € R=: siendo: i=(1,OrO)r i=(O¡1rO),para los vectoreE

k= ( o, O, I ) .

La definición már general I te9á muy poco tiempo

después, por cuanto Gibbs explicó e). producto escáIar en un

problema relativo a fuerzas. Tanto el producto escalar como

el producto cruz aparecen primeramente en Iás aplicaciones

físicas, en las que intervienen el cálculo de muchas

variables, entre tales aplicaciones se encuentran Ias

famogas ecuaciones de Plaxwell de electromágnetismo.

r T\J-TRODLJCC I ONI

A finales del siglo 20' es imperioso eI egtudio del

Algebra LineaI; por cuento es una magnifica introducción

para comprender la precisión de un argumento matemático y

sirve para iniciarse en la construcción de demostraciones,

permitiendo imFulsar y combinar de modo satisfactorio dos

elementos de 1a Matemáti.ca: 1a abstracción y Ia aplicación.

Históricamente eI estudio de los vectores se originó con Ia

invención de Hamilton de los cuaterniones, luego seria

Joseph hlilldrd 6ibbs ( 1 839-1 9O3 New York ) quien

desarrollé e1 eEtudio de] AnálisiE Vectorial, publicando su

obra Vector Analysis (1 8EI1).

(i,i)=(j,j)=(k,k)= 1

(i, j )=(j , i)=(i, k)=(k, i)=(j , k)=(k, j )=O.



EI trabajo que

espacios vectorial es

neceÉarr.o

Presentamos es un

ron produtrto interno r

cc¡n un ánál isis de

reales, independencia

estudio de los

para lo cual es

las matri ces,

I i.nea I , espacio

:,nrc:.ar

vectoria l eseÉPacr.os

generado, bases y dimensión.

Nótese que hablamos de

4:VxV---)R, ta1 que

es una función que asigna

En VxV un número real.

Como se

exclusividad

tridimensionales, sino

matrices, po I inomios,

ilustraremos la norma

vectoriales reales, es

(vrrv¡) e R, es decir

ordenado de vectores

e9pecros

numerosdecir que los escalareÉ son reales, también ex i sten

espacios vectoria 1es

números complejos los

trabaj o .

complejos, donde Ios escalares son

mismos que no serán tratados en este

Es importante anotar el tratamiento de la funciún

producto interno sobre un espaci.o vectoriál V!

é(vr'v=)=

a cada par

podrá obÉervár el producto interno ya no es

de los vectores bidimensionales y

exclusivamente de la función

de otros vectoreg como

etc.,
vectoreE que dependerá

interno, como una

un vetrtor tenemos

producto

norma dE

también

f un ci.ones ,

de estos

def iniremos e

principales

desigualdad

propiedades de la

de Cauchy (L 749-L 857 )-Schu¡arz ( 1 843-1 921).

las

1e



Además ap l icando I a

trabaj aremos en conjuntos de

función producto interno

vectores ortonormales ( bases ) ,

matrices ortogonales y complemento ortogonal.

Ei",

Las definiciones serán af i rmatrioneg

Ias mi.smas que serán

de tipo "si y solo

e i1uÉtradas. LoE

caso contrario se

demostraciones.

su mayoria Eerán

texto en el cua I

enun ciadas

demostrados,

constan laE

teoremas en

indicará el

Deseamos que este

deI Algebra Linea I

trabajo Eirva de motÍvación en el estudio

y 1a Matemática en general.



CC'NTCEP-TOS PFTEI_I¡.,IIN¡A]=ES

1.1. f'lATRICES

Iniciamos este trabajo definiendo matrices que serán

de mucho interÉs en el desarrollo posterior de nuestros

temasr tales como espacios vectoriales con producto

internot norma de un vector, etc.

Definición 1.1.1

llatriz - -

Sea N el conjunto de los múmerog

conjuntos A y B

B=fi/j=L,2t...,n),

matriz, si y solo

aÉigna un número

centraremos en

C N siendo A =(i/i =

la función 0 d" AxB a

si a cada par ordenado

real o com p 1ej o

naturales; log

1,2,...,m) y

R Ee denomi.na

(i,j) E AxB Ee le

nuestro ragtr nogár¡ i

las

en

notación serár Pl-,..^(R).

eI estudio de matrices reales cuya

un arreg I o

describe a

Lo usuál PS

rectangul ar de m

continuación:

representar esta matriz por

filas y n columnas como se

cAP r 1-tJt_o -t_ -



A

á¡=

áo¡

obviamente A € tl-*-(R)

Si en particular

enttrnces observamos que:

A=
L 2 3,2 I
4561
789-5

0 (z,r) =

i tz,zt =

0 rz,sr =

b (z,c) =

€ M=*o(R).

; 0 (3.1) =

i o (:5,2) =

i 0 (s'3) =

i 0 (3'4) =

siendomrn¿1ymrn€N

0 (1,1)

ü (1,2)

0 (r,5)

0 (1,4)

7

I

?

4

5

6

1

?

2

3

t -5

Definición l-L-2.

Matriz Cuadrada. -

Una matriz A € M---(R), es cuadrada si y solo si rn =

n,

Por ejemplo:

á¿=

a==A

Io cual indica que A es una matriz cuadrada SxS

T",'
I a=.t:
L':"

"'-l.=- |:l
:l

"-- _l

r4

[""

l"='
L"-'

" 
r=-l

a== 
|

"=,_J
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Definición 1.1.3.

llatriz Transpuesta. -
Sea A = (a.r) E M-*-(R), Ia matriz transpuesta de A es

B si y Eolo si B = (a¡r) € M^*-(R), B es representada Por

Ar

I luetración 1- 1.3

2
A

t

I 4 or5

{: 11-*-(R) ==¡P, Si y solo sL r}(A)
n

=E ár¿
i=1

Notación: $(A) tr ( A ) .

I Iustración .

Determine la

1.1-4.

traza de la siguiente matriz

A -3 r[(A)=tr(A)=E aaa=1+5+9,?= L5,2
i=1

1

Propiedades de Ia traza de una matriz cuadreda.

Definición 1.1-4. Tráza dr una l"tatriz cuadrada.-

Sea A=(ar-¡ ) E N-*-(R), decimos gue la traza de Ia

matriz A, es una función:

f-, rl
e ll=.=(R);4. =l 2 4 I € I4=-=(R)

L. o,.J

r -l
I

s4l
I" ?,')

1

L-
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i) tr(A+B)=tr(A)+tr(B)'

ii) tr(AB) =tr(BA)

iii ) tr(oA) =otr(A)

1.2. ESPACIOS VECTORI ALES:

En 1a mayoría

geomÉtricos" en el

présenteremoB un

espacio veÉtoriál,

operáción binár ia .

fisico, en las próxiroas líneas

globelizante, que es el de

cual necesitamos definir una

de los casos se trabaja con "vectores

e5PáCrO

con cepto

para Io

L.2. L. OPERACION BINARIA

Definición -- Sea A un ESconjunto no

sobre A Ei

vatío, uná

y so I amen te

función 0

{: AxA

(a'b)

una operación binaria si 1a funcÍón

==» A. tal que f(a,b) se denota por axbr para todo

EÉ decir esta función asigna a cada par ordenado

(arb) € AxA un elemento altb en A.

Se puede probar que para cualquier mátriz A e l4--^(R)

yVo€R;secumple:



Eje,mplo 1.2.1. a

Conqideremos el

operación binaria t

conjunto A {1,2r3r4}r definamos una

enA

Q : AxA ==> A tal que:

1

2
3

3
1

x

1

2
3

L?3

5
I
2

Por def in i ción:

ó( 1,1)

0(1,?)

0(1,3)

O(2,2')

0(2,3)

0( 3,5 )

0(2,rt =

fts,r¡ =

1€A

0(3,2) =

3€A

zttL

3*t 1EA

3*? 2eA

= 1*1

= Lrtz

= 1*3

= ZxZ

= 2*3

= 3I3

=3eA

NóteBe que 5 .es eI elemento neutro de Iá operación

puesto que:

0(1,3) = 1x3 = 1

' 0(2'3) = 2*3 = 2

0(3'5)=31t3=3

A continuación detallamos las propiedades que cumple

esta operación binaria:



1A

ii)VárbrcÉAsecumple:

f ( (a*b),c) = 0(a, (b)*c) )

(a¡lb)*c = a*(b*tr) (Propiedad asociativa)

iii) 3! SenVaeAtelque:

S(3'a) = r!(a'3)

S¡la = a*5 = a

3 eE elemento nÉutro o idéntico de 1a operec j.ón. *

iv) V a É A

Q (a,a-r)

ata-a

3a-aeAta1que:

a-a es elemento inverso de a. Nótese:

= f (a-ara)

= a-1*a = 3

0(r,2)
0(2,1)

0(3,3)

invergo de 1

inverso de 2

inverso de 3

= 1ü2 =

=2*L=
= 5*5 =

2 es el

I es el

3 es eI

e I emen to

e I emen to

e I emen to

3

3

3

Definase en R, Ies operaciones binarias clá=icas; suma

y multiplicación de números reales:

i) La operación es binariar pueE es cerrada; esto es:

0(á,b) = a*b € A (Propiedad clausurativa)

Ejemplo 1-2-1.b.
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i)

ii)

67 73

-4

Operación binaria

f(a,b) = a+b; para

suma (+): S:RxR ==» R, talque

todo arb € R.

il¿z,at =

f(1¡-5) =

Operación

que Q(a;b)

+6

1 + (-5)=

binaria multiplicación (*): {:RxR==»R, tal

= a*bi pare todo arb € R.

é(9,5) =

Q(-4'B) =

45

(-4)*B =-32

9X5=

Toda operatrión binaria cumple coñ 1á propiedad

c I ausurativa, es decir:

\l a,b e A; 0 ta,b) = a*b E A.

Nótese que (ora)

cáso de una operación

e HxA, más no (cra) e AxA como es el

binaria.

Por I o expuesto esta operación

propiedad clausurativa; es decir:

\l a € Ar V o € R; ==>(o,á) É A.

también posee la

No toda opereción definida sobre un conjunto no vácio

A, eE binária, como es eI caso de Ia operación

multiolicacién oor eEcaler a.A, que á cada par ordeñado

(ara) en RxA }e asigna un elemento (q.a) en A
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Definiremos un espacio vectorial de taI modo que Ee

reflejen propiedades esenciales y comunes pará todos los

cagos.

Definición 1.2.2

Un conjunto no vacio V,

R o un espacio vectorial real,

es un espacio vectorial sobre

cuando y solamente cuando:

i) Existe una

cada par

r I emen to

operación

ordenado

adición, que e

le aeigna un

1as siguientes

en VxV,

ta l que

binaria denominadá

(v¡rv=)

propiedades

(vr+va) en

se cump I en :

va+vz = v= * v:-; para todo V¡,r V= e Vi denominade

proFiedad conmutativa,

1)

)\ Vr+ ( v=+vr! ) = (va+V=) +

conotridá como propiedad

V¡tr par-a todo Vrr V=r v= € V;

Existe en V

Ia ad ición r

asociativa.

un único elemento O-, que eÉ pI neutro de

esto eE:

+ o- va, para todo vr E V

Para todo va en Vr existe un opuesto

vr+(-vr) = O- ( propiedad del inverso

(-vr ), tal que:

aditivo ) .

4)
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ii) Está definida una operación llamada multiplicación por

estralar, quÉ a cada par ordenado (q'v¡) en Rxvr 1e

asiqna un elemento (av¡) en Vr talque las siguientes

trropiedades se cump I en !

5 ) q ( Bv¡. )

6) (q+B)v,,

7) q(va+va)

(qB)vri I o ¡B € Rr V vr e V

f,vr*Bv¡. i V qrB € B, V va É V

qva+crv= ; V a E R y V vrr v= € V

8) 1v. = vr ; Y v' € V.

Los espacios vectoriales son támbÍÉn I I amados etpacios

I ineales

Definición 1.2.5.

Vector.- Sea V un espacio vectorial real sobre R, cualquier

va es un vector si solo si v1 c V,

De ahora en adelante cuando hablemos de espacios

vectoriáler nos referimos a espacios vectoriales realeg.

ILUSTRACIONES DEL CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL

Ejemplo 1.2.5. a

El conjunto V=R-, donde R^, €s

Las e-niadas reales, sobre R, además

vq E R, se definen las operaciones:

el conjunto de todas

para V v¡. r V= en V y
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i ) Adición ¡

vr = (xrrX=;...rxn)

v2 = (y*¡/=¡..,¡/n)

va+v: = (xr.+ya txz*y= r...,x^+yñ) € R'

ii) Multiplicación por escalar:

ovr o(XrrX=r.,.'x^) (o.xLrctx?,,.. rqxr) e R-

Es posible probar quÉ:

operaciones previámente def in idas :

EEpacio vectorial real .

A continuación verificamos que

operatrIones

vetrtorial.

Rñ junto coñ I as dos

CR-(+,. ) l, constituye lrn

A continuación j. luEtramos algunog casos que prueban

esta afirmación: R sobre R, Rz sobre R, R¡ sobre R, junto

con las operaciones: adición y multiplicatrión por escalar

son espácios vectori.ales. Los elementos de los mismos

pueden Epr representados respectivamEnte pn Ia retrta real,

en el plano cartesiano de dos dimensiones y en el espacio

tridimensional.

R-,

reales,

junto a lag

[R*(+r. ) ]

Sean vt r V= r v,=

Y v*=(Zl-rz=rt7.) Y

definidas para laE ternas es un espaclcr

É Rt, donde vr=(xr¡x=1x=r), v==(yr ¡y=,y:z\

o,B € R



i) (v1+v2) e V ; V vr-r v2 E R¡

Se cumpLe por definición de operación binaria'

1) Vr -| v= = v= i vr i V va, V2 E f+

va+v2 = (X¡-rXarx*) + (Yr ty=ry=l

= (x1+y1rX=*y=¡X=+y=)

= ( y:-+x r, r Y?+x= r Y:l+x:t )

= v= + vl.

2l va + ( v=+v- )

vr + ( v=+v- )

= (vr+v=) + v* i V v", V:!, vB É R¡

= (xtrx=rx=) + [(yrry-'y=) * (Zrrzarzrtl

= (x:. ¡x.rx:r) + (y'+zr- ¡Y=,*z=ryÉ+z:!)

= ( x !+y a+z 1 , X =*Y =-FZ= r x ¡+y ¡:+ Z; )

= (xr+ya¡X=*Yarx=+y:r) + ( z1! z=tztl

= [(x¡,¡X=¡X=) + (Yrry2ry=,)] + (z' rz=rz,r')

= ( Vr+v2 ) + v-

5) Existe O- E F*r para todo Vr É RE. Talque V¡- * O-

vr + o- = (xrr.X=,x,=) + (o,o,o)

= ( x, +9 , x=+O t x::r+O )

= (xr¡x2rxE)
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4) Para todo v,"eRt, existe un únitro (-va) e qa, tal que

v1+(-v1)

vr+(-v1)

=o_

= (xrrxrrx:=) + ( -x:, r -X= r -X¡ )

= (Xr-X¡. rX=-Y=rx:,-YE)

= (ororo)

ii I (av1) € R=i \¡ q É R, V v.r. € Rri se cumple por

definición

5)

6)

7\

c(Bv¡.)

q(Bvr)

(q+B)vr

(q+B)vr

a(va+v=)

a ( vt+v. )

= (oB)v¡.i V q¡B e R y I vr É RE

= a(Bxr r0x=rBx*)

= ( oB ) ( x 1 , x=, xs )

= (dB )v1

= qv j- + Bv, i V ar[ € R y V va € Fl:5

= (o+B) (xr¡ x=¡x*)

= [ (a+B )xr, (o+13 )x=, (c+B )x=]

= (axr+Bx' ¡oX=*Bx=rax!,+Bxr)

= o(x1'x=rx=) + B(xrrx¡rx=)

= av1 + Bva

= dv¡, a «v2; V a € R y V vrrV: € RE

= d ( x r+y r r X=*y=, x=+yE )

= ( ax. +c¡y . , a x z+qy =, qx':c+qyrr )

= q(xr.rx?rx=) + c(y',y=ry*)

= CtVl + CI\',-



a) lv"

1v:.

En

vectorial.

Notación: V

respectivas

eEtraIar.

Ejemplo 1.2.3. b

SeaV= P

menor o igual a

= v"; V vr € Rt

= 1(xrrXa¡X=)

= (lxrrIx:r1x=)

= (xr¡x=rx=)

tronSEEUencra IRE(+r. ) ] sobre R es un espacio

= [V(+, . ) ] i espacio vectorial real con

operaciones: adición y multiplicación por

^r eI conjunto de los pol inomios de grado

n, con coeficientes reales;

Si p(x)

q(x)

Son dos

= a^X- + añ-axñ-L + ... +

= b-X^ + b-_¡X--a + ,. , +

pol inomios cualesquiera y

á r X*áo r Y

brx+b,r

q € R¡ se define las

i)

operacrones:

Adición

p( x ) +q ( x ) = ( a-+b; ) xñ+ ( a--1+bñ-a ) xñ-1+. . . + ( a,+b,- ) x+ ( a,r+bc, )

|\lultipliración por escalar

a.p(x)= aa-xñ+aañ-1xñ-a+...+ cá¡x* dáo

ii )

25



A [P-(+r,)] junto con

puede probar que. tiene

vectorial.

Y vr,v= € P=

de operacíón

estaÉ operáciones definidas, se

la estructura dÉ un espacio

Probaremos en particular que [P=(+r. ) ] r con las

operaciones anteriormente definidas tiene Ia estructura de

un espacio vectorial.

Prueba:

V trr, P=, tr= € Pa V qrB € R y I arrbrrcr E R

donde;

Pr=Vr = á=X2 *á rX*áo

= S1¡2 +brx+bc,

= C=X2 *C ¿ X.|. Cr.r

P:a=v =

Pr=V *

Í) i (v1,v=) € P=. Se trumple por definición

bineria.

= ( a=x2 +aax+a() ) + ( b:xz +brx+b.r )

= (a=+b=)x2 + (a1+ba)x + 1ao+bo)

= (b¡+¿=)x2 + (b1+ár)x + ( bo+ac,)

= ( b=x2 +bax+b.r ) + (a=xz +a¡x+ac,)

= V= + va

1) V vlrv¡¡ E P= i vr+v= = v=+v¿
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2') V vr,v=,v:.

v a+ ( v=+v= ) =

5)

€ Pi; va+(vr¡+v=) = (v1+v=) + v-

( a=x2 +a1x+e." ) +[ ( b=x2 +br x+bc, ) + ( c=x2 +c1x+c<, ] l

( a=x2 +áax+a,:, ) + [ ( b=+c= ) x2 +.( br+Ea ) x+ ( b.r+cc, ) ]

( á=+b2+c= ) x2 + ( aa+b a+c¡. ) x+ ( ao+b.:,+c.r )

[ ( a=+b= ) ¡2 + ( ¿r+§a ) x+ ( a,:,+b., ) ] + ( C=x2 +c1x+co )

[ ( a=xz +aax+a,:,)+(b?x2 +b1+bc, ) ]+ ( c=x2 +crx+co )

(v1+v.)+v-

Existe Op= e

vr+ OP=

vr + (-v1)

v1 +(-vr)

P=.9v€P=,tal

a=x2+a1x+a.)

que! v1+OP=

( O¡z +Ox+O )( a?x 2 +aax+a.:, )

(a=+O)x2 + (a1+O)x + (a.r+O)

+

4) V vr E P¡ ExiEte un único

= ( a=x? *ar x*a,:, )

(-v¡) e P¡¡, ta1 que:

+ ( -a2x2 -árX-ao )

ii I V vr É

\l v. e

c ( Bvr )

o

P2rVaeRi(o.Vr)€Pz

P=, V q,B É R; o(Bv1) =

= atB(a=x2 +arx+a,:,) l

= 61( Ba=x2 +Baax+Bao)

= (aB)(a=x2+a1x+ac,)

= (oB)vr

= ( a=-a. ) xz

= Oxz + Ox +

= QP=

+ (s1-at)x + ( áo-ác,)

por def Ín i ción

(c0)w"



6)

7t

8)

V v, e P=, V «,8 € R: (q+B)v1 = ava+Bva

( q+B ) va = ( q+B ) ( a-x2 +aa x+ao )

= (o+B )á=xz +(q+B )aax+(o+B )a"rl

= ( 6¡-l=¡ 2 +aa r x +aao ) + ( B a=x2 +Ba t+Bao )

= a ( arx? +aax+a.r ) +B ( a=x? +a1x+ac, )

= 6¡y. * Bv1

V V1rV2 € P=r V q € R: a(va+v=) = ava+av=

q ( vr+v- ) = a[ (aaxz +aax+ac,)+(§=¡2+b1x+bar) ]

= c([ (a=+b=) x2 +(aa+b1 )x+(ao+bo) ]

= d ( a1+b= ) x2 +q ( a¡+b1 ) x+q ( ao+bo )

= ( aa3x2 +qaax+aac¡ ) + ( qb=x2 +qbrx+qbo )

= q ( aax2 +a ]. x+a,r ) +q ( b=x 2 +br+bo )

= qv 1+ava

-o

Ias matri ces

columnas, junto

mul tipl i cac ión

1v.

P= : 1v' = vr

1 ( a=xz +arx+ár¡ )

( 1a=x 2 +1aa x+1ao )

a.xz + árX -t- ác¡

Ejemplo

Sea el con junto V=t¡'1--^ (R ) I de todag

orden mxn egto es de m filas y nreales de

con las operatriones de adición matr j-cial y

de matrises por un escalar, se puede probár que

operaciones enunciedas es un espacio vectorial.

L.2.3.c

V, con las
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con j un to

con I ag

se prueba que

las matri ces

en particular el

cuadradag ZxZ

operacÍones indi.cadas forman un espacio vetrtorial:

Verificación:

A con tinuación

[Ma*:¡(R)(x'.)] de

á:-r ár=

V1

á=¡ áa=

i) V V¡-rv= e

def in i ción

S v¿¡va e l"l:g*=(R) y VqTBER

i v=

M=-=(R), (vr+v2) € lfa*=(R) por

de operación binaria.

1) V vr¡V= e M=.=(R)i v¡.-fv=

Va + Vi! =

á=r * b=r

árr * b¿¡. á:-= * br=

d== * b==

["' ''=l

Lo=, o==_J

T.", ..=l

L.=. .-=--J

i-"'" "'=l [-'^' '"=-'J

L"=' "==--J 

- 
L'=' '==-J
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brr * a¿. br= -F ár=

Va+(v:s+vr)=

b=r + a=r b== 'f a==

+

"'t 
V vrrv=rvE e M=*=(R)i vr + (v=+y-¡ (v.+v=¡ * tr-

f" "=l

L"-. "==--l [* 
,==] 

[=. 
.==]

i-,, ",=l fo,,*.,, u,=*c.=l

L=, .==-l 
* 

| '=.*.=, o==*.=--l

[-","*U'.*..' 
a,=+u,=+g,=l

l-"=,*o=,*.=, "--=*o==*.==J

f-,,*o,, 
a,-+u,=l f ,, ."=l

1 
,,=.-o=, "==*o==-l L=, .== j



31

(\,la+\,.2) + vs

b.¡ b"=

b=. b==

+ +

3) Existe O- e ma*=(R), V v:. € ll=-=(R),tal que: v1+Oñ=vr

+

V v. e Ma*a(R)

que: vt+ ( -v1) =

Existe un único (-vr-) € l'1=-=(R), tal.

o

o

4)

r" 
"'1

ll' "=1
["' 

"=-l

L.=, .==_l

Va + Q- =

T_ _-lI cr11 dln Itttl
L'=' a-=J

f"" 
"'=l

La=r "==_J

"l

"_]

f"'." 
"'=-"-l

Laz,.+o .==*o_l



v1+(-va)=

o-

ii) V v^ e H=*=(R) y V q É R! (ava) € 112",=(R) por

def in i ción .

5) V v', € ll=.=(R), V c,B E R; a(0v1) (cB)v.

a(Bvr) q

o

o

(oB)

a1)-

(qB ) v,

á=r

l-",. ".=-l l=""" -,.=l

L=, "==f 

. 
L-"=, -"==_l

r=l
{.,,-"'".-=-",={

| "=r-"=, "==-"==-!

"l

"l

I-0.,, ,,,=l

Lr"=, u"==-J

_-l"=l

"== 
-,1



6) Y va e l'l=*=(R), V drB e R: (q+B)v¡ = av1 + Bva

(q+B) v¡. = (c+B)

(q+B ) a¡.r (q+B ) ara

( a+B ) a=r ( q+B ) a==

av. + Fv ¡-

7l g v¡., v= € ll=-=(R) a e R: q(va+v.) = avr + qv=

q ( v'+v= ) = q

árr ár=

3: ¡, a r¡-

[",, "'=l

L"=, "==_.J

i-""" 
""'=l 

- I-u"' 
u"=-J

L""=, ""==J l_u,=, u,==_|

F' ''i- 
[. ,=J

f" ",*u.,. a,=*b,=l

l-.='-o=, .==-o==-l
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€lV 1 * qY=

A) V vr. € ll=*=(R): lvr

1v" I

[-"r,.*"0,. 
qa,=+abr=l

Lo"='*oO=, ae==+ob==___.rl

it",, "".=l {-"0., "b,=l

L"=, ",=.-l 
- 

l-"0=, "o==-l

f-",,. "'=l

L"=, "=_J

[".. "'=l

L"=" "==J

l-'"" 
''"'=l

Ll 
.a=a 1.a==_[



1.5 INDEPENDENCIA LINEAL Y ESPACIO GENERADO

Definición 1.5.1.

Ct:mbinaciór¡ Lineal . -

Sean vrrv.,,,.,v- vectofes en un espacio vectorial V y

vectorv€Vesunarea I es, eI

ve c to res

c¡-rc=r...,cñ constanteg

combinación l inea1 de los

si, v puede Eer expresádo

VrrV¡r.,. 'v-, si Y Eolo

de la forma v=c1va+c=vz+...+cñvñ.

INDEPENDENCIA LINEAL

Definición t.3.2.

Sean va¡v¡¡...,v- n vectores de un espacio vectorial

V y crrc=r...rcñ constantes reales; V:-rV=r...rvñ, sorr

vectores Iinealmente i.ndependlentee en V si y solo si 1a

unica solución de Ia igualdads cavr+c2v=+..,+c-vñ=O- es:

L.r.-L=-...-Lñ- V

Si los vectoreÉ no strn lineátmÉñte independientes, 'se

dice que son linealmente dependientes.

I lustración. 1.3.2. a

Veamos si los vectores vl y v:: E F2 son linealmenteI

independientes, donde v1

esto debemos igualar a

Y v-- = (3'3)' Para

combinación l ineal

+c= ( 3,3 ) = 9., 1o

(1,1)

cero Ia

CaV=+C2V= =O en

cual origina el

este caso: cr ( 1,1)

Bistemá.



P¿(cr¡cz)

p=(tr¡rtr=)

: tr1+3tr2 = O

: Ca+3tr= = O

Puesto que el

a trontinuación

conjuncién de

Que es la tronjunción de los Predi.tados Pr(cr¡c=) Y

p=(q1rc=) r con secuen temen te lo que buscamos aI rEsolver

este sistema eB el conjunto solución: Ap"(cr,c=)^P=(trr¡ca).

La forma matricÍal del sirtemá es: Ag = O tal que:

€R2

La matriz aumentada del sistema es:

13

13

Resolvemos e1 sistema utilizando eI mÉtodo de GAUSS-JORDAN,

t'
L,

1

o

3

3

ol

"J :]

3

Nótese que existe una variable libre,

sisteme original es equiwalentE a c1+5tr2=O;

Éscribiremos e1 tronjunto solución de la

predicádos pe(c,-rc=)^p=(cr.,c=), esto es

F'l l-"1
L,J 

=L"J

"1I

;lIr
L]
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APt(crrc=)^p=(c1rcz) = ((cr ¡c=l/ct = -Sc:¡r c= e R)

Por 10 tanto exist€n infinitas soluciones pár-á trr y c?r lo

trual implica que 1os vectore5 son Iinealmente dependientes.

I lustración. 1.5.2 - b

Ver Í f iquemos

v-=1+3x-2x2 E,on

vectorial P=:

Ei IoE vectores: vr=1-xr v==5+3x-2x2 y

Iinealmente independientes en eI espacio

cava+c=v2+c¡v= = 9 equivale a

cr(1-x)+cr!(5+3x-2x2 ) +cii ( 1+3x-2x2 ) =O=O+Ox+Ox2 i

originando }os predicados pr¡ pz y p¡:, tales que:

Pr ( c1,

Pa( c¡ r

P=(crr

E=r cir) : cr +

c=r cs) ! -cr

Sca + c-

+ 5c= + scE

_ at-

o

o

oc=' CE) i -zcz

La conjunción de Ios predicados:

P' ( c:,' tr=' tr=)^p=( cr r c= r tr'¡)^pr( cr r ca r c=)

es el Eistema de ecuaciones

Expresemos el sistema en su formá matriEial: Ag =O"=

f-,I -1

LO

stl
3 3t'2 -"1 [i,] [,l
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Matriz aumentada y resolución deI sistema (p1^p2^P=)

?
o

I
1

-t

o
o
I

EI conjunto solucién de

Pr ( cr, c=, trrr) ^p¡ ( cr r c. r cE)^P=( c:" r c=r c;) es:

Apr ( c" ¡ c.¡ r tr¡ )^p= ( cr, c2' cz )^p¡, ( c", c:¡ r cE ) =

( ( c r , ca, c::r ) / c a=c-=c-=O )

Con se cuen temen te loE vectores! vr=l-x, v==5+3x-2x2 y

vs=1+3x-2x2

Eolución del

gon Iinealmente independientes por que 1á única

5iÉtema eE: c a=c.=c-=O

Definición 1-3.3--

Espatrio Generado.- lJn con junto de vectores vr ¡v=¡ . , . ¡V¡, r pr-l

un espacio vectorial V, generan a V, si solamente si,

cualquier vector en V, puede sEr expresado tromo una

trombinatrién Iineal de v¡rV=r... rV¡,r en otras palabras.

para todo v en V y c.rtr2,,..,cñ E R, se cumple que:

C:.\/a+C=V2+,...+trkVk

Ilustración: DetermÍne si eI conjunto de vectores

ft s 1,;lfi = r=olI s 1,;l11

[r:;:{-[: r:{-|, 1 1:{"|,

,T s r:ál f s o:ól lT o-fo z L= ol -lo r o:ol -|o 1

f- o r:l[ [. o 1:o[ [' o

;l
ol

:l

;sl
'J
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o o

o2

generan a les matrices cuadradas reales 2x?(ll:¡,,=(F) )

xy 20 o ; oo oo
+C? +Cs +Ca

zw oo oo ?o ^2

Esta
tales que:

igualdad oriqina los predicados pa, p=r p= y p¿

P¡(trrrcarcerrC¿)

P*(crtC=rtr¡s¡tr+)

PÉ \ r-a r L= r L;:t, L¡¡,

P¿(Crrtr=¡carc4)

tZca = Y

izÉ.a = y

22c¡ = ¿

a?c4 = w

p1^p.^p=^p4 es eI sistema de ecuacioneg

Resolvemos el Eistema utilizando eI método de Gauss,

para lo cual requerimos la matriz aumentada.

?aoo x

v

z

o

o

U

20 o

o2 o

o o 2

;l

{

:l
rr

^ I

:]

F

t
71t'l
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El conjunto soIuEión de

pr ( cr r ca, c1co )^p=( cr r ca ; c;=, c.4 ) ^pE ( cr r c= ¡ cir r ca )

^P+(c.rc=rcz¡tra) es:

Ap. ( c. r tr= ¡ C:¡ r ca ) ^P2 ( cr ¡ c= r c¡| r c4 ) ^pr ( Cr r C= r c= r ca, )

^Po ( c, r c= r c= r c4 ) =( ( cr r tr= r c;¡ r ca ) / c r=x / 2, c==Y /2, c==z / 2,

c+=w/2¡ x¡y t z,14 e R)

=4
20
oo

oo

€ M=.=(R)

Puede =er expresada como una sombinación lineal de:

2

?

o

o

2

Ei emp lo:

B -10

16 ?6
+B

o

o

2

o

o

o

o

l l
Y así cualquier metriz A en l4=*=(R)

o
+15

o 15

[- yl .l; E ,F 4 .F E *F E

t"]=,I i.,I J.,[ ,] 

.tl. 
,]

==» S genera a las (1.1¡^=(R) ) ¡ ya que toda matriz!

[,.
L'

,l
*_l

r'; ol r%

L" "1 , L"

ol l-"

"_1, L"



I 4 BASE Y DIMENSION

Definición I .4. 1-

Un coniunto de vetrtores {vr,v=, . , , 'v-} es

y solo si:

41

una base

para un espacio vectorial V, si

i) (v¡-rvzr.., rv-] es Iinealmente independiente en V y

ii) (Vrrv=¡ '.. rvr) genera a V'

f lustración 1-4- 1-a

Puede probar

de vectores

que cáda uno

conjuntos son Iinealmente

además generan al espacio vector j.al V

de 1os siguientes

indepeñdientes en V y

corresPond ien te , por

Io tanto constituyen una base

ESPACIO VECTORIAL (V)

i) R

ii ) R2

iiÍ ) P*

iv) M=*=(R)

= (1)

= ((2,O), (O,2) )

= {1rxrx2 rX=}

Para v

BASE

D

10

oo
o? oo

30

o o

4
B.=

Veri f iquemos que e1

base deI espacio vector j-aI

o igual a 5 (P*),

o

conjunto Bs=(lrxrxz,xE] eÉ uná

de los pol inomios de grado menor

o o

i) Independencia lineaI de Ios vectores 1,xrx2,x= € P=

CrVr * tr?v= + C=V= * ca,va = O, I ct. C=. c!:. c¿ € R

cr-(1) + c=(x) + c=(x2) + co(xE) = O+Ox+Ox2 +Ox¡t
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Conjunto Eolutrión de pa^p=^pE^p- es:

Ap. ( cr ¡ C= ¡ c= r c4 ) ^Pa( Gr ¡ E4 ¡ cE r ca ) ^P::r ( cr, c=, trE r ca )

^Pa ( cr r c= r c.= ¡ c.c )=( ( cr ¡ c1 ¡ cs ¡ ca ) / ca=c==c-=ca=O)

Eñ Pz

===> Conjunto solución de p1^p=^p,:^p4 es:

Apr ( cr, r C= I E= r co ) ^p. ( cr ¡ E= r c= r c.c ) ^pr| ( trr r ca r tr¡e ¡ c+ )

^p4.( c, r c¡ r cz r c+ ) =( ( ta r tr. r cin, c4 ) / c ¡=a rc?=b, c¡'=c, ca=d ;

arbrc,d € Rlr entonces (1¡X,X2 rx'] Eenera a p=¡ poreue todo

polinomio d" po se puede escribir tromo una combinación

I ineal de t 1, x, x2 , x').

Por ejemplo 7xB+8x2+7x+12 = 7(xB)+B(x2 l+7 lx)+12.

Siendo a=7, b=8, c=7 y d=L/.

i), ii) nos

(trxrx2,xE)

permite concluir que eI conjunto de

vPctorial Pr,

Por

ve c tor es es una base del especio

ii) Verificaremos si (1rXrx2 rx3) genera á P¡t

c¡. + c=X * C¡:xZ * caxt = á+bx+Cx2+dx8



Definición L.4-2-

Se

base de

puede probar que e1 número de vectoreE de cua l quier

hace porun espacio vectoriál

de contradicci.ón,

y B=, la una tron

es único, Io quÉ Ee

eI método

bases Br

vectoreS,

suPon iendo

m vectores y

que ex i sten

1a otra

dos

tron n

y se concluye que m=n.

Dimensión.

Un nú¡mero en tero n no negativo es la Dimensión de un

espacio vectori.al V. (dim v), si y

de vectores en una base del espacio

solo si n es eI numero

vectoriaL

Dado un espacio vectorial V se puede probar que tO-)

un subespaciocon Eus correEpond i en tÉs

vectorial de V, se dice que

dimensión cero.

operaciones es

(O-) es un espacio vectorial de

Ilustración 1.4.2.b.- Lá dimensión de los espacios

vectoriales de Ia ilustración 1.4.1,a. es:

dim (R)

dim (R2 )

dim (P=)

d im l"l=,,= ( F ) 4



ESPAC T ES !' c-r o FI I AI_ES

COf{ PFIC'E»LIC'T-O IN¡ -rEFINT(]

El estudio de los vectores se inició eon la inventrión

de Hamilton de los cuatÉrnioneE, para explorar el cámpo fi-

sico. Josiah Willard GibbÉ ( 1859-1903) definió el producto

escalar en un pri.ncipio sólo para los vectores i=(1rOrO),

j=(OrlrO),k=(OrOr1)rsiendo irjrk 6 REr de lá siguiente

manera:

t
(i,:') =

< j , j >

( j, i) (i 
' 
k) = (k, i) (j , k) (k,j) o

La definición general I Iegó poco tiempo después,

cuando Gibbs explicó el producto escalár en un problema

relativo a fuerzag. Como hemog anotado :;e ha definido el

producto interno en R2 ,Rúr... rR- con fines de epticación.

En R2 y RF se explica geométrÍcamente y con facilidad

el concepto de Vector y norma de un vector.En este capitulo

se introduce la definición de una función f a Ia que

l lamaremos producto interno sobre un Éspacio vectorial

arbitrario,

GAP r -rut_f:f 2-

Í)

ii)



A continuación desarrol laremos Ios fundamentos de lá

"funcién I lamada producto interno" sobre un espacio

vectorial V, truyo dominio es eI producto cartesiano VxV y

eI tronjunto de Ilegada es R o C (reales o complejos) i en

nuestro caso e1 ccjnjunto de Ilegada será R,

2-1. DEFINICION. PROPIED DEs E ILUSTRACIONES

Definición 2.1- L -

Sea V un espacio vectorial y vrrV= v= E V, decimos que

V es un espacio vectori-al con produtrto internorsi y solo si

tiene definida una función f Oe VxV a R, (Q:VxV-->R),tal que

Q(v¡.,v=¡=(v1rv=> É R, a Ia función f la I lamaremos Producto

interno; su valor será denotedo r$ ( v a , v= ) = ( v ' , v 
= 
) É R y

cumple 1as siguientes propi.edades:

ó{v.*y=,r-, = f(v,.rv=)+0(v=rv:,) i V v.¡v2¡V¡: € \,,f

o(qvl.rvz) =to(vrrv2) i Vvrrv2€V, $ 6¡Éfl

Q(v',v=)=Q(v2rva);Vvr.,v=GV.
r[(v,'v') ¡ O ; V v1 € V

Con los vectores i=(1rOrO), j=(OrlrQ) y k=(OrOr1)

definió Gibbs un producto escalar:

0(i,i) = t

0tj,jl = r

Q(k'k) = I

0ri,j) = 0(j,i) = o

0(i,k) = 0(k,i) = o

ó(j,k) = ó(k'j) = o

i)

ii )

iii )

iv )

e

Ro,
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Suponemos que Gibbs quizo definir un producto interno

de 1a siguiente manera:

{(verv=) {{ { xr, X= r X=) r (Y¡ ¡Y= rY=) ) x ay a+ x.ry=+x,:¡Y = € R

Definición ?. L.2.

Espacio

Sea

Eucl idiano.

Vun e9pac].o

tiene

vectorial; V es un espacio Euclidiano

si y solo gi definida una funciÉn producto j.nterno

sobre éI.

Los teoremas que

demostramos se deducen

a continuacién detallamos y

a partir de los cuatro axiomas que

definen La función producto i.nterno:

Teorema 2- l.L -

i) (O-rv1)

(O-rva)

(v1rO-)

(vr¡O-)

= O; V v', Q-

= (OV= r vr )

= O(v= rvr)

=O€R

E

Teorema ?.1.2-

ii ) (v', v=+v=¡

<v a t v2+v=>

= (vrrV=) *

= <V=+v-, vl.>

= (v=¡v1) +

= <v1rv¡> +

(v¿rv=)i V v*, VEr Vr € V

(v=rv¡)

(v, , v=)
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Teorema 2.L-3.

iii ) (v', ov= )

(v 1 ¡ ov;¡ )

= q(v¡.rv=) i V V1rv2 € V. q € R

= <qv=rva>

= q<V?rvr) = q(vr r va)

ILUSTRACIONES DEL CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL

CON PRODUCTO INTERNO

Ejemolo 2. 1.1. a.

Sean vr=(xrrX¡¡,,, r x^ )

vectores en R-, def inase:

Y v==(yr tY=¡. .. rY^ ) I dos

0(vrrv=)=<v¡.rv.¡>=x1ya+X=Y=*...+x¡Yn), puede ProbarÉE que

Éatisface 1osQ:RñxRn--)R eÉ un produtrto interno ya

axiomas cor respond ien tes a 1a definición

que

2.1.L.

En par ti cu 1ar s.i Vr=(xr,x=rx=)

vectores en Rrr verificarÉmos que eI

S(v''v=)=(v:-¡v=) ] x rY '+x=y=+x;y= es

Y v==(Y¡"rY=¡Y=)' dos

producto definido por

un producto intErno.

(v1 , v2)

<va,v2>

(v2rvr) l¡ v¡,v= e BE

XrY¡4X=Y=+X*Y¡|

YrXr * /=X= * /=x=

(V=rvr)

i)



ii )

iii ) (ov, , v=)

<avr, v=>

iv)

(v1 , v=+v=¡

<V1+v3, V=>

(v.,v.) l

(vr, v') =

4B

= (vrrv=) + (v=rv¡,)i V v", var V= € Rt

= (x:"+Y:-)zr- + (xa+Y::)z= + (x=+ys)z=

= X LZ L+Y ,Z l+X:"z?+y :"za+ XirZ::+y:rZ:l

= ( xaza+¡=2=+x=z:) + (y LzL+y.^z.¡+f =z=\

= (vr r v;) + (V= r v=)

= q(vr¡va) i V Vrr Vr € R¡. V a E R

= AXrYr + OX=Y- + AX'Y=

= q( x r y r + x =/ ¡c+ x::Y * )

= d(V¡. r V=)

O ; V vr E V

Xr-xa+X?x=+x<x-

x2a + x2 z. .t- x2. I O i V x2r 2 Q

Si por ejemplo

0 ( ( 1 , 4 , é ) , (O ,2,-2) \

vr = (l1416\ y v2

= 1(O)+4(2)+6(-2\ =

(O ,2, -?J , entonces

O+B(-12)= -4

Nótese que éste es el producto

Fisica, y coílo vÉremos á continuación

productos internog qucl puedE definirse

punto definido en

es uno de los tantos

Éobre R=.

Ejemplo 2.1.|-b-

Defínase 0( vr rv=)=(v. rv->

producto interno sobre R=.

3x ry r+2x=y=+x=y¡., un
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i)

Verificación:

(v¡, vz) = (v=, vr)

(Vr¡V=) = 3xaya +

= 5Y'x.,' +

= (v= ¡ vr)

i V v L) v:¡ E R=

Zx=ya + x=y=

2y7x2 * y 7.x:2,

ii ) (v:-+v= r v-)

<v1+vz, v->

= (vr r v¡) + (v=, v=) i V v, ¡ V2, v3 € fl¡

= 3(x'+y,.)2. + Z( x=+y=)z= + ( x¡.+y¡,) z:,

= 3 x r z ¡- +3y r z L+?xzz2+zy az á+ x Bz¡(+y r:(2 =

= ( 3x a z a+2x =z=+x,,.2,,) + (3y ,2,+2y 2¿2+l:a,Z=)

= (v: rv=) * (v= r v=)

iii) (av¡-,v¡)

(av r , v=)

d(Vr¡v¡) i V v¡.r V= E RE q e R

qsx1yr- + aZx=Y= + qxEY=

q ( 3x ry r+x=y =+x3yx )

C(Vr ¡ vz)

iv) <v1rvr> ¿

(vr rVr) =

O ; V v, € R=

3xrxr*2x=x=+x=x=

3x2r+zxza+x2*.

o

Hersos probado quÉ

5x1y.+l¡=y=+xEyls def ine un

1a función: f(v"rv=)=(vr.v=)
producto interntr sobre Rt.

Si por ej Emp 10

0( ('á,4,3), (4rs,-l) )

v"= ( á,4,3 ) y v==(4,3,-1), entonces

3('4)4+2(4)3+3( -7\=6+24-3 = 27.
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Si en 1a función producto

susti tuye por 1a siguiente:

interno anterior, se

0(vr rv= )-<vr ¡ v=)=3x1y1*Zx=y=-x,sy=, entonceg:

iv) (v1rv1) = 512,*/¡a2.-x2 1 I Q ; no se cumple para todos

Ios valores dE x, por ejemplo si va=(OrQr2), entontres!

<va,va>=o+Q+O-4=-4, no es máyor o, por consiguiente Ia

f unción 0(v:, rv=)=(vr rva)=5x¡.y¡-+2x=y--x=yB, no def ine

un producto interno sobre RE.

Nótese que sobre un mismo espacio vectorial V, pueden

definirse diferentes funciones que son producto interno,

ademáE no todas las funciones de VxV a R definen un

producto interno en V,

Ejemplo 2-L-L-c.-

Sea V el espacio vectorial de las matrices

reales nxn(M-,.^(R) ) r si ArB eEtán En V,

Q(A,E)=<A,B)=tr(BiA), donde tr(A) es la función

una rnatriz cuadrada definida anteriormente.

Demostración:

cuad r ad as

def in imos

traza de

(A, B)

(A, E)

= <B'A> i v A'B € Il-,.-(R)

= tr(B¿A)

= tr(AiB)

= <8, A>

i)
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ii ) <A+8, c>

<A+B, C>

= (A,C> + <B,C> ; V A,B,C e 1"1-"-(R)

= tr( (ci) (A+B) )

= tr ( ciA+ctB )

= tr(crA)+tr(ciB)

= <A,C>+(B,C>

iii) (aA, B)

(aA , B)

= o(ArE) : v ArB € M---(R) rdeR

= tr ( BiqA )

= tr{qA) tr(B!)

= qtr(A) tr(Bi)

= atr ( BtA )

= a(A ¡ B)

iv ) <ArA> ¿

(ArA) =

O i V A € M-,.-(R)

tr(AtA)

n / L *.,\. 
"\i=, /

En consecuencia la función $(ArB)=(ArB)=tr(B{A) define

un producto interno sobre M-*-(R),

1

oPor Pjemplo si A ;B[. ' ,--J

Lr r:)
o -rl, "l
" -r]
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21 11 26

10 I 1á

?-EB

Calcule (A, B) tr (BtA)

10+1I+B

(C¡¡.) ; Crr E (BtA)
5

i=1

EjÉmpltr 2.1.1. d -

(V¡rV=)

(vr r va)

V1

Son matricee cuálesquiera deI espacio vectorial

V=M=-=(R) entonces la expresión quÉ sigue define un

producto interno sobre las matrices reeleÉ 2x2(M=*=(R) ).

Q(v,,v=)=<va, v2> a¡. r b r r. + a r = 
b ¡ =* 3= r b= r * á¡a b=:¡

Demostración:

= (va¡vr) i \/ vrr v= € l'12,.=(R)

= $ t r ¿. :. + b1=á r=+b= r á= r * b==á=a

= (v=rv¡)

i)

--o

[, , 
'] 

'"'^ 
lL-

f-,.' "'=f l-u". b"=l [.,.,. ."=lll,"==11,,==[l
L"-, "=.] Lo=, o==l L.=" .==_J



ii )

iii ) (av', v=)

(qvrrv=)

iv )

<va+v=, v'>

<v¡+v=, v->

(vr rvr) I

(vr rvr) =

= (v¿¡v=) + (v={-V=) i V v¡.rV=rV¡ € tf=*=(R)

= ( ar r+br r ) c¡- r+ ( a¡,=+b"= ) Cr=+ ( a=a+b=¡- ) C=r*

( a=¡+b¡¡ ) c==

= arrCrr+br r trr :.*á:-=trr=*b¡.=C¡-=

4á= r tr=r*b=r c=a +a==c22+b==c==

= ( ar a ca a+ar=Cr=*á=r tr=r*á==C== )

+ ( brrcr ¡.+br=cr¡*b=rtr=r*b==c== )

= (vr r v¡) * (v3¡Va:)

= q(vrrv=) i V V1, v¡ É 1"1=*a(R) ' V q E R

= oár¡brr * d8¡.=b¿¡ * cá=¡b=r * cá=¡b==

= q ( ár ¿ br r+a r.=b a =+a= r bar*a==b=¡ )

= 4(vr r v=)

O; V Va € l'1¡*= ( R )

+ a2 =.r + a2¡= l Or

Entonces Ia fun ción:

Q(vr.va)=(v¡rv¡)=a¡'b.r-¡"*ár=b¡-a{-á=rba¡,*á==b==r define un

producto interno eobre El espacio vectorial de IaE matrices

reales 2x2(1"1=,,.(R) ) .

P(]r ejemplo Ei va

f' zlttttit
L= o)

[, ol
llttL= =)
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entonces (v1 , v2)

Eiemplo 2.1- 1- e -

Sean vr =

determine si la

Q(vr. ¡ v= ) =(vr, v2)

produtrto in terno

= I ( - 1 ) +2 ( O ) +3 ( 5 ) +4 ( 2 )

= -1+O+9+g

=Lb

funcÍón:

= áaabaa*ar=b=r*earbl=*a==b=¡, gs un

sobre 1áE mátrices cuadradas 2x2(Flz.z(R) ).

i)

ii )

(v1 , v2) =

(v' rv¡) =

(v1+y= ry-¡

(vr+V=¡ I v-)

(v¡rv¡) ;V vrr v:a E ll=*a(R)

á 11b 11*3 
" =§= r- *á= r br=*á== b==

b r- a á I a * ! r = 
¿= r * b= :. á r =* b=¿á==

(v=rvr)

= (vrrv=) + <varv:f,> i \/ v"rvarV¡ € M=*=(R)

= (ár"r+b!i-)c.r+lar=+br=)c:!1+(a.a+c=1)c1=

+(a==+ba=)tr==

= á a a E r r _f b a r C ¡. ¡. *á:-=C= r * b r= C= r *á= r C r=* b= r tr r a

Íd==L==ru?=Laa

= ( á r r c ¡. r+a r=C= r *á:¡ r tr r =+á==b== ) +

( bt r c" r+br.=c= a+b= a c 1=+b==c== )

= (v:. r v=) + (v= r v=)

1-",, ",.1 l-u., o,=l

1lv"==ll
L"=, 

, "==_J Lo=, o==J



iii ) <av r, r v=> =

<qVt,V=> =

iv) (v.rv1)

(vr,v¡)

Nótese que esta

Ios núrneros reales X.,

desigualdad rto se cumplÉ para todos

€R

a(varv3) : V V¡rV:e € M=-=(R)r a E R

qa 1 l. b a i +qa t=b= r +cá= r b r =-Fqá== b==

= o ( alrbaa+áa3b11*¿3¡§.=-Fa==b==)

= q(vr r v=)

¿O:Vva€N=*2(R)

a a I a t ¡. + a ,. = 
a= r * €|= ¡, á ¡. ¡*á=¡ á==

= az aa+2a1=á:r.l-a2 == l O,

L2

, en ton ces

-I 1

(vrrv1)

No define un

Ias matri ces

= 1 ( l)+2(-1 )+(.:-1 )2+l( I )

= L-Z-z+ I

En consecuencia 1a función:

Q(v, ¡ v= ) =(vr, v?)=aaaba r*ár=bar*á=rbr¡tá==b==

producto in terno

cuadrádas rea I eg

sobre el espasio vectorial de

2x2(M=*=(R) ).
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Eiemolo 2-1-1.f .

Si p=aó+a1x+a?x2 y q=b,)+bax+b=xz , son dos vectores

cualquiera en P=(a,rb¡" e R, Í=Or1r2), entonces 1a siguiente

función define un producto interno sobre pol inomj.os de

grado menor o iguáI a 2 (P=), 0(prq)=(p¡e)=áobo+arbr+a=b=

Verificatrión:

i) (F'q)

(prq)

ii) <p+qrr>

<P+grr>

iii ) («p, q )

(op,q)

iv) (p,q) ¿O:VpEPe

<p'p> = a,]ac'+a1a1+a=a=

= az.r + aza + a2-

¿ O . ¿2a l O

= (qrp) i VpreePa

= ac,b.r+aaba+a=b-

= bc,a,L+b!ar-+b:ra!

= (q ¡ P)

= (p.rr) + (q,r) i V p¡qrF € p=

= ( ae+6,r¡ cc,+ (ar.+b1)C1 + (a=+b=)c=

= a.rco+b¡?cc'+arCa+b1Ca+á2c24§26=

= ( a.,tr,-J+aa trj.+á2trz ) + ( bocc,+brc:.+b=tr= )

= (pr r) (err)

= a(p,!) i V pr9 € p= y q é R

= aa,:,b.>+qaabr*oá=b=

= q ( ac,b,:,+a¡br+áab=

= q<ptq>
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Por Io tanto 1a función 0(prqI=(prq)=áob.¡+arbr+a=b=

define un producto intErno sobre el espacio vectorial de

Ios polinomios de grado menor o igual a 2 (P-').

Eiemolo 2.1.1. o.

Sean p=p1x) y q=q(x),

€ R fijos cualquiera teles

4 á=b=

+ 5(-3)

dos polinomios en P-, donde arb

a(b, def inase:

Si por ejemplo p

Encontrar (prq)

0(p'q)=<p'q> = a,:,bo + árbr

= a(21 + 1(2)

= E} + 2 - 15

4+1x+5x2 y q=2+2x-3xz .

Í0(p,q)=<p'q> p(x)q(x)dx

A continuatrión demostraremos que esta función define

un producto interno sobre

igual a n (P-).

(p'q)

(P'q)

Ios polinomios de grado menor o

(p,q) ; V p, q € P-

/oL,*,o.*,o*
/c(x)c(x)dx

i)

(q, p)



ii )

iii)

<P+q'r>

(p+9, r)

(apre)

(aprq)

= (prr) + <q,r> ; Y prQrr €

= ,/o(p*o)(x)r(x)dx
= /b(P(x)+q(x) )r(x)dx

,d /¿

= lup(xlr(x)dx + /oc(x)r(x)dx
= (trrr) + (qrr)

o

a(q, r) V prq E P^ V a € R

q

fo'<oet*) )q(x)dx

ftr*,o,,to*

iv ) (p'P)

(Prp)

Además, dado
/nes continuas, 

)o

x€Rsatisfacea

Éiytolosip=

Por ej emp 1o

encuentre 0(prq)

o; v p E P-

ftt*rot*to*
li, t"ta*

o(p¡e)

o

que p=(x))O
a
p? (x)dx=0, si

! x 3 b. Por

¿

¿

y 1os polinomios son funcio-

y solo si p(x)=O, para toda
/atanto, (p,p)= j nz (x)dx = O,

p(x)=x2+x+1 y q(x)=x, polinomios en P=t

en el Íntervalo IO,1].

= /Jrtx)q(x)dx
= Í;x? +x+1) xdx

= l"'rx=+xz +x ) d x

S(n'c)=(p,e)
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= [-{ *or4**=r-*r, ,rJl I 
t

L Jio
= L/4 + L/3 + L/2

Sean arbrc

def inase

Probaremos que

polinomios de grado menor o igual a 2 (P=J.

i)

EirmDlo U.1.1. h.

(prg)

(Prq)

ii ) (p+qrr)

< P+q ' 
r>

(ap,e)

(oprq)

€ R, suFóngase que p y q están en p= y

0( p, q ) =(p, q>=p ( a ) q (a ) +p( b ) +q ( b ) +P( c ) q ( tr ) :

(prq) es un producto interno sobre los

= (q,p)r V prg € P=

= p ( a ) C ( a ) +p ( b ) q ( b ) +p ( c )q ( c )

= q(a)p(a)+q(b)p(b)+q(q)p(c)

= <q, p>

= (prr) + (qrr) V p,qrr É P¡

= ( p+q ) (a) r(a)+( p+c ) ( b) r( b)+( p+q ) ( tr ) r ( tr)

= p ( a ) r ( a ) +q ( a ) r ( a ) +p ( b ) r ( b ) +q ( b ) r ( b )

+p(c)r(tr)+q(r)r(c)

= ( p ( a ) r ( a ) + p ( b ) r ( b ) + p ( c ) r ( c ) )

+(q (a) r(a)+q ( b) r( b)+q ( c) r( c) )

= <prr>+<qrr>

a(p, q), V prq E P=r a € R

= (op(a) )q(a)+(op(b) )q(b)+(ap(c) )q(c)

= o( p(a)q(a)+p(b)q(b)+p(c)q(c) )

= a(p,q)

iii )
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iv) O : V p e P=

p ( a ) p ( ¿ ) +p ( b ) p ( b ) +p ( c ) p ( c )

p2 (a)+p2 (b)+p2 (c), ¿ O

Cabe destacar que una ecuación cuadrática tiene a 1o

más dos raíces, p(x)=Q, para toda xr rEcíprotramente si p=g'

entonces p(a)=p(§)=p(c)=O, asi gue (p,p) = O,

éDefine la función Ó(p,g)=(p,q>=p(a)q(a)+p(b)q(b) un

producto interno sobre pl espacio vectorial de los

polinomios de grado mpnor o igual a 2 (P=')?

Debemos verificar los axiomas corespond ien tes :

i) (prq) = (qrp): V prq e Pa

(p,q) = p ( a ) q ( a ) +p ( b ) C ( b )

= q ( a ) p ( a ) +q ( b ) p ( b )

=. (q 
' P)

ii ) ( p+9 r r)

<P+q 
' 
r>

(ap, q )

(ap,q)

= (prr) + (qrr) V prqrr e P=

= (p(a¡+q(a) ) r ( a ) + ( p ( b ) +q ( b ) )r(b)

= p ( a ) r ( a ) +q ( a )r ( a ) +p ( b ) r ( b ) +q ( b ) r ( b )

= ( p(a)r(a)+p(b) r(b) )+(q(a)r(a)+q( b)r(b) )

= <p,r> + <q, r>

= «(prq) V prq € p2 V q e F

= (op(a) )q(a)+(cp(b) )q(b)

= o ( p ( a )q ( a ) +ap ( b ) q ( b )

= a(P, q)

iii )



iv) O:VpeP,o

p2 (a)+p2 (b) i
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define un

menor o

Nótese que + Ov

(PrP) p2 (1)+p2 (-l)= O==> p(a)=p(b)=O==>

La función 0 ( p r q ) =(p, q )=p ( a ) q ( a ) +p ( b ) q ( b ) no

producto interno sobre los polinomios de grado

igual a 2 (P=), porque (prp)=O, aun cuando P f Ov.

p ( x ) = ( x-1) ( x+1 ) =

2 . 2 . NOR]'IA DE UN VEtrTOR

En Fisica eE importante la norma de lo9 vectores en R2

y R=, pues con el producto interno "clásico" Ia norma de un

vector en Éstos dos espacios vectoriales eE conocida como

1a nocÍón geométrica de " Iongitud", a trontinuación se

general izará este concepto, para espacios vetrtorieles

arbitrarios

Definición 2.2-L-

Sea V un espacio vectorial con producto intÉrno, LA

NORMA DE UN VECTOR es una función f de V en R(f :V --)R) si

y solo si f (v)=ll"ll = *V?i,,>
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2.?.L. ILUSTRACIONES Y PROPIEDADES DE LA NOR¡TA DE UN VECTOR

Ejemplo 2.2.L.a.

En R2 se demostró que 1a función

0(vrrv=)=(vrrv=) = x:-yr+xay2,

define un producto interno, encuentre

vector v:-=(5r6):

ll""ll +Vxz=F 25 + 3éf(vr)

la norma del

+/-ar -a ó1

Determine 1a norma del vector anterior si la función

producto intprno e5: 0(v¡.¡v¡)=(vrrv=)= 3x¡.y¡.+2x=y=¡

f(vr) ll""ll + sxz +?yz + 5(25)+2(36) +\[L27 !2,L?

Nótese quE

interno def in ido

plos anteriorEs,

exigte una norma

Ia norma de un vector depende del producto

sobre el espacio vectorial, en los ejem-

observamos que) en un espacio euclidiano,

para cada función producto internB.

Eiemolo 2-2-L.h.

En los polinomios de grado menor o igual

hemos probado que Ia función 0(p,q) I(Prq)

define un producto interno y sean p=¡ y

determine f(p) y f (q) en el intervalo [-1,1].

1

a 2 (P=),
a

p(x)q(x)dx

en ton ces ;Q=X2 r

2

33 -1
+r(p) = llpll = *V-<E;E> = -\rI;
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1 ?
+

-1

Ejemplo 2-?.L.c-

Hemos probado anteriormente que I a función

f(A,B)=<A,B> = ar.abrr*a¿=bt=+a=rbarfa=ab== define un

producto interno sobre Ias matrices reales 2x2(M=*=(R) ).

Uat te llcll cuando:

l--,. ?l l-o ol
I I Y b) I I

L " =) Lo o__J

a) f (A)
ll

A
lt

+ V-< A-, A>

+ a rr+á2 r=+a2 =¡-iá2 aa

+ V-i;?e;32;4

+ V-sb

3 V1t)

b) f (A)
llAll +\m,-A>

+ O+O+O+O

o

PROPIEDADES

A continuatrién distrutiremos atrerca de algunas de las
propiedades de 1a norma de un vector.

r(q) = llqll = *V.E;E) = -fi.'oo.
*s 

l;l



Se an

f (v)=llvll ,

se cump 1en
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V un espacio vectorial con producto interno y

1a norma de un vector cualquiera en V, entonces

los siquientes teoremas l

Teorema 2.2 - 12

ll"'ll ¿o

Prueba:

ll"'ll

V v! E V

por definición de

vlrva) I O ¡

producto Ínterno (v1rv') I O

Teorema 2.?-2:

ll"'ll Osiysolosiva=O-

Prueba:

i)

V va E V

ll"'ll
il"-ll

O ==) V o-
(v1rv¡)

ii ) v

o

o- ==> ll" ll

=Vo
ll". ll

=o

( v:- ¡vr)

o



é3

il II
qV l"lll"ll i v v € v

Prueba:

ll", ll <qv , qv>

V aeR

+

l"l
l"l

qz <v rv>

trr-<v, v:'

ll"ll

ii )

7-?-Z Teorema 4- Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Si vrrva Eon vectoreg en un espacio vectorial V, con

producto interno, en ton ces I

(vr rv=)2 S (vr rvr) (v=¡v=)

expresiones equivalentes :

i) (va, v2) 2

| 
(vr, v=) 

|

Prueba:

Si va = O-, entonces (v¡-,v=>=<v=,v1>=O, por 1o tanto

es evidente que la igualdad Ee cumple.

Supongamos:

Sean : a = (varv1)

b = (Vlrv2)

c = <v2, v=>

yt€R

s llv r ll,
s llvr ll

ll"= ll '
ll"=ll

Teorema 2-2-3r
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Por definición (v¿,vr) l O (positivo) 
' 

por Io tanto'

ar<

o<

((tva+v=¡, (tva+v=)>

((tva+v=),tvr) + <(tvr.+v=),v=>

(tvrrtvr) + (v=¡tv.) + (tvrrv=)

t2 (v1rva) + t(vr rv=) + t<va,v=>

t2 (vrrvr) + 2t<vl.rva) * (v=rv=)

o1

o1
o ! atz +zbt+c ; e,E ¿ o

Este polinomio cuadrátitro ti.ene a Io sumo una raíz

real repetida o bien son raices complejasr por Io tanto

debe satisfacer:

(2b)2 - 4acSO ==>b2-ac3O

===) (v., va)2 5 (vr, vr) (v¡r v=)

Corolario 7-2-4 - L. Desigualdad Triangular

Este corolario es consecuencia deI teorema anterior,

llv a+v=ll ll"'ll ll"=ll rvvUv=€V+

Demostración:

= ((vr+v=), ( v"+y=¡

= ((v.+v=) rvr) + ((v1+v=¡ rv=¡

= (vr¡vr) + (V=rvr) + (vrrv=) * (v¡rva)

= (v.r r vr) + 2(vr , v=) + (V=, v=)

os
* (v= r v=)

* (V= r V=)

llv r +v= 
ll2



llve+v=ll2

llv 1+v= ll,

llv ¡. +va ll,

llv r+v=ll2

llv 1+v= ll s
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! (vrrvr) + 2l<v,-, v=)l * (v=rv=)

! (vr,vr) . 2ll"'ll ll"=ll * (v=¡v=)

s llvrll, +2llv1ll llv=ll + llv=ll,
s tllvall + llv=ll l,

llv a ll + llvz ll

De las DeEigualdades de Cauchy-Schwarz

y Triangular,

(v¡.rvr) (v¡ r V=)

( 16+36+1 ) ( 4+1+36 )

2L73

I lustracioneE:

Ejemplo 2-?-2-a-

Si v1 = (416,1) y v- = (2rL'ó) e R¡ r verificar 1as

desieualdades de Cauchy-Schwarz y triangular, utilizando eI

prtrducto interno cIásico.

a) (vrrva)2 I

t4(2)+6(1)+1(6)12 5

400 <

b) llvr+v=ll

lFr 7,7)ll

5 ll".ll *
< V53+

ll"= ll

V4r

11r58 < 13,68

Eiemplo 2.2.2. b.

Verifique I as desigualdades de

triángulár en el espacio vectorial

cuadradas 2x2(m=,..2(R) ), con el producto

ejercicios anteriores.

Cauchy-Schwarz y

de Iae matri ces

interno definido en
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a) A =
-I ¿

6!

<A,B>2 I <A, A>

( -1+O+18+3 ) 2 <

l-' o_llt
L= =_l

<B, B>

( 1+4+36+1) ( 1+O+9+9 )

798

b ) llA+B ll llA ll llB ll
+

s V42 + Vrs

W6+4+BITIEI < ro,s4

. 10, 04 < 10,84

Ejemolo -2-2-c-

Sean p=1+2x+x2 , q= 2-4x2 , y el producto intprno

definido sobre el Éspacio de Ios polinomios del grado menor

o iqual a 2 (P¡) 0(prC)=(prq)=a,:,b,>+aabr+a?bz, verifique las

deEigualdades:

s

(p,q)2 S

(2+O-4\? S

4<

(p, p) (q,q)

( I+4+1) ( 4+O+ 16 )

é(20 t

L20

ll r --r ll
ll lo 2l IlilI t[
ll le 4l 

ll
fl r.- -J [l
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b) llp,cll ! llpll * llq ll

< VE+Vzo

< 6 t92

< 6 t92

+ 32 +22 -3?

+ !!:f[f§

4 ,69

Definición 2.2.

Un espaEio

si y solo si

vectorial con producto interno es normado

está definida la norma de sus vectores,

Comentarior De conformidad con Lo desarrol lado exÍsten:

Espacios Vectoriales

Espacios Vectoriales Eucl idianos

Espacios Vectoriales Norrnados

?.3 VECTOR UNITARIO

Definición 2.5.

Sea V un espacj.o vectorial

cualquier vector en Vi v es

sol amente si :

con producto interno y Y

un vector unitario si y

f(v) ll"ll 1

I lustración 2.3

1) vr = (1,o,O) ; llvall x2 !+x =+x V r+o+o = 1



2t
o

1

A
o

o
t llA ll a a!-+a

70

¡?+a V-6+ó+o'+ 1= 1

3) p(x)

Teorema

5i

espacio

2-3.

Va PS Un

vector ia I

;llnll =+!-lE, = alJ r

v,z llv r ll es unitario.

Prueba:

vector diferente del vector O en un

con producto interno, entonces el vectgr

1

II II ll",ll
ll=
il

'll"'ll/
1

- 
<vr,V¡,>=

ll"'ll'
ll' = r!ll""ll

Este proceso de multiplicar un vector vj. diferente de1

vector Q, por el reciproco de su norrna, para obtener un

vetrtor de norma 1, se denominá normalización de vr.

2.4. VECTORES OTONORf,IALES

Definición 2.4.L -

Sea V un espacj.o vectorial sobre

definido un producto interno, los vectores

ortogonales si y solamente si (v'rv¡) = O

eI cual se ha

Vr¡ Vz E Vr 5On

Definición 2-4.t.

Los Vectores varv= É V son ORTONOBMALES, si y solo si:
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i ) (v. , v2) o

ii ) ll", ll ll"=ll

I lustración 2.4.2-

SupónEase que Ias matrices cuadradas ?x2(lvl¡*=(R) tiene

defi.nido e). producto interno:

0(ArB) = (ArB) = árrbr¿*á¡.=b"=*áarb¡¿*á==b==r y gea:

1

A

i)

ii) f (A)
llA lt

f(B) llB ll

; en ton ces:

o

o

o
E

o

o

1 ,

o

o+o +o+o0(A,B) <A, B>

+ +Q+O+O 1

O+ 1+O+O 1

Los vectoreÉ ArB € N=*=(R) Eon

relación con eI producto interno dado.

ortonormales en

2.5 RELACION DE ORTOGONALIDAD E INDEPENDENCIA LINEAL DE

VECTORES

[Jn resul tado importañte que nos permite trabajar con

conjuntos ortogonales de vectorE6, en un espacio con

producto interno es eI siguiente:
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Teorema 2.5.

5i S = {v¡"rv=r...rV^} un

vetrtoreÉ distintos de1 vector O-t

conjunto ortogonal de

de un espacio vectoria 1

interno, entoncEls S es I inealr¡entetron producto

independiente en

Para Ia demostración de este teorema Ee áplicará Ia

prueba por inducción matemática.

Indutrción I'latemática. - Es un principio fundamental de Ia

matemática que puede ser empleado para demoEtrar cierto

tipo de enunciados matemáticos.

Para probar por inducción se necesitan doE pasos!

(B) Base. probar que te cumple Pará algL¡n n e N

(I) Paso InduEtivo. Probar que si p(n) rs verdadero

entonces P(n+1) también es verdádero,

i) p(1)= 1

ii) [p(k) ==> p( k+1) ] = 1

Prueba:

Sea (v¿rv3) = O, V if,

Debemos probar que p(c):c1va+c=v=+..,+c-v^ =O-, tiene

como única solución:

cr=c:!=. . . =c-=O donde cr € R; i=1 |2, . . . ,nt

i)

ii )
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i ) Base P(1): (vrrc:'va+triv=+...+c^V-) = (vrrO-) = O

cr(vtrvr) + c=(vrrV=) * .., -F c-(V¿rVn) = O

cr(v¿rvr) = O =-> cr=O dado que (<v¡-rvr)) ) O

I) Paso Inductivo:

P(k): <vkrcava+c2v=+...+ckvk+..,c-v-> = O

Cn(v¡.rv-) = O

+

>o

Ap(c) = {(crrcr,,. rcñ)/ ca=c==...=s- o)

==> S es Iinealmente independiente

Podemos geñaIar con certeza que ortogonáIidad

veqtores garantiza independencia lineal de los mirmo§.

de

I lustración
Sea el

s=
I i nea I men te

2-s-1.

conjunto de vectores Ortogonales en RT:

{(o,1,-1), (O,1,1), (2,O,O)}, vEri.f icer

independientes:

51 SOn
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Igualamos a cero Ia combinación lineal.:

CaV a+tr?v=+C-V-=O

cr (O r 1, -1) +c=( o,1,1) +c=(2,O, O )=O-; genera Ios

predirados pa, p=, p:=r tales que:

Pr ( cr, c=r c= )

P=(c1rC¡¡c=)

P,:(c¡-rC=rc=)

pa^ p=^PE^po

: Cr+C2 = O ;

3 -Ca+Ca = O

es eI sistema de ecuacioneE

Expresamos el siEtpma En su forma matricial Aq=Q-==¡

,l G,t-1l l.= |

'_l L'=J
resoLvemos el si.stema:

o
v

o
1

I

o
o
o

oo2
110

-1 1 0

o

1

o

1

o

o

o

\-l

o

110

-1 1 0

oo1

o

o

E1 conjunto Éolución del siEtema es:

AP. ( c.., c2 r E:,r^p= ( cr ¡ C= r c* ) ^Pl, ( ca r c= r c= ) =

{ ( c' 
' 
c=, c- ) ,/cr=c==c*=O }

entonces S eE lineálmente independiente en R-.

t

O:Ol
:lO:of:l1:Ol



EI reciproco del teor€ma 2

eE decir independencia I ineal

ortoqonal idad de los miEmos.

I lustración 2-5-b.

Sean vr=11,3) y

pendientes en R2 ;

ortogonales:

5 no siempre es verdaderoi

de vectores no garantiza

v==(2r5) t vÉctores linealmente inde-

verificar si estos vectoreÉ son

0( (xry,.) r ( x=y=) )=

0((1,3)r(2,5)) =

x rY r

1(2)

t7

* X=Y=

+ 3(5)

-1((v1,v2)) O ==) vr, v= no son vectores ortogonales.

2.6 BASES ORfONORMALES

En muchos problemas referenteg a espacios vectoriales,

Ia seleccién de una báse para eI espacio se hace según

convenga aI que 1o resuelve, una de las ventajas que tienen

Ias bases ortonormales sobrÉ Ias bases arbitrarias es que

Ios cá1culos Eon máÉ simples, por lo que a continuación

def iniremos e i Iustraremos.

Definicién 2 -6.

Base Ortonormal -

Sea V un espacio vectorial con producto interno y

B=(v" ' V=rv*r , , . ¡v-) una base cualquiera de V, B es, una

base ortonormal de V, si y solo si:
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i) (V.rVr)

f (v, ) =ii ) Il"-ll =1 para ir j L, ¿-, . - . . ,tt

Si cumple solamente la condición i, se dice qLle

B=(vr ¡v=r... rv-) es una base ortogonal de V.

I lustratriones:

Eiemolo 2-6. t -

Se puede probar que el tronjunto de poiinomros

o ; v i t j

B= {
t

( :_
2
-x +
3

-xz),( - +
2L
-x2 ), (- +

2
-x +
3

2
-x2 )
3

1

-x
3

es una ba5e pára el espaEio

de grado menor o iguál a 2

0 ( p, q ) =(p, q)=ar¡bo4arbr*á=b= r

ortogoná1 para P=.

i) (p,q) ac,bc,+a 1b a +a? b?

<P,g>

vectorial (e=) ae 1os polinomios

con Iá fun ción producto interno 3

si B es una basedeterminemos

2

3

2

3

22
33

11
-+-

2t
-+-
35

2
(- -)

3
o

o:
3

22
33

(q, r)
11
-+-
33

o

2L?
(p, r) =

333
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Los polinomios prq y r son mutuamente ortogonales.

ii) f(p) llpll V--<P'F>

1

1

1

gue se

previa, B

2
(-)2 +
3

2
(-)2 +
3

I
(-)2

f(q) llc ll

f(r) ll'll
2

(-)¿ +
3

(-)2 +
3

1

(-)2 +
3

L
(-)2
3

(- -)2
3

2
(-)2
3

+

PueEto

def in i ción

vectorial P

cumplen IaE conditriones i, ii, de Ia

eE una base ortonorrnal para el espacio

=¡

Ejemplo ?-6-?-

B

(- --r F- --'r r- --r r_ --rl¡r otto sl[-o oll-o o¡
il " "l'l " ol'l , ol'lo ,lr

[r_rL__JLTLJ)
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Es una base para (l'1=-=(R) ) y sabernos gue Ia funciÓn:

0 ( A 
' 

B ) =<A r B)=arr b, "+a¡.=b:"=*á=rb=riá==b== es un producto

interno sobre 1ás matrices cuádrades 2x2(l'1=,.,=(R) ) '
vÉrifiquemos si B es ortonormal.

i) 0(ArB) = <ArB> = arrbaa+ar=br=*á¡rb=r{-aa=b==

= O+O+O+O = O

<A,C> = (A,D) = (B,C) = (B,D) = (C'D) = O

+!-9T6EOEOii ) f(A)

f(B)

f(c)

f(D)

ilAll =

llBll =

llcll =

ilDll =

3

2

2

En conclusión B es una base

no ortonormal , pues -l ( llAll llBll

or togona I

llcll = llD ll

de I'l=,.,=(R), más

= 1)

Dada uná base

espacio vetrtoria I

encontrar una baSe

el lvlétodo quE se usa para

proce5o de Gram-Schmidt, el

nuestro trabaj o.

o un conjunto generador S

con producto interno v,

ortogonal u ortonorñal para el

está conÉtrucción se

pare un

se Puede

esPácio;

I Iama eI

mismo que no será discutido en

2.7. ]'IATRICES ORTOGONALES

A continuación se define una nueva clase de matriz,

que es muy útiI sobre todo en lo relacionado con

diagonalización de mátrices, formas cuadráticas, etc.
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Definición 2.7.L-

una matriz O^,^(R) se llama ortooonal, si y solo si Q

es invertÍblE y Q-a = Oc

G-r.

Nóte5e que:

= G! ==> Q-aE = OtO ==> QeO I

I l ustraciones:

Ejemplo 2.7- 1-

Toda matriz identidad es ortogonal

Prueba:

G=J . G!=I ==> OtI=I I ==¡ qe=¡

Eiemplo 2-7.2-

== )) O iQ=

==» Q es una matriz ortogonal

'4

'á +

,á

,á

+ 'á 'á

,,t

1 o

o
I

1

Supongamos O = ; oi=

J,.rz L/ilo= f flL/t" ,ra
fJt, -1/7

'n'=i.,,,, ,,4

Ejemolo 2-7-3-

G"n e co=?

E=, -="" {
G"" e co=?

1."= " -="" {



o.G
Senze + gosz O

Sen I Cos 8-Sen O Cos O
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I ==) O es ortogonal

Es factible hallar matrices ortogonales, utilizándo eI

siguiente Teorema, cuya demostración se encuentra en el

libro ALGEBRA LINEAL de Staley Grosman, página 3O3, Edit.

t'lac-Graw-Hit I - 4 edición 1992.

Teorema 2.7.1.

La matriz G-,..- (R) es ortogonal si y solo si Ias

columnas de Q forman una base ortogonal de R-,

Consideremos Ia matriz:

L/t? L/.tz 0

o o

L / .Í2 -1/.Í2

1

U

Si-endo v1

vZ

(t/f2, o , 7/.r2)

( 7 / [2, O, -L /.t2)

(O, 1, O) vectores columnas de A,v3

SenetrosO-senOco=ll
gp¡2g + f,s5zg 

_-]

l, ;l
la il



a1

Aü L/{2

A!A

Seg ún

SiA

L/¡2 0 t/ a z

-L/.Í2

o

1/.t2 t/.rz 0

o01
L / ^r2 -L /.t2 0

I

condición deI

es ortogonaI,

o

o

1

1/,Í2 0 t/.Í2

Ll.rz 0 -L/.r?

o 10

o

1

o

==> A es una matriz ortogonal.

Teorema 2 -7 .l I

entontres los vectores columna vl

VerÍficáción:

(L/.t2,O,t/¡2r.t

base ortogona I

v2={L/.f2tOt-L/.Í2) i

de R=.

v3=(Or1rO) forman una

(v"rv¡) =

(vr , v=) =

o ; v i f i
Xayr+X=y=+X=y:l

11.11

i)

(V1, V2)
,Í2 .t2

+O
.t2 .t2

o

I
L

¡
"I
il



1

a2

V con

H, si y

<va 
' 
vE> o +o+o o

,tz

(va , v¡) o+o+o o

==) B¡- = (vr ¡v=rv,r:) es una basp ortogonal para RE

Además en este caso:

ii) f(v¡.) ll" I ll (v1rv1)

11
-+o+-
22

11
-+-=1
22

L

1

f(v=) ll"2 ll

f(v3) ll"2ll V_¡TTT6

(v1rv2rv3) es una base ortonormal en R¡.

2.8. CO¡,IPLEI'IENTO ORTOGONAL

A con tinua ci ón

Cornplemento Ortogonal

producto interno.

Sea H un

definiremos el coniunto denominado

en Ios espacioE vectoriales con

producto

solo si:

in terno,

HL = {x

subespacio de1 espacio vectorial

HI es el complemento ortogonal de

EV/<xrh)=OrVh€H)



E3

I lustraciones:

Eiemolo 2.8.L.

En con traremos el complemento ortogonal del plano

vectorps¡ vj- = (LrL12) y v= = (1r2r3).

filas de 1a l"latriz A y resolviendo AÉ=Q-.

generado Por los

Considerando como

H es el subespacio de

(1,1,2) y (L,2,3), según eI

RE generado por los vectores:

problema formemos 1a l"latriz A.

Estructuremos

P. (xr'x2'x=)

P= (xr,x=rx=)

el sistema de ecuaciones homogéneo,

: xa+x=+zx= = O

: xa+zxr+sXz = O

Siendo pr^p= es e1 sistema de ecuaciones,

A continuación la representación matricial del sistema:

Ax = O-.

t2 xa
x=
X¡:

["1
L"J

Trabajaremos con la matriz aumentada.

112 o 1 1 ?zQ 101 o

113 o o -1 -1 oo o -1 -1

[-,2A= | |ri_' 'l

t-,I
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==> Conjunto solución:

Ap.^p= { ( xr, x: ¡x=\ / Xr=-X:¡r X==-X=r x¡ € R}

-x¡r 1

1

-1

En consecuencia HI ( complemento ortogonal )

conjunto generado por { ( 1, 1, -1) }

ES EI

Ejemplo 2.€l-2

En P,:, [Or1], sea H un subespacio generado por el

conjunto {1, x2 }, determine eI complemento ortogonal Hf de

gen (1rx2),

H = gÉn (1.x2]

H-L = {x € V : <x,h) O ; V h É H}

Sean p(x) = a¡xr+a=x2 +arx+a¡:,; donde p(x) € p=

/'<P'q> = /, o(x)q(x)Ox

i) (
I
p(x)q(x)dx f ( a=xE+a=x2 +arx+ac, ) 1dx o

á:r á= a r-
==) Pr(B¡¡á2¡áa¡á,¡) + + +ao=O

4 3

/t,*,o,,r0, f ( a=xú+a=x2 +aax+a.:')x2 dx

á; á= ár á¡>

6 4 3

ii )

P=(á=ra=rár¡ác') + + + o

o

t--"1il
"'=1,.=l

l.-'i-l
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á= á= ar.
pr(á=¡aará¡-rá,:¡):

P,-^P= eE el sistPma.

+ + +ác'=O
234

346

a

P=(aara=rarráo) l +
á= áa ár á¡>

+ + o

I

o

Forma llatricial del Sistema Fla = O

a¡,
á?

á1
á¡>

Matriz Aumen tada

o

1

:
3

:
2

i
4

,_

3

:

i
4

:
6

111
-1

45?
o 346L2 o 346L2

o 4 15

o

ot1:l
6543

o 10 12 15 2Q

-48
60

60

T-lr
L:

-9 T'
L:_

-rb
15

;
j_]

o
tlo

4
-5
15

4

Conjunto solución de p'^p= es:

Apr- ( c= ¡ E= r c1 r cc' ) ^p2 ( BE, á= r ár r a., ) =( ( áE:' ái r á¡- r ao ) / c¡=3a"+16a,,

c== -1!- a1-15a,;, i ca, co e R)
4

:



¡1.t- = gen ( 12xE-15x2 +4x ) r ( 16xr'-15x2 +1) ]

TEOREI'IA 2.4.f .- Si H es un subesPatrio

ducto interno V, entonces:

I

a6

del eÉpacio con pro-

i) HrnH=O-
ii) HJ- es un subespacio de

i) Hl-nH=O-

Prueba:

x€H!nH==)(xrx)

lY.+x-1 É

R, : (ox¡.¡

q< x,. , h> = dO

€HL

o==>x=ov

ii) H es un

a) Por

b ) Sean

suberpacio de V.

condición anterior O- É t¡I

Xrr X= E Ht ==» (xrrh) = O

(x=,h) = O V h € H

==) (¡r+¡arfr) = (Xrrh) + (xa r h)

=O+O

=o

en coñsecuen cra:

c) xr € H, a

<qx i" , h> =

==) (cxr)

E

HI

EHI

=o

Por a,brc, HI es un subespacio de V.

En Ia ilustreción 2,4.L.- H = gen ((Ltlr2¡, (1r2rS))

es un subespacio de Rt, como también HI = gen ((1,1,-1)) es

un suberpacio de R=.
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Et' concepto de función ha tenido trascendental imPor-

tancia en e1 desarrol lo de nuestro trábajor pues con

ella hemos definido e ilustrado: matrj.z, traza dÉ una

matriz cuadrada, operación binaria t espacio vectorial

vector.con producto interno y norma de un

.) Se han introducido definiciones de 1a función producto

real arbitrario yinterno sobre un espacio vectorial

Ia función norma de un vector, destácándose para ello

los vectores: po1. inomr"os de grado

mxn y lasmatrices reales de orden

este contexto se ilustra con ejemplos

1as definiciones y otros denominados

que no cumplen con al menos uno

egtab I ecidos ,

meñoroigualan,

e-niades rÉaIes. En

que cumplen con

con traej Emplos

de Ios ax iomáÉ

3-

COÍ\¡CT_US I CIT\¡ES

Destacaremos que Ia norma de un vector depende exclu-

sj.vamente de Ia función producto interno, definida

Éobre un espacio vectorial real, por 1o cual podemos

determinar diferentes normag de un mismo vector; cabe

anoter que la desigualded de Cauchy-Schwarz relaciona

el producto interno de dos vetrtores con sus normas.



EA

4. Hemos enunciado e ilugtradó Ias definiciones de:

vector unitario, bases ortonormales, matrice5

ortonormales y complemento ortogonal i para Io cual

apl icarnos la función lLamada producto interno definida

sobre espacios vectoriales rea 1eg .

a
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