ESCUELLA SUPERIOR POLITECNICA DEIL
LiTTORAL

INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMATICAS

TINTEGRACION DE FUNCIONES DE UNA

VARIABL.E REAL

MONOGRAFIA

Previa la obtencidn del Tidbtualo daz
PLA(}IESGTEEQ‘]EEI EDUCACION MATEMATICA
APL,ICADA AL, NIVEL MEDIO
Presentada por:

LUIS ZAPATA VILLACIS

Guayvaguil - Ecuador

1864


Guest
Rectangle


DECLARACTION EXPREGSA

"La responesabilidad por los hechos, ideas v doctrinas
expuestas ©1 estba monograftia, me corresponden
exclusivamente: v el patrimonico intelectuanl de la misma,

a la ESCUELA HPERTOR POLITECHMICA DEI LITORAL™.

(Reglamento do  EBExdmenes v Tituleos profesionales de 1la

ESPOL) .

luis Zapata Villacis


Guest
Rectangle


Mat. Jorge Medina

Director de Monografia


Guest
Rectangle


INTRODUCCION . — Georg Friedrich Hernhard Riemarin,
matematico aleman (1826 - 1866), escogid 1la Universidad
de Gottinga, que en ese enbtonces era el centro del mundo
de los matemdticos v que lo sepguiris siendo por mas de
100 afios. Bajo influencia de W.E. Weeber, un fisico de
primer orden, v de Karl IM.Oauss, el mny grande matematico
de esa época.

En 1851 recibid su doctorado en filooofia, después de 1o
cual ese dedicd & la enschiianzs oo Uobtinga. Marid e
tuberculosis 15 afios mas tarde.

Su trabajo es  impresionante [SISTE s cualidad v
profundidad. Sus manuscritos de mateniticas abren nuevas
direcciones en la teoria de las fTooclones compledoas,
inicia el estudio profundo de lo  gue hoy se 1lama
Topologia v emprende en Geomebria un desarrollo que iba a
culminar B0 aflos mas tarde con  fa  teoria de l1a
relatividad de Kinstein.

Tanto Hewton como Leibniz dieron una versidn de la
integral e hicieron el teorema fundamental del Calculo
Integral.Riemann fue gquien nos proporciond la definicidn
moderna de Integral Definida. Establecid la integral
sobre bases aritméticas en lugar de bases geométricas.

La monografia cuvo tema es: Integracion de funciones de
una variable real, contiene subtemas como la suma de
Riemann, Integral Definida, Antiderivada, Integral

Indefinida y Teoremas del Cialculo Fundamental. Se realizd
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las demostraciones de los teoremas y propiedades.
Tue desarrollada pensando en los alumnos del Colegio con
ejercicios Y representaciones graficas de facil

comprension.
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MOTIVACION
Al considerar el problema de la tangente nos vimos
conducidos a la nocidn de derivada. Considerando un
problema, intreduciremos la nocldén de integral de forma

natural.

L PROBLEMA DIL AREA
En la figura # 1 representamos una regidn @ limitads en
g1 parte superilor por la grdafica de una funcidn de una
variable real continua f en [a.bl, en su parte inferior
ror el eje %, a la lzgulerda por x=a y a la derecha por

w=b.

Loué nmero =i lo hubiese, deberia considerarse como el

Area de Q7.

'_"?'

fig. .l
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v (f,w“ﬂ“j\j /f

QL0 e}
. i e

Q=%e %, X“=6}I .
fig.# 2

Para llevar esto a cabo comenzamos dividiendo el
intervalo [a,b] en un ntmerco finito de intervalos que
no se superponen [Xe,x1).{x1,xz]l,....[Xn-1,Xn] con
a-Xo<x1<...<xn=b. Como consecuencia. la regidn @ queda
dividida en n regiones: Qi1,8z....,%» . Podemos estimar
el area tobtal de @ estimando el'érea de cada una de las
regiones €5  sumando los resultados. Aproximamos la
regién mediante poligonos. en dos formas. Sobre cada
uno de loo subintervalos eregimos un rectangulo con su
base sobre el eje nm v cuvo lado superior se encuentra

complebamenl =

LU

bhajo la curva (fig. .13} . Los rectangulos
asi conesbtruvidos Forman un poligono que se encuentra
contenido completamente en la regidn dada, cuyva aArea se
desea defianir, Bl dren de este poligono es menor que
el drea de la vegidn (fig.d#4). Construyvamos ahora un
nuevo  policono.Sobre cada subintervelo colocamos un

rectangulo cuvo lado superior ests siempre sobre la

curva (fig. . #h) . Hstos forman un poligono que encierra a
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la regidn dada y de agui que deba esperarse que tenga un

darea mayor que la de nuestra region.

i %
Q. b
X
q
A
v 'f

L -

X
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El dres aproximada de la regidn @ por rectangulos.

Sea Poi{xo,%1.X2,....%n} una particidén de la,bj.
Considerando como la base de los rectangules inscritos y
de los cilrcunscritos en cada subintervalo determinado
por la particidn P vy como lags alturas el infimo de los
f(x):manpard xelxa,®ng+1) y el supremo de los f£(x)=Ms , prara
wE{Ry,Xa+1] respectivamente v notando con S-n la suma de
las areas de los rectdngulos inscritos y con 53—  la sums
de las drens de los rectéangulos clrocunscritos.
Consideremos ahora los recbtdngulos 4 v Ra de las
figuras # 3,4 vy 5 rz € U3 < Ry hemos de tener: Area de
rs X Ares de Qs = area de Hg.

El drea de los rectingulos viene dada nor el productoe de
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bhase v albura, asil obtenemos: ONXi=Xg~ Xs-1
S—fepy=maldxaitnsdixat. .+ xn se denomina  suma inferior
para £ v S #(P)=Max1+MAxe+. . +Mxn se denomina suma

[

superlior pars f.

A

¥

fig #6

El 4drea de la zona sombreada es sunma inferior para f.

fip #7

Bl area de 1+ zonn sombreads es suna superior para £.
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PARTICIONES,SUMA SUPERIOR E INFERIOR
Definicion de Particion.— Sea [a,b] un intervale cerrado,
con a<b. P es una particién de [a,b] si v solo sl es el
conjunto P={x0.,X1,%=,...,¥Xn-1,%n}t tal que
ATMO<HIAR2C . . « CEn—1<¥n=h

Ohzeprvacion.—- Una particidn es un conjunto finito de

puntos.
Ejemplo
Particiones del  intervale [0,1]1 son enbre otras las

siguientes:

Po = {0,110

Pi= {0, 1/4. 172, 273, L%

Poz {0, 10, 2703, 3/4. #7100 11, ete.

Asi podemors onconbrar infinibas particiones de [0,1]

Los interonleos de  1a forms  [xa.Mgez]  se denominan

subintervalon coevrades corraspondientes a 1a particidon P

Definicion b fumn Superior.- SHeo Mg ol suprene de £(x)
e =1 subivdervolo fzsox,x0), ¥ mea ) %y = ¥a — Xa-i.el
Atmero Seeli) re denoming  numa svperior de P ode f 81 ¥

solo sl S“f(?)fﬂﬁ}ﬁl+Mﬂ)xz+.,.+Mﬂ3xn.

Definicion de Suma inferior.- Sea mg el infimo de f£{x) en
el subintervalo [xa-1.,x3] v sea (x5 =x3 ~Xj-1. El numero
S5.¢(P) se denomina la suma inferior de P de f 81 v solo

/
L

0]

S—£(P)=mi x1imzd Rz+. . . FAI Xn . S (P)=Ens=-1m50 x4
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Podemos obaowvesr que a wedlda que se afiaden puntos a una
particién. los  mubintervalos xXg-a, X9 1 =e vaelven mas
pequerios. Como  resultode Lenemos que el infimeo ma oe
hace mave v ol gupremnns Ms  mas pequefio. En consecuencia
las  sumas inferiores  creren, mientras que lag sumas
superiores Jdecrecen de valor. Eato podemos observar en
las figura:s: & 8. 9. 10 v 1l
Podemos decir que:

area 4

@

=l im[f{xo N 1t f (s Vxet. . . +E{(Xn-1 W % ]
£l 0

Area de Q=liml[f{xi1Xx+f(xz)Xdx2 4. AT (X X)X ]

Fl— - >
es decir 1im S-n = lim 5-n = drea de Q
Py 00 n——>m

X

fig # 8
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instituto ce ‘atematicas

J

Supcongamos ahora  que £ es continua en la,b]. 5i
P={xo,X1,....3%n} e8 una particién de [a.b]l, entonces P
divide {a.bl on un numero finite de intervalos que no se

sSuperponen:

[2o,x%x1).:[xr.227, .. .. [ Xn-1.%a], con longitudes
Ox10x%z,....0m respectivamente; Oxi=(b-a)/n .La norma de
la particidon P oso denota oY “P” v es el mixdxs e
decir ”P”:m*"nﬁxﬁ_ Fn cads uno de eztos intervalos

[X3-1.%3]. 1 es el supremo de f(x) v ms es el infimo
de £(x}

Ejemplo. Encontrar la  suma superior e inferior de la
funcién dada en el intervalo [0,1]. sea P={0,1/4,1/2,1},
y £(x)=x2,entonces S.c(P)=(1/16)3(1/4)+(1/4)(1/4)+1(1,/2)
—-—> B—£(P)=37,/64

S—e(P)=0(1/4)+(1/18)(1/4)+(1/4)(1/2)

—=> B-r(P)=0,/64
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! f
Y N i
12
SUMA DI RIEMANN
y A
S
Fig #13
Definicidn de 1la HSuma, de Riemann. — Bea

P={%0o,X1,%2,...,%n} wna particion de [a,bl, f una funcidn
definida en [a.bl v cy€lxg—1,.%a1. con Jj=1.2,...,n Ry es

una suma de Riemann sl v solo si Re=ing=1f(cs) Oxy
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De la definicion f(ecs) no es necesariamente el infimo o
el supremo de F(x) en [wg-1,%37. Ademds f(x) puede ser
negativa parn algin x, algunos de los términos de la =uma
de Riemann R, puaden Ber negsativos. Por tanteo la suina de
Riemann no fhempre  representa una suma de Areas de
rectiangulos,

Ejemplo: Ses (@ Reeeen ( ~m, 37

X

figH# 14
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12
Halle la suen de Riemonn Rr de f para la particién P de

[O.G] en lor cnnbro snhintervalos determinados por:

Xo = 0, x1 = LB, wp = 3 » X3 = 4.5, xa = 6, eligiendo

01Xy = X3 - Xg—1

il
fask
o
N
_h
o
i
AN
ol
A
I
o

[ 8

A%1 = Xi-Xo —-» Oxy = .50 ——> Nxy = 1.5
O0xz2 = xe-x1 —-> Bxz = 3-1.5 —~> OAxz = 1.5
Axz = xa3-xz -—> Oxz = 4.5 -3 ——> Oixs = 1.5

BxX4a = Xa-xz3 ~—> Oxa = 6-4.5 ——> Ox 4 = 1.5

Re = ¥ng=1f(cy) Oxy

Re = flc1)xa+ £flecaxe +f(cs)) xat fleaixag
—— RpZ(B—lz/Z)l.5+(8—22/2)1.5%(8*42/2)1.5+(8—52/2)l.5
— Rp:(8~l/2)l.5+(8~2)l.5+(8—8)1.5+(B-25/2)1.5
“=»> Rp = 11.25 + 9 -~ .75

——> R = 13.5

LIMITE DE LA SUMA DE RIEMANN

Sea f una funcidn definida en La.bl, P={xo,X1,Xz,...,%n}
una particion de la,b] v si existe un nvmero L tal que
€>0 , 48>0, para el cual PEaflcs) Oxg -L] < &, siempre
aue ”P“ < B, L es el limite de las sumas Riemann si v

solo si 1 im [*;{ —w0 Zal(ea¥xa = L
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INTEGRAL DEFINIDA

PDefinicidn. -Hea £ una funcidn definida en [a,bl,
P={xo.x1,%2.... .2} una particidn de [a.b], 5-£(P), suma
inferior de P de f, 57e{P) suma superior de P de £, I un
ntmero. I se 1lama integral definida de f sobre f[a,b] si
¥ s0lo 51 S-p(P)= I = S5e(P). Be denota 1a integral

definida como Jb f(x)d=.
£

INTEGRAL DEFINIDA COMO EL ARTA DE UNA REGION

Definicién.—~ Sea T una funcién continua v no negativa en
la.bl, P={xo,x1.%2,....%n} una particidn de [a,b], S~=(P)
suma inferior de P de f y 5~£(P) suma superior de P de £
el ntmero A se llama dren de  la regléon limitada por f

el eje x, X=Za, Xx=b =i vy solo =i A = fb f(x)dx.
.

PROPIEDADES DE LA INTEGRATL

1.~ {b edx = a(b-a) ; ceR . = cte
=
Z2.- 81 £ v g =on Integrales en [a.h] vy ¢ € R, entonces of
f+ g v £ g ason integrables en [a,bl.

bt -

i) [1N-F(x}{T: = cﬁ““f(x)rb{

ii) Ib[j':} Fog{aYy gy = (bf(x)dx -+ [b gi{x)dx

LN

it

1ii) jbff!x) S O B T3 5oy I'PLoyde ~ jb g{x)dx

I o
J.- Propiecdo! de acdbibividad el intervalo
Bi 0 eo intemeable i ios hres intervalos

definidos por  a.b vooe. entbonces
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fhf(x)dx = fﬂf(x)dx + fb F(s)dx

= =3

Demostracicn de la rrimera propiedad Jb cdx = c(b-a)
=

cocte

Y

& b X
fig # 15
Sea T la fimeion constante definida por f(x) = ¢ ¥ xec
la.bl v sen P:{xm,xm,rﬂ,...,xn} wna particion de [a,b].
Puesto  qus on  ondn subintervaleo [xa—-1,x31, £ posee 1n
valor Coe e he o M3y Mg~ Bre(P)=Mad s -+ Mty
ek oM G
—— N R L Y A S ) 7
—-T DUy e ) g ) B
R BUee b yme (b ma
S-r(F)= it 1qa ey e e} 2tn
—— Bert 'z ware mo b, | L eh) X
- S_r(Pixw(0314ﬂan__.,ﬁﬁxn)
—— B-e(IM=c(b-a)
S—p (1) c(b-a)2 S—r(P)

(=) ds=ze (bh-a)

|

1
W
ey
BT

*ocdr=c{b-a)

—_ j‘
a2,
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Demostracion de la propiedad # 2
51 f v g son integrables en [a.b] v ¢ ¢ R, £+ g son
integrables eon fa.b] ]b[f(x) +og{x)lde = fb f(x)dx +
i =
J‘b g{x)dx
=
Hean f v £ clos funciones definidas en (a,kl,

P:{XO,XL,Hﬁ...-,Xn} mra particidn de [a.b].
S"(D):PHQJ{Jflrm)+HgQHR(T%E) M) Raremy+ S I A
(£1-m)

BRSNS LM e AMeY st PMef) Xz 4oL o M mnaek

Medl 30105

=25 (R Y =M - FMADY Sterect L L b Hena - M) 30y g4 taf) Kzat

c e My st

“m2 BTE) = 1w (R) 4 Bee(p)

=B gy (1) = M X1 wgy o+ WA X2 ( fagsyt. .+ MO X ¢ gy
> (frg) (= mﬂSX1f+mﬂﬁX1g+mzﬁxzf+mzﬁx2g+.
- - A b ) g
S(f+g)(P)ZMﬂ5R1f+mHﬁX2f+..+mﬂ3an+mﬂ3X15+m20X23+..+mA}Xng
=2 B¢ frgy (P S-rw(P) + S—a(P)

—=> Bog(P)+ SHS(P)EJb LE(x)+g(x) Jdx < 5 (P)+S—g(P)

> Jb[f<X)+g(x)de:afb £(x)dx + B g(x)dx

=8 A, kol

Propiedad Z2—1)

Si f es integrable en [a.b] v ¢ €ER., entonces cf es
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integrable en s, b] {h vf(x)dx:?[b F{x)dx

vin et
demostracion - Hea P ouons Funeion eonbinua en fa.bl vy
K, sea Pol-o mi.%a. .. . uxal una particidn de [a.b]
STe(Py=ctad v iel e s . reth Y xn

—— ST e (T Mty 2o L )

— BerCh b il Ty bomsy et L L L eme Mn
—— S—f{F§rc(mﬂ3x1¢mﬂ,xE+_..4wwﬂxn)
- cS—f(P}:£$rb E{xydusern o (F)

=L

Propiedad de aditividad del intervalo.
51 f es inteprable en los tres intervalos definidos
pora.b vy ¢ s2i a<h<ec entonces:

Jb f{x)dx = [= fx)dx + (b fx)dx

= AL <

En el caso de funciones no negativas se interpreta en

términos de area

fig # 18

<

16

L=1
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Fara demostr o woba propisdad, necesitamos probap
solamente

gue cada pariioion Pzixo. R .2, ... .5n} de fa.bl.se cumnple

S—f(P)?[c f(t)dtf{b Ly des8-2(P). Puesto que 1z

=9

[

@=PU{c} contiene a P (1) Ber{P)Z8-2(Q) ¥ S (Q)Y=5~£(P)
Qi= @ Nla,c] v Q=2=0N{c,b] son ravticiones de [a,c] v

fe.bl,

> 5-2{Q1) + B-£(@2) = B-£(Q) v 57e(Qe)+83~£(Q 2)=5-2(Q)
puesto que

S—f(Ql}ﬁJc L(L)Yaes8-£(Qy) Vv S—ﬁ(QE}SIbf(t)dtS
S—£(Qz) -

S—f(Q1)+S—£(QE)$[C f(t)dt + Jb L(t)dt=8-€(Q1) + S~£(Qz)

)

S~f(Q)EY° £{tydt + jb T{t)at=5-=(Q) .Segun (1)

LR -3

S—f(P)ﬁJc F(r) - J'b F(L)db=8—e(P)

TEOREMA DEL VALOR MIEDIO PARA INTEGRALES
ol £ es continma en Ca.b}l entoneces existe un niero © en

(a.D) tal qque [b Fe=)de = £(c)(b-a)

[y
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A
'
{
;
: 4 Ce)
]
|
1 e
o ¢ JA -
fig # 17
A
¥

fig 418

Rectangulo inserita
(Aren menor gue ol actual)
[W‘Indx o b}

W
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-

fig W19

Hectangulo del valor medino
(Aven dgual ol actual)
j“ﬁ E{x=)ddx

oa,

fig # 20

Rectangulo clrcunscrite
(area mavor que el actual)
fb Mdx =M(b~a)
Lol

19
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Pemostracion

Cago L.— 51 [ es constante en el intervalo f{a.bl. el
resultade en brivial puesto gue o puede ser cualguier

runtc en (a1

Capo 2.~ 31 1 no o conchante en {a.bl., entonces por el
teorema del o lor axbrene elegimos m v M como el infimo v

el supromo G (3 en [ b, m3f(=z)"M ; ¥ xeia.b]

=N

—— fb mels J“ Payeds = [b [

g

—= o l-a) [“ flaeyde =0 MUb-adY comno beas>Q
-3 m = (l/(hua)}fb Fl{x)dx = M ;
=3

Por el teoremn del valor intermedio cela,bl tal gue

flc) = (1f(hwa))fb f{xiydx

—— jb E{x)dx = f{e)(b-a)
=
NOTA.—~ El1l teorema del valor medio para integrales no
especifica come determinar c. Solamente garantiza la
existencia del nlmero o.

El valor de f(c), dado en el teorema del valor medio para
integrales, e le llama valor promedic de f en el

intervalo {a.b].
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AT IDEREVADA

Dada 1o der toads de ama faneion. hallar la Tfuncidn
originasl.

Ejemplo. Haliny vna  funcidn F aue  tilene la siguiente
derivada

Fi{a)=3x= Flx)y=1= rorgue  (d/dx)(x2)=3x2

Llamamos a la funcidn F  1una antiderivada de F°. Por
conveniencls usaremos la frase F(x) es una antiderivada
de £(x) ¥ su sinénimo F es una derivada de f£. Por ejemplo

ge convenienhte decir que x4 es una antiderivada de 4x8

Definicidn de Antiderivada.- Sea una funcidn continua
en la,bl, una funcién F se denomina antiderivada de f en
fa.b] 81 v solo si

i) F es continua en {a.b] v

1i) Fr(m)=f(x) ¥ x €(a,b)

En esta definicién, llamamos a F una antiderivada de f, ¥y
no la antiderivada de f. Para ver el por auée, considérese
el hecho de que:

Fi(x)=x® , T[Fz(x)=x2-5 N Fa(x)=x= + 97 son
antiderivadas de £{x)}=3x=. Esto sugiere que para
cualauier constante €, la funcién dada ror F(x)=x® + C esg

una antideriveda de .
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INTEGRAL INDEFINIDA
Definicién de Integral Indefinida.~ Sea ¢ una constante

de integracion yv F(x) una antiderivada de f la notacidn
jf(x)dx:F(x) + C se llama integracién si v solo 81 ez la

soluclién general de 1a ecuacidn dy= f{x)dx.
X ! variable de integracién
f(x): integrando

C: constante de integracion

jf(x)dx leemos como la antiderivada general de f con

respecto a  x.

La diferencial dx sirve Pars identificar a x como a 1a

variable de integracién.

El término integral indefinida s un  sindnimo de
antiderivacn general. También usaremos el término
primitiva como sindnimo de antiderivada.

La naturaless inversa de la integracidn v la derivacion
ruede ser visbs por el hecho de que mediante la

sustitucidin  de (%) por (x) .
JF’{X)dKZF(-J 41
La dntegvacion em la inveron de la derivacicn. Ademis, @i

ff(x)dx:F(xiiﬂ, AL OReon (d/dx)[!f(x)dx]m(d/dx)[F(x)+G]

— (d/dx)fjﬁ{a)dx]: IFi{xy=t{s)
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La derivacion es la inversa de la integracidn.

TEOREMA TFUNDAMENTAL DEL CALCULO
Bi una funcién f es continua en el intervalo fla,bl
entonces Jb F{x)dx = F(b)-F(a), donde F ec cualguier

funcién  tal que

Fi{x)=f(x) ;1 ¥ Efa,bl

Lk TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
Sea £ continua en [a,b] v sea G una funeion definida

dela forma G(x):jx E{(1)dt entonces G(x) es la
L=

antiderivads de f(x) cn [a.b]. x€(a,.bl G (x)=f(x)
Demostracidn

Gz =) = IM*O“ RGN

—=» G(xih =) H(x)r[ﬂ*ﬂx f(t)dti[x fitidt

I

i

~e G0 =) “{x;rJ“ﬁﬁx T(t)dtwf“f(t)dt

4o,

——> G(xi} W{xix[ﬂﬂﬁﬂ Flt s

Utilizondo o4 Loaremn oot vrlor ancdlio para integral
CrRToai e

‘[H*éfc E(vodt (e iy =

3t

(b(xdﬂx)mG(x))ﬂ3xxf(C}

lim £(e¢) = 1lim ey =f(x)
Ko €t
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1im(G(xdx)Nx = F(x)
O x—>»o+
G {x)=1im(G (x40 x)~G(x) )M x =F(x)
B x->0

Z.— THEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (Newton y Leibniz)

Sea £ continua en [a,b] v sea F(x) cualquier antiderivads

de f(x)} en la.hl, entonces Jb T(x)dx=F{)-F{a)

L2 Y
Demostracicn

G(KJZJK £

fﬂ ECE dbeb oy v o

Lo
PR -—
= =

l‘:\ FCLyell mpeny 4 = O

c=-F(a)

fx fCLydo=ki - Fia)

zi x=bh

jb fiL)at=I"tt)- Fa)

&

COROLARIO

81 £ es continua en [a,b] v ¥ es cualquier antiderivada
de £ entonces:

fb f(x)ds = F(X)lba = I{(b)}-F(a)

L
Ejemplos.,
Bvaluar la siguiente integral como el dres bajo la curva

de la funcidn
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al fb kd=
RS
Solucidn

51 f(x=hk = iRtk em unng primitiva de T

fb k= F(f)[bn s By -Fla)

LN

wmbfb hdamzb o b,

kol

Bkl Bhelon

—— fb kdxohihn

a

a [
fig # 21

Evaluar la siguiente como el Area bajo la curva

b) IB ®xdx
1

Solucién
5i f(x)=x -—> F(X) = x2/2 es una rrimitiva de £

- fﬁ xdxzﬁ(x)|51 =F(B}-F({1)
1

—-—> fﬁ RAN=RE /2] By
1

- J5 Xduw=h=2/2-12/2
1

— jS xdx= 20/2-1/2

e
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Bl [5 xued s
4,

v

fig #22

Evaluar 1a siguiente integral come el drea bajo la curva

C} fz X2dx

-2

Si f{x)=n? —ws Mx)=u2/3 ae una primitiva de f

—

T [® sRAxsR() | 2oas R(2) - pog)

- fz x?dy:xa/sz—z
—

——2 JZ FEAdm=0ms0 - (—232/3
-2

= < EUAN=8/8308 03
-~
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fig.h
Bvaluar la =ziguiente integral

d) IB (x2-2xydx
<

Solucidn

——— j"‘ HE L A w0 = (-0

27
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—— fB (22-22)dx=(27,/3-0) —(9-0)

- IB (x2-2x)dx=9-9

—— jB (x2-22)dx=0

Significa gue el Ares bajo el eje x es igual al drea

sobre el eje % de la funcidn dada

Tig #7324

GUIA PARA LA PUEGRACTON

]

L.~ HMemorizar tas copresiones matematicas de integracion
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Halls:r ana oxpresion  mabematlca de integracidn gque
Be e e o Lewleas o n parte  del inlegrando . a
fuerns e prachan encontyar un cambilo de u gue
haga e e intograodn se ajuste  a 1 expreslén
matemnmsl loa.

3.- Bi no puede hallor una u-sustitucién que funcione,

inténtelo de nuevo cambiando el integrando.

Puede

probsy con una identidad trigonométrica, dividiendo

o sumande v restando la misma cantidad.

INTEGRACION POR SUSTITUCION (TECNICA)

El papel de la sustitucién de la integracidn

es

comparable al de la regla de la cadena en la derivacidn.

Recuérdese que para las funclones derivables dadas

por

y=F(u) v u=g(x), la regla de la cadena egtabhlece que:

(d/ax)[F(a(=))] = F(a(x))g (x)

£, METODO DE SUSTITUCION

Dada la integral indefinida yf(g(x} g’ (x)dx, sea u=g(x) V¥

u=g (x)dx. 81 F es una antiderivada de £, entonces

Jf(g(x))g'(x)dx:‘f(u)du:F(u) + ¢ =F(g(x)) + C

Teoremn. oca T conbinus en fasyshl . sea v una funeion
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P

con unes derivioeln coalbinon voen oefxid},

v(d)=h.

Entonces, =i a-v=Eh, e bicne

Ibf(y)dy:rdf[v(x)]v’{x}dx

& -JCZ:
Demostracion. - bea g(y):j?f(t)dt.

Como {g{v(x))} =g [vi{x}liv (x).

v gea vic)z=a ¥

Entonces giv(x)] es una primitiva de g l[v(x)lv (x).

Por el teorema fundamental,

jdf[v(x}lv’(x)dx=g£v(x)]|dc

jdeV(x)}V’{x}dxz glv(dyi-glv(c)]

(=3

fdeV(X)jv'(x)dxxg(b)wg(a)

L=

jdeV(X)]V'(X)HYZbe(y}dy

[

Ejemplo. BEvalvsy la integral mediante la

a) fl (X213 dy

o}
Solucidn
Ses usxT-1 —- - dnslnds
para x=0 , 1o 1 para a0l wsl

1 J Lo(mE- L) O aehedn

) Joel

sustitucidn u

30
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—— Jl (x2~1)42xdx2[u5/5]°~1
o

et 51 (x2-1)42xdx=1/5
Q

b) Evaluar la integral mediante la sustitucioén u

fl w(x2+1)3dx
o

Qes n=x2Z+l —2 gu=2xdx ———2 du/2 = Xdx
DaXE w=0, u=l; DPATE w=l, wu=2

m—>£1 X(X2+l}3dle/2[2 u2du
o 1

oorl x(x2+1)2dx=(1/8)ut|F2
<

x(x2+1}3dxt(if8)[16»13

Eiemploe:
Desarvollny 1n mipuiente integral indifinida

&) J 3(3x~-1)4d

Solucion

E 8(3x~i)4dx:\tﬂx-L}“3dx

ed el e T Bk 14 5.3

o ES
%nhiu". 0'9 o QPOI.
Eencias ‘l_{u'em’-
N H"' e aticas
——r J(Bxﬂl)43dx“(u4du ¥ Homero (i1 {00
“« +gas
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-—> f(Bx"l)43dx=u5/5 + C
—=—> I(BX—1)43dxz(3x—l)5/5 + C

b) Desarrollar la siguiente integral

f(2x+l)(x2+x)dx
J(Zx+l}(x2+x)dx:f(32+x) axer 1y dx

D1 um xE4x cenodum{Zu b yds

—— f (== 004 )dx:judu
- [(Rz+x}rﬁf+1)Hx:n9!; A+ 4L

— > J(:&ziiiitf“lz?)fh1$(§324'f),/z oo

RESUMEN PARA LA THTEGRACION POR SUSTITUCION

L.~ Elegiy wer mosbitneion nog{s). Por lo general,
mejor elosir la  parte  interior de  una funcidn

compuests., poyr ejemplo, una cantidad elevada a una

rotencin.

2.~ Tvaluayr ol diferencial dus g {(x}ldx. Anotar cualquier

factor k de g’ (x) aue no sea un  factor del

integrando dado
.— Reexpresar el integrando en la forma Tluw)(dusk).

3
4.- Bvaluar la integral resultante en términos de u

5.- Deshacer la sustitucicn para obtener una primitiva

en términos de .

32
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EXPRESTOMES MATEMATICAS PE INTEGRACION

1.~ fundu:unﬂl/(n+i) + {0 n -1

N
/

J‘(ill,/ti ::>I;|{ :1! +

4. - [&en uel e o

[y
H

[eos udnun o

85, - ]“hgtului:m]‘vﬁcw'm :1] Pt

- }cﬂg@ldeeh-gsrwa u! S

8.- J&ec udurlnlwea T E S P ) A

8. - [coser udnt_lnlcoaec w + cLg u| 4+ C
10.- [secZudu=tg u + C

1.~ [cosec® udu =ctg u + ¢
J

12.- jsec ubg uduy = sec 1 + O

13.- Jcosec u ctyg vdus=-cosec u 4+ O

EJERCICIOS

Calcular sz sen x3ddx

bolucidn

Sea uzx® ~==> du = 3x=2dx -=> du/3 = x2dx
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—— sz gen ®Rdx
—— sz sen

-2~
ot L‘i}\:

—— j‘xz

54

Jaen w (du/3)

xﬁdx:(1/3}jsen udu

(1/3)cos U + C

—— sz men XX =~ (1/3)cos =2 + C
Ejercicilo # 2

Calecular: j(Zx/(x+1)2)dx

gi u=x+l —ew dus 4, w= u—1

-3 J(Zx/(x+1)2)dx

—_ y(Zx/(x+l}2dx

—— J(Zx/(x+1)ﬁdx:

I

- I(fo(x+1)2dx

— X(in(x+1}?dx

I((Z(u~l)}/u2)du
Zj‘[u/u2 - 1/u®ldu
Zjdu/u —Zjuﬂzdu
Zlnlu]

_ g(u-i/-1y ¢ C

Zln\uk 4 2/ + C

—— S(Zx/(x+l)?dx = 21n\x+l\ 42 (wEd) C
Liercicio g 3

Calcular J(R; 1y =dn

&y um YR 7 1 wodn = AdE. e O du/2

- J(2x~1)1xv4i

—_ J(Exai)ﬁffd'

[nlﬂﬂﬁdufﬂ)

{ l,f’ii’.)J'u-‘--"f’—du
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-2 f( 2x~1)32dx
—> I(zx—ijl/zdx

- J(wal)lfﬁdx

it

1

(1L/2)(us72/(3/,2))

{(1/3)yu=2 + ¢

(1/3)(2x-1)2-2 4+ O

+

C

35
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CONCLUS10N

Este trabsjo es realizado para alumnos del Colegio
que estan iniciando el estudlo del Cdlculo Integral,
al revizor el wilismo., tendrd una visién mée clars de

los conorimlientos gue ha recibido.

Wl mébenlo nhilimada  pars integrar es el de

custitveicn, pava inlegrsles definidas e indefinidas

Dag reywonenbneiones FraAT Lann B8O loas mass

Tamilirroes de ton enlbondinoles
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