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INTRODUCCION

En los tiempos actuales muchos problemas que surgen en la
Ingenieria, Economia, Biologia, ete. conducen a sistemas

de ecuaciones lineales.

En una prueba de diagnéstico de matemdticas aplicado a
109 bachilleres aspirantes a ingresar a la ESPOL el 13 de
febrero de 1994, en lo 4que concierne a matrices y
sistemas de ecuaciones lineales se obtuvieron los

siguientes resultados :

1) Un 28B% resolvid correctamente el determinante de una
matriz.

27 56lo el BX calculd correctamente la matriz inversa.

3) El 13% supo plantear un sistema de ecuaciones
lineales.

4) Nadie lo calculdé por el método de Gauss 6

método Gauss—Jordan.

5) S6lo un 10% lo calculd utilizando otros métodos.

Con estos resultados podemos notar gque siendo el algebra
de matrices y la resolucidén de sistemas lineales, una de
las aplicaciones mads importantes de las matrices, su

estudio ha sidoc muy limitado.




Por lo tanto esta monografia brindara 16s conocimiento

10}

necesarios para =1 estudio del "método Gauss-Jordan para
la resolucidén de sistemas lineales”, la cual consta de 2
partes, los CAPITULOS I vy II que son DEFINICIONES e
ILUSTRACIONES de SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES vy
MATRICES y el CAPITULO III trata especificamente sobre
los METODOS DE GAUSS Y GAUSS JORDAN, 1los cuales nos
resuelven todos los casos posibles de sistemas de

ecuaciones lineales.

Esta monografia esta dirigida a estudiosos que deseen
tener una base sélida para el estudio del Algebra Lineal,

Ua 4




El objetivo principal de este capitulo es ordenar las

Qefiniciones sobre sistemas de ecuaciones lineales para
poder hablar en un mismo lenguaje matemdatico, evitando
asi la dualidad.

Otro objetivo es también el de relacionar el algebra
lineal v la légica matemdatica.

En muchas aplicaciones de la teoria de conjuntos, se
considera solamente subconjuntos de un cierto conjunto
bien definido, dicho conjunto se lo denomina conjunto
referencial Re.

Definicidon.- Sean a € Re yv p(x) una funcidén, p(x) es un

predicado si y sélec si al reemplazar x por un =lemento

cualguiera "a" iel conjunto referencial, p(a) es una
proposicion.

Eiemplo 1.1 :

35 p(x): X es igual a x

ii) gixy: = > 10



Definicién.— Sean a € Re, p(x) un predicado , Ap(x) es el

conjunto de verdad del predicado p(x), si sdélo si p(a)= 1

(verdadero) yv a € Ap(x).

Ejemplo 1.2 :
Si Re = {1,2,3,...}, el conjunto de verdad de p(x): x es
impar, es Ag(x)=11,3,56,...}.

1.2.- Ecuacién lineal de n incégnitas.

Definicidon. - Sean ai, az, --s38n v b constantes
numéricas reales ; Xi, X2, ... Xn variables reales ; una
ecuacién es lineal de n incégnitas si y solamente si es
una expresién de la forma aixitazxz+...+anXn = b, donde
no todos los coeficientes ai son iguales a cero.

Nétese aque cada ecuacidédn es un predicado de n variables

al que denoto pi(X1i,X2,...%Xn) = p1(X)

Ejemplo 1.3

p{xX1,X2): x1-x2=0 es una ecuacidén lineal de 2
incégnitas.

P(xX,y¥,2): 3x+2y-6z=7 es una ecuacidédn lineal de 3
incégnitas.

p(s,t): 4s-2t2+4=0 no es una ecuacién lineal, pero si
un predicado.

pixXi,xXz): xi-1ln xgp = 6§ no es una ecuacidén lineal.

p(xX,y,2): x+y-z =log 100 es una ecuacidén lineal de 3

incégnitas.



1.3.- Sistemas de ecuaciones lineales.

Definicién.- Sean E1ds Aae SR L - e R o
bi,bz,...,bm, constantes numéricas reales, Xi,XzZ,...,Xn

variables reales la expresiodn:

o U4 e 811X1 + 812Xz + ... + ain¥n = ba
pz(x) : aizxXi + agzxz + ... + aznXn = bz
Pm(x) : amiX1l + &8mzXz2 + ... + amnXn = bm

es un sistema lineal de m ecuaciones con n incdégnitas,

donde no todos los coeficientes aij son iguales a cero.

Cada ecuacidén lineal del sistema es un predicado Pi(x);
i O PR | donde - PalX) = <pal¥i,X2, ..}, entonces
Pr{X)AP2(X)A ... APm(xX) = p(x) es el predicado compuesto
por la conjuncidén de predicados de todas las m ecuaciones
lineales.

m ecuaciones ===> m predicados y

n incégnitas ===> n variable en cada predicado pi(x)

El primer subindice 1, sitiia a la aiy en la i-ésima
ecuacion del sistema, el segundo subindice j ubica a ésta

como el coeficiente de la variable j-ésima, x5, del



sistema. En particular azi, se encuentra en la segunda
ecuacién y es el coeficiente de 1la variable x1 en dicha

ecuacidén.

1.4.- Solucién de un sistema de ecuaciones lineales.

Encontrar la "solucidén" de un sistema lineal de m
ecuaciones v n incégnitas es encontrar el conjunto de

verdad Ap(x) del predicado compuesto p(x).

Definicién.- Una sucesidtn e¢i1,C2,..-35 Cn de numeros

reales es una solucidén del sistema de ecuaciones lineales

pa{®)s AraXy 4+ BigRe + ... -+ ain¥n =z asiende { ieZd+/
I=smit sl y solamente si los valores > o = = T donde
{je2+/ 1=£j=n} satisfacen todas vy cada una de las

ecuaciones del sistema.
oF pife )= P l01sCe s ccaen ] s oentonoes
pr{ec)Apz(c)A ... A Pmn(c) = 1 (verdadero), se dice que c

satisface el predicado compuesto.

1.5.- Conjunto solucidén de un sistema de ecuaciones

lineales.
Definicién.- El conjunto de todas las soluciones de un
sistema de ecuaciones lineales se llama conjunto
solucion.

El conjunto de verdad del predicado para sistemas de

ecuaciones lineales es el conjunto solucién del sistema,




-

es decir Aps(x). Este conjunto puede ser el vacio,
unitario o con infinito ntmero de elementos. El cual es
subconjunto de R»r 81 el sistema tiene n incégnitas,

entonces Rn es el conjunto referencial Re.

Ejemplo 1.4.

Hallar 1la solucidn del siguiente sistema 1lineal de 2
ecuaciones con 2 incégnitas: solucidn tnica.

piix:y)y * x + 2y = 4

pelxsy) 0%~ oy =4

Aplicando cualquier método ya conocido o por "operacidn
retina” nos podemos dér cuenta que la solucibén es x=2 y
yv=1, ya que reemplazados en las dos ecuaciones, se cumple
la igualdad, es decir:

P1(2,1)AP=2(2,1) 8 1 (verdadero)

La solucién del sistema es el par ordenado (2,1) € R2 y
puesto que p(x) = pi1(x,¥)A pz(x,y), entonces

Ap(x) = { (2,1) } CR=,

Ejemplo 1.5 : Sistema con infinitas soluciones.

5 e A~

2x-2y = 4

los siguientes pares ordenados son soluciones:

{2503, £3:1), (4,2), (5,3)5 (-4,-6); (—3:-D), 1,1k}
es decir que el conjunto solucidén es:

Ap(x,y) = {(x,¥)/ y=x-2, x € R } CR=2,




]
1.6.- Sistemas de ecuaciones consistentes e inconsis-
tentes.
Definicién.- Un sistema de ecuaciones lineales es

consistente o compatible si vy s6lo si tiene por lo menos
una solucién, es decir si -(Ap(x)=h).
Caso contrario es inconsistente o incompatible, es decir

An(x) = 4

1.7.- Sistemas homogéneos y no homogéneos-

Definicidon.- Un sistema de m ecuaciones ean —n
incognitas ( AXx=b en forma matricial gque veremos mas
adelante ) es homogéneo si y s°lo si todos los términos

constantes son iguales a. cero ( AX=0«, v € Rm ).
Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es la
conjuncién de m predicados de la forma:

palR) s PEHY 1N Fraaeie b cid teane = 00 SRS S L sy

Se puede probar que todo sistema de ecuaciones lineales

homogéneo tiene por lo menos una solucidén llamada

gsolucién trivial : c1=0, c2=0,...cn=0.

Un sistema de ecuaciones lineales gque no es homogéneo se
llama no homogéneo.

Ejemplo 1.6 : Un sistema homogéneo con solucidén trivial.
P,y i 2% '+ 3y = @

0

Il

Pelsar) s 3w b By




Si encontramos el conjunto solucidén por cualgquier método
es: Ap(x,y) = {(0,0)} CR=2
Ejemplo 1.7 : Un sistema homogéneo con infinito numero de

soluciones.

o

pa(p;q,r): P -3q +r
pz(p,q,r): 2p -6g+2r = 0
Determinando, su conjunto solucién es:

Ap(x,y) = { (p,q,r)/p=3g-r; q,r € R } CR=3
Ejemplo 1.8 : Sistema no homogenéneo.
pali®) & datxg =3

X

I

pofx). = Ri—N=
Donde pi(x) pz(x) = p(x)
Su conjunto solucibén es:

Ap(x1,x2) = {(2,1)} €CR=2

1.8.- Sistemas equivalentes.

S5i dos ecuaciones tienen el mismo conjunto solucién, son
equivalentes.

Se dice que dos sistemas lineales 8on equivalentes si vy
s6lo si ambos poseen el mismo conjunto solucidn.

Ejemplo 1.9 - Si se observa el sistema I.

—
Pk = 1

R SR S ==> Ap(x,¥,2) = { (1,2,-1) } CR®
| #= =]



y se pregunta por la solucidon de éste, se ve que no hay

necesidad de hacer cdlculo alguno pues la solucidén esta
escrita explicitamente en el mismo sistema.

Sin embargo si se observa el sistema II.

—
[ Spalit,¥,8) ¢ 2 ¥ + B 252

TE. = @ - polm Vg ) 5 By & o= =4
| pa(x,¥v,2) : x -y + 2z = -2
£

Aplicando cualgquier método conocido nos damos cuenta gue
el conjunto solucién es la terna ordenada (1,2,-1) € R=3,
es decir que

AP(X:V,Z) = {(132:_1)} CRB

por ser los sistemas I y II con tres 1incédégnitas y con el
mismo conjunto solucidn podemos decir que son equivalen-—

tes.

1.9.- Representacidén grafica de un sistema de ecuaciones

Todo conjunto solucién de un sistema de m ecuaciones
lineales con n incégnitas es un subconjunto de Rn,
representar graficamente un subconjunto de R4, RE, ...Rn

es imposible, pero en R® y R2, es simple.



Ejemplo 1.10 : Sistema con solucién unica.

Considere el sistema

25 0 i L B0 L

palix,y) ® ~ =0

Por el método de eliminacidén nos damos cuenta que existe
una sola solucidn y es el par ordenado (1,1) € R=.

Ver diagrama 1.1 (pag# 11).

Ap(x,y) = { (1,1,) } ; Ap(x,¥y) CR=2.

Eiemplo 1.11 : Sistema con un numero infinito de
soluciones.

Considere el sistema:

DR RE)a s oy oy

pa{x,y) z.2x +2y = b

Estas dos ecuaciones son equivalentes (Definicién 1.8,
pag#7), puesto que podemos multiplicar una ecuacidén por
una constante diferente de cero, sin gque tal ‘“operacidn”
altere el conjunto solucién. A fin de comprobar esto,
multipligquese la primera por 2. Su representacidén grafica
es la misma, por lo tanto tiene un nuamero infinito de
soluciones. Por ejemplo los pares ordenados siguientes
son -solooclonel: “(=1.3:90, " {0:2.08), (1,1.5): {&€:0.5) (3.~
OiS ) a{a,~1b}.

Bple.y) = { Ax.¥y) S y=2.b-x, x B » & RE

Ver diagrama 1.2 (pédg# 11)
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Ejemplo 1.12 : Sistema inconsistente.

Considere el sistema:

s (S 1 R IO R O

pelX. .y ity e ¥ 240

Este sistema lo componen dos predicados (ecuaciones) gue
se contradicen, la primera '"'pide"” dos numeros que sumados
sean igual a 2.5, y la segunda ecuacién pide que estos
mismos nUmeros sumados sean igual a 4.5, lo cual no es
posible, por lo tanto este sistema no tiene solucidn, es
decir que la solucidn es el conjunto vacio ®, subconjunto
de RZ2.

Ap(x,¥) = & ; Ap(x,y) €CR=2.

Ver diagrama 1.3 (pag# 11).

En K2 son tres los planos gque se intersectan en un punto,
su solucidén es tunica, a veces la interseccidn es una
recta o puede coincidir que los tres planos son
equivalentes v el numero de soluciones es infinita, o por

ultimo los planos son paralelos y no existe solucidn.

En Rn estos son los tres tipos de conjuntos de solucién
posibles: solucidn tnica, infinitas soluciones =

inexistencia de soluciones.
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1.10. Variable libre del sistema de ecuaciones lineales.
En un sistema de ecuaciones lineales una variable es
libre si y sdlo si no le afecta el cuantificador
universal; es decir que la variable puede tomar cualguier
valor numerico real y ser un elemento de las n-tuplas del
conjunto solucidn.

En todo conjunto solucién de un sistema de ecuaciones de
un numero infinito de soluciones existe por lo menos una
variable libre.

El conjunto solucién a un sistema de m ecuaciones
lineales con m incdgnitas nunca es Unica 8i n > m .

Aqui hay por lo menos (n-m). variables 1libres si el

sistema tiene solucidn.

En el ejemplo 1.11 de la seccién 1.9 (pdg#9) tenemos el
caso de una variable, el cual fue escrito de la siguiente
manera:

Ap(xX,¥) = 4 . (x,y)/ " y =2.6=x, x'8 R } (1)

Agqui la wvariable libre es x.

Pero no es 1la unica forma de representar a este conjunto
solucidon porque también se lo puede hacer de la siguiente
forma:

Ap(x.v) = { (x,¥) % =2.b~y, YER } (2

Donde la variable libre es y.
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Las dos expresiones del conjunto solucidén son diferentes,
sin embargo, como las variables libres =x y ¥ varian sobre
todo el conjunto de los numeros reales, las dos
expresiones describen al mismo conjunto solucidén (1) una
solucién particular es (1,1.5). La misma solucién se
obtiene del conjunto solucién (2) haciendo x=1.

En conclusidn esto nos demuestra gque un mismo conjunto
solucidon puede ser expresado en mas de una forma
dependiendo qué variable & variables se tome como libre.
En el siguiente capitulo ilustraremos sistemas de

ecuaciones lineales con mas de una variable libre.




CAPITULO ITI

MATRICES CON ELEMENTOS REALES.

2. DEFINICIONES BASICAS.
2.1_Matriz real.

Definicién.- Sean dos conjuntos A y B € Z+;

A =" liis1,2, L 0m), Be{0/3=1,8, 00 .,n) unali futicion ¢, de
AxB a R, o se denomina matriz si y solo si, a cada par
ordenado (i,j) € AxB le asigna un numero real aig

La representacién de una matriz =s un arreglo rectangular
de m filas y n columnas, que describimos a continuacidén y

con la cual permaneceremos en el desarrollo de este

trabajo : — =
foaifns s a3 ... @i |
| agi’ Aage ... B2n |
R ¢ « € Mmen
| |
| «8m1 am2 .:. amn |
b 2N
donde
g(l,1) = ai1
glils2) = a1

11

o(m,n) amn
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Se denotara a las matrices como A € Mmxn(R) ¢ Mmxen(C) que
"se lee" matriz A que pertenece al conjunto de todas las
matrices de m filas y n columnas, (R) cuando aiy € R
donde R es el conjunto de los numeros reales y (C) cuando
aig € C, donde C es el conjunto de los numeros
complejos.
Como solo vamos a trabajar con matrices reales usaremos
siempre Mmxn(R) = Mmxn por simplicidad.
A € Mmxn de aqui en adelante la representacién de A serd
A =( aijy ), 8e dice qgque aigy €8 el elemento general,
donde el primer subindice i, de los dos que tiene el
elementc aiy sittia a ais en la i-ésima fila, el segundo

subindice j, la ubica en la j-ésima columna de la matriz.

2.2. Matriz cuadrada.

Definicion.- Sea A € Mmxn(R), A es cuadrada si y sélo si
m=n, slendo m,h 21 ym, n = £ m,n £finitos.

Si =( m=n ) la matriz es no cuadrada.

Ejemplo 2.1 : Matriz no cuadrada compleja (m*n).

ey =1
Cde0.5 73 Yamwl

B | | . A€ Maxa (C)
| i+2 45007981,

LAZ 4




Eiemplo 2.2 : Matriz cuadrada real (m=n).

{5 7]
B =] '4 Sen «x [, B &' Maxz (R)
| ™ log 8 |
L b
2.3. Matriz cero.
Definicién.- Sean i,j € Z+ sea ademds QO € Mmxn, O es una

matriz cero si y s6lo si Vi y ¥j, ais = 0.
Ejemplo 2.3 :

Q:IOOOO| € Moaxa

2.4. Matriz Diagonal.
Definicidén.- Sea A una matriz cuadrada (A=(ai13) € Mnxn ),

A es una matriz diagonal si y solamente si Vi y ¥j, i3

a1y = 0 y existe al menos un aiy , i=j, tal que -(ai13=0).
Ejemplo 2.4 :

fi 53] g =

e W Ry el
A= | O e 0| € Maxa D= [-0°58: Q [ & Mo

s e | L o 2 N 5

s ) o i

Conclusion : A y D son matrices diagonales 3x3.



17

2.5. lgualdad de matrices

Sean A = (a13) v B = (b1iy) matrices en Mmwxn ; A y B son
iguales si y solamente s8i aiy = ba1g ;3 Vi (1 =i £ m),
Biovl = O o8 nludande 1. e mn e n e AT Es decir cuando

todos sus elementos correspondientes son iguales.

2.6. Duma de Matrices.
Dos matrices Ay B se pueden sumar si y solamente si A y
B € Mmx¥n. La suma A+B = (ai13) + (big) = ( aig + big) ,

Eijemplo 2.5 :

= ) e 2
A= e W Bz i -2M e
O R Rk
= £t o o] |
Ve T
A+ B=| 3+2% 2n |
| %2 3/4]
e -

2.7. Multiplicacidén de matrices.

La multiplicacién de dos matrices AB estd definido si vy
solamente 81 A € Mmxp Vv B € Mpxn. 81 tal multiplicacidn
de matrices estd definida y es AB= C, entonnces C € Mmxn.
Para encontrar el elemento cij distingase la fila i de

la matriz A y la columna j de la matriz B. Multipliquese



i8

los elementos correspondientes de la fila y columna vy a
continuacidén sumese algebraicamente los productos
resultantes (véase la fig#2.1). Es decir el elemento ci3

estd definido asi:

ci3 = aiibig+aizbzy + ...+aipbps para i€Z+/i=1,2,...m ¥y
JEG L= R, . . T
Amxp Bpxn
columna
s T e J 5t
| aii aiz ... 8ap | | bii biz .TEZST. bin |
: !
o amy eez .l Eee || ‘bay bl -jbzaj- bzn |
P | |
fila” 1 . B hor ] i N s
3 P Semo s iy |
i | a11 e12 ... Gap:| | - . Wl g Tghie o o
L—— = R P B A S 08 | ; |
| : S5 PR R SIS S LY
I Smli 8Em2 ... Smp l l bpl bpz - bp.‘}: - bpn I
B |
L & . o
columna
o J 3
| @11 OxR. Case . Cin 2]
| cel CRa . OBy . Cani |
£Aln ] . 4 b T s AL |
e gt
;! | B Bas .l 053, . Bam figura# 2.1
e e
el S
I Cml CmZ . CmJd - Cmn I
i 1

Cmsen
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Ejemplo 2.6. Si

R ol I Ei
2 | -6 |
A=} =5 = P N et 7
oy e |—2|

| A ==l

Determinar AB.

AB estda definido pues A € Mz2xz vy B € Maxi, AB &€ Max1.

[35E iz i A T 3]
e T T e | (2)(-8)+(-3)(7)+(4)(-2) |
AB-= =8 - 8 -T [ 0T 5 P8 B (TlaT M2y
— e O e = L
S o)
e T3
AB = | -41 | € Maxa
L
=2 =

2.8. Matriz Identidad.
Sean A € Mmwxn € In € Muxn, In es la matriz identidad nxn
81 v solamente si Aln = InA = A.

También se puede decir que e€s una matriz diagonal tal que

para todas las aiy; i=j, ais = 1.
Ejemplo 2.7 — -
[+ 3 G 0
Is=] 0 1 0| € Maxs
v g O

== hida)
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2.9. Inversa de una matriz cuadrada.

Sean A v B € Maxn, la matriz B se llama inversa de A si y
solamente si AB = BA = In (matriz identidad). Es decir
es la 1inversa multiplicativa de A. Usualmente a la
inversa de A se la denota A-1, por lo tanto AA—-1 = A-1A =
In.
Decimos que una matriz A es invertible, regular o no
singular si tiene inversa. Sin embargo, una matriz A
puede no tener inversa; en cuyo caso se llama no
invertible o singular.
Ejemplo 2.8 :
" ST 3 I T
La matriz A= | 2 1 | es invertible,ya que B= | 2 -1 |
|3 2| -3 2 |
o <zl Lo 4

es inversa de A, pues

S S e =
AB=fpop 0 T By
G

— e M L

BAS G S e




Mds adelante estudiaremos un método para hallar la matriz

inversa de cualguier matriz invertible.

2.10. Forma matricial de un sistema de ecuaciones
lineales.

Una de las aplicaciones més importantes de las matrices

es el tratamiento de sistemas de ecuaciones lineales

algebraicas.

Sean A € Mmwxn, X € Mnxi y b € Mmxi definidas de la

siguiente manera

e . k= Tl s oy

| @ad a2 . Bdn F S or S <

| &=a az2 ... &z2a ] TRy o e Bz
L 2k ol %] e i SN |

I | | | | I

| | I | | |

| ami amz ... amn | F [

= 1) jieat -] L Y
Y ademds supongamos la ecuacidén matricial AX = b, veamos

lo que sucede

e e e e i il
rais - axw Ban | XL ] Poateds |
| azi “aga az2n | | == | e
I = Sk L I
| L ] | I |
I | | I I I
| @mi &8m2 ... 8mn | { En | |  bm |
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Desarrollando la multiplicacidén de matrices nos gueda

il 3z PR
|83k = B0y L . o AlakL | o by ]
| azixz + az2xXz +...+ aznx2 | v e
A iy e
f o o P | 7 i
[ Sy | L
| @mixi + amzxXz2 +...+ amnXn | | bm |
7L AL by el

Siendo ésta una igualdad de matrices podemos establecer

que
ai1ixi + aizxXe +...+ ainxi = ba
azixXi1 + azz2Xz +...+ aznxXi = bz
ami1X1 + am2Xz +...+ amnXli = Dm

que no es mds que un sistema de m ecuaciones lineales con
n incégnitas, es decir gque la forma matricial AX = b es
una forma compacta de escribir cualquier sistema de
ecuaciones lineales.

A usualmente se llama matriz de coeficientes del sistema,
a X se la denomina matriz de las incbégnitas del sistema y
b es la matriz de los términos independientes del

sistema.



2.11. Matriz aumentada de un sistema lineal.

Definicién.- Sea A € Mmxn la matriz coeficiente y b €
Mmx1 la matriz de los términos independientes de un
sistema lineal, una matriz es la matriz aumentada (A|b)

de un sistema si y solamente si:

[ = =
LT e T S e
I azl azZ ..« 88n [ b= |
| i |
(Aib) = | | € Mmx(n+1)
| . |
I aml SmZ ... amn : bm I
| P -

2.12. Operaciones elementales sobre filas de una matriz
aumentada de un sistema lineal.

Las siguientes operaciones se pueden hacer obteniendo

"matrices equivalentes".

1.- Intercambiar dos filas cualesquiera de la matriz.

2.- Multiplicar cualquier fila de la matriz por una
constante distinta de cero.

3.- Reemplaza cualquier fila de la matriz por el
resultado de sumarle un multiplo de cualguier otra
fila.

S1i observamos la matriz aumentada de un sistema de m



ecuaciones con n incégnitas, notamos que ella contiene la

informacién necesaria para ''resolver” el sistema, y que
por medioc de las operaciones elementales podemos

transformar este sistema en otro equivalente.

2.13. Forma escalonada por filas reducidas.

Definicion.- Una matriz estd en forma escalonada por
filas reducidas si y sdlo si se cumplen las 4 condiciones
siguientes:

1.- Todas las filas cuyos elementos son en su totalidad
ceros (si las hay) aparecen en la parte inferior de
la matriz. |

2.- El primer numero diferente de cero ( a partir de la
izquierda ) en cualgquier fila gque no contiene
solamente ceros, es 1.

3.- 2i dos filas sucesivas no contienen solamente ceros,
entonces el primer uno en la fila inferior ocurre
mads hacia la derecha que el primer 1 de la fila
superior.

4.- Cualquier columna que tenga el primer 1 de una fila

tiene ceros en las demds posiciones.

2.14. Forma escalonada por filas.

Definicién.- Una matriz estd en forma escalonada por
filas si y s6lo si se cumplen las 3 primeras condiciones

de la definicidén anterior.
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LA

“ng b
Ejemplos 2.9
Las matrices dadas a continuacidén estdn en 1la forma

escalonada por filas reducida:

e = = = [T 2
Pl id s o e BV R Sn G e B
U < gty S O hdy Pk e g adi 0N S-
o SR e R e SR < e | B0 2T - 09700 |
o =i il = g <
I o i el
S el o8 A Ll W LSS
e dd - k. =1 SRR o S
bt wd b .l

Eiemplos 2.10.

Las matrices que siguen estan en la forma escalonada por

filas:
P i = e T =
L e 2 b R A e S e
i.| @i e | 1l g | R e | ki I 55 L o & |
| &g -1 0 S LA g R -0 0 8
L i fo= % {os i
 FRE o | e |
5 15004208 [ v | s
| 00 1.2 | PR TSR




Ejemplo 2.11. Dada la siguiente matriz:

iy, 1o PRy
N s kg el D A e

T gl Sl s et R

| =

Con un ejemplo veremos gue usando las tres operaciones
badsicas Unicamente sobre las filas, la matriz se puede

transformar a la forma:

= 5
SR S . R R SRS
A" = E ¢ R & R € Maxs
e o T = e A T
e o gl G R
Determinar a y b — — .
NOTA : Estas matr;ces no son iguales, por lo tanto no

podemos usar el signo de igualdad, en su lugar usaremos =
para indicar que las matrices son equivalentes.
Multiplicando la cuarta fila por (-1), (-2) vy (-5) luego

sumando a la tercera, segunda y primera fila respectiva-

mente tenemos: = =
el SR < S W ¢ RS

e o Rt o Sl NG S

3 el B 2 R G

e e 3 S S TS
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Ahora multipliguemos la tercera fila por (-4} y la

sumamos a la primera.

B a7
T Gl ARCRE. T
(- 1.-1 0D
5 - eSOl ]
S e
oA —

Y por Gltimo multipligquemos la segunda fila por (-2) y la

sumamos & la primera:

JE B
Pl SR R AT Ty
e L e R (R e e
R R o GRS R L S
Sl a0 g 0
R ES
La solucitn ez a= b y b = ~1.

2.15. Procedimiento para calcular la matriz inversa.

Paso 1.-

Paso 2.-

Formamos la matriz (A!I) € Mux2n con la matriz

A € Mnxn y la matriz identidad In € Myxn.
Utilicise la reduccién por filas con el objeto
de reducir la matriz A a su forma escalonada

por fila reducida.
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Paso 3.- Para verificar si A es invertible
a.- 51 ( AlI ) se puede reducir a la forma ( I|B ),
B es la matriz inversa de A
b.- &8i la reduccién por filas de i S VR B

una fila de ceros a la izquierda de 1la barra

vertical, entonces A no es invertible.

La prueba que asegura este hecho y la demostracidn esta

fuera del alcance dé esta monografia, pero esta
justificada en el libro " Introduccidén al Algebra Lineal
v a las ecuaciones diferenciales " por Dettman (pdg 73-
757 .

Antes de procedecer a determinar la inversa de una
matriz, es necesario crear alguna notacidn, para la mejor

comprensién de lo que se va a desarrollar.

Para abreviar, se escribirda (Fm) <—> (Fn) para indicar
que se va a intercambiar las filas de la matriz (Fm)

(Fn), E(Fm) <—> (Fm) para indicar qgque se ha multiplicad:
por k 1la fila (Fm) ¥ k(Fm) + (Fn) -> (Fn) para indica:
que se va a sustituir la fila (Fn) por k (-(k=0))  veces=

la fila (Fm) mas la fila (Fa).

A continuacién ilustramos el método
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Ejemplo 2.12. Utilizando la técnica primeramente

descrita, determinar la siguiente matriz inversa de A.

| T )
i e S SR
A=)~ @ 1 | € Yoxs
Pl ey )
i, zl
Hasn 1.~
e i
e S 10 U B (F1)+(Fz) —> (Fz2)
R R T s s Q. 1201 “=1(F1)+(Fa) —> (Fa)
. FRR e R = e ol
e |
Paso 2.-
For =] ;
[ 3 B L a8 = S ] X(F2) —> (Fz)
& o tORRE e e Y A ] -1(Fz2)+(F1)—>(F1)
{560 8 ek -0 3|
B e
T 2]
G TR ¢ el T e e G S ¥(Fs) —> (Fa)
UL e S ases v S GO T B -1(F3)+(F2)—> (Fz)
SO Bl e s g gl (Fa)+(F1)—> (F1)



| DS v S 3 AN R TR W | |1 e
(LB T) = | 5 ES RESRE 1 SRR SO S - | e AR 1 % % |
| @RS © lta (e T SR O Tgr | B R T
i 2 e =3
Paso 3 .- Verificaciodn :
5T A [ =]
| ;i e | | = =1 % 4
AB = =l g ¢ e " o)
e i R
g N LA 12 =
o 27 R =
| ¥+2-% -1+1+0 %-1+% | [ At
AB = [ ¥+2-% 1+0+0 -%+0+% | = | e s o) | = Is
| ~+d-3(%) ~1+140 %-1+3(3%) | o g BEE
s . Ly foN 2y
=5 = =)

s
Prosdg e T SR RS ]
|
|

T e e W G e
| ~% 0 % | B S S
b = o
5 g2 ks =
falird=dg s =RA0EL o <R-1h306) | |- i G
BA = | 1-%-% 2+0-1 I-%F=3(8} = O 1.-0] =4
| -%+0+% -1+0+1  -%+0+3(%) | AR S

b = S |
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Como AB = BA = In , B es la matriz inversa de A, es decir
A-1,
2.16. Rango de una matriz.

El rango de una matriz es el nimero de filas linealmente
independientes en R® que tiene una matriz.

Es decir que es el numero de filas en la cual existe al
menos un aijy tal que -(ai1y = 0) en la forma escalonada

por filas de una matriz.

2.17. Posibilidades de solucidén de un sistema lineal.

Considere el sistema de ecuaciones AX=b. Debe cumplirse

exactamente una de las siguientes tres posibilidades.

1.- Si el rango de la matriz aumentada (Ab) es mayor
que el de A el conjunto solucidn para AX=b es el
conjunto vacio, es decir Ap(x) = #&.

2.— El rango de la matriz aumentada (Alb) es igual al de
A, que es igual al numero de incégnitas entonces el
sistema AX=b tiene exactamente una solucidén, es
decir Ap(x) es unitario, esto es
Ap(x) = {(ec1i,c2,...,cn )} &CRr , ci son constantes
reales

3.- El rango de la matriz aumentada (A!b) es igual al de

A, que es estrictamente menor gue el numero de




incégnitas, el conjunto soclucién del sistem

tiene infinitos =lementos, recuérdess que
Rn.
Ejemplo 2.13

Supongamos que las siguientes son

v P
Op\ 4% )

matrices

aumentadas de  soluciones 1lineales que estan en

forma escalonada por filas:

Cual tiene solucidn unica ?

= ) =

Ea e U [ al 28
AT JUSE e g Fin 0 LB

Eenes T D T g R

b o Ty e el

Lo s Lo

Podemos notar en (a) que:

ran” (Ailb) = 4

raps R = 3

Es la primera posibilidad (seccidn Z.17 pag #31),
tanto 21 sistema lineal (a) no tiene sclucidn.
Veamos en caso (b):

ran tAlb) = 4

ran. (A) = 3

Numero de incégnitas = 3 (columnas)

Es la segunda posibilidad (seccién Z.17, pag# 31),
tanto el sistema lineal (b) tiene solucidn unica.

Respuesta: 21 caso (b).

por

por

ia

lo




CAPITUILO II1TI
METODO GAUSS - JORDAN
3.1.- Método de Gauss.

El método de eliminacidén de Gauss es un procedimiento
para hallar el conjunto solucidén de un sistema de m
ecuaciones lineales con n incdgnitas (conjuncién de m
predicados v n incédgnitas). Este método fue desarrollado
por el gran matematico:- alemdan Carl Friedrich Gauss.

Las ideas basicas del método ya fueron discutidas en los
capitulés anteriores. S6lo falt-a ponerlas en orden: dado
el sistema de ecuaciones lineales, del cual se quieren
conocer sus soluciones, escribase la matriz aumentada
asociada al sistema y llévese, por medioc de operaciones
elementales en sus filas, a 1la forma escalonada por
filas. El sistema que representa esta nueva matriz tiene
el mismo conjunto solucidén que el sistema original, es
decilr son sistemas equivalentes, este sistema equivalente

se resuelve por el método de sustitucidn.

Ejemplo 3.1: Solucion de un gistema de m ecuaciones con
4 incégnitas: solucidén unica.

Apliguen =1 método de Gauss al siguiente caso.




p1(x)
pz2(x)
pa(x)

pa(x)

Ix1i -
.=
2X1 +

dx1 -

Representémoslo al

AX=b.

Su matriz aumentada
e
|3

e ) = i1
| 2
| 4
b

Llevémoslo a

ari=l;

2x=2
Xz
Xz

4x2

sistema primero

+ 2X3 + Xa
+ X3 -—-3xa
+ Z2x3 +4x=

+ X3 +2Xa4
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I

1
Jiss m O | =

en la forma matricial

) | BT Y =]
AN O el B TR e
=1 30291 el =R
Pt T E PR RN
- et SN HE MO P R
Vs i W, M Kivee 25
( Alb ) es:
-
LR R S ! (Fz) <—> (F1i)
Pl et ML G
1+ 2 vilkas B
e G RS S

la forma escalonada

por filas. Necesitamos

entonces intercambiamos la fila 2 con la fila 1.




TR e T ~3(F1)+(Fz)->(Fz)
. SO SR PR 8 -2(F1)+(Fs)->(Fa)

W05 o T ~4(F1)+(Fa)->(Fa)

[ S e

1 e

Conseguimos ceros en las posiciones restantes de la

columna debajo de lo logrado.

s =1
frliet Ll SRE . bl

0 : U - NS e B i ! | -3(F2)+(Fs)->(Fa)
& | O < R Wi 1 F S e < |
0

|

B =

g sl e

Ya se tiene azz=1 por lo tanto sélo resta hacer ceros |
debajo de él1, para transformarla a la forma escalonada

por filas.

& 5.
e O TR G |
= Bl 1 S 7 I |
10 D=1l =20 (42 | -1/11(Fs)->(Fa)
[ 0 5 14 | 4 | -5(Fa)+(F4a)—>(Fa)
K <k
Se necesita azz = 1, lo logramos multiplicando la tercera

fila por -1/11. Luego hacemos un cero debajo de él.



36

fis A
vd -1 41 -8 Ly
o T « S W RS © ekl ]
[0 - -0n. ~20RNE -8
b0 - @ T B IS4/ EE) CALISA( Rad 5 (Y

Y ]

Finalmente se necesita as44=1, esto lo logramos multipli-
cando la cuarta fila por 11/54.
Donde (A 'b") es la matriz aumentada de este sistema

lineal equivalente.

Regresamos ahora a la forma matricial de este sistema

equivalente.
5 = e PR e i 50
e s O [, et |-
[0 ath e oo, o A= e
| © Q° 1. 20234 1 %8 [=24134
|- 4. g 2 e e L

focs ek B [REESEIRYY b |
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Que efectuando 1la multiplicacién de matrices y luego

realizando la igualdad de matrices nos queda:

- [ -X3 - Xa =0
X2 +5xa +10x4 = 1
x3+20/11x4 = -2/11
Xda =4
La Gltima ecuacidén nos dice gue x4 = 1. Sustituyendo en

la tercera ecuacidén se obtiene:
xs + 20/11(1) = -2/11
lo que nos da el valor de xa= -20/11 - 2/11 => Xz = -2
Reemplazando x3 ¥y X4 en la segunda ecuacidén nos queda
xe 4 8(-2) + 10(1) =1 =>» %= =1

Por Gltimo reemplazamoé X2, X3, X4 en la primera ecuaciodn

da=c b 1) = i=2)=3 ) = O = D L
Entonces el conjunto solucién del sistema es:

Ap(Xi1.X2,X3,%x4) = { ( 2, 1, -2, 1 ) } €R=

El conjunto solucidén es utnico y subconjunto R4.

S5i analizamos la matriz aumentada de la forma escalonada
por filas, vemos que:
ran{ A} b) = 4 y ran(. A) = 4

numero de incdgnitas = 4

Por lo tanto es la segunda posibilidad (seccidén 2.17

pag # 31), lo cual reafirma reafirma la solucién unica.
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Cuando un estudiante ha estado acostumbrado a trabajar
con sistemas lineales de igual numero de =cuaciones e
incégnitas ( A € Mnxn ) piensa que siempre tienen
solucidébn Gnica.
Vamos a presentar algunos ejemplos donde siendo cuadrada
la matriz de coeficientes, el sistema no tiene solucidn &

tiene infinito numero de soluciones.

Ejemplo 3.2

Sistema inconsistente de 3 ecuaciones con 3 incégnitas.

Se quiere resolver el sistema:

patx).: Xot vk m=h
pz(x) : o 15 S e |
pa(x) =z Sas S — e

Su forma matricial es la siguiente:

v 7 L e
ik L om0
B R SR A e S
G s SRR S LA I
e Gl L)

(Bl = asleadl odi- §750 | -1(F1)+(F2)->(Fz2)

|" 2.0 2 }'-8 | - -~2(F1)+(Fa)->(Fs)
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Reduciéndolo a la forma escalonada por filas. Tenemos
ai11=1, hacemos ceros en las posiciones restantes de la

columna debajo del 1.

Je= =4
ok o ol S
> RS e =2 = —%(Fz2)->(Fz2)
b oOE g Shes ] Ssade vl 2(Fz)+(Fzs)->(Fa)
.o =

Necesitamos azz=1l, por lo que multiplicamos la segunda

fila por -% y hacemos cero debajo de é&l.

b =
B B G T B
" | 0-2 0 | -2 | -%(Fz2)->(Fz)
| 0-2 0 | -3 | 2(F2)+(Fs)->(Fs)
S0 =

Necesitamos az==1, por 1lo gue multiplicamos la segunda

fila por -% y hacemos cero debajo de él.

= Igy
foulr e )
(R = R Re L Al
(0e@ 020 Rt
. s

Expresando en forma matricial al sistema lineal
equivalente, multiplicando las matrices e igualdndolas
correctamente, nos guedan las siguientes ecuaciones

algebraicas.
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X+ y+2z =25
¥ =1

Ox +0y + QOz=-1

Como esto es imposible, puesto gque O no puede ser igual a
-1 concluimos que no existe solucién para el sistema de
ecuaciones lineales. Es decir gque el conjunto solucidn

del sistema es el conjunto vacio 4.
Ap(x,y,z) = 4 CRS3.

S3i analizamos ei sistema lineal por medio. del rango de la
matriz aumentada tenemos:

rEgi (- loh) = 8

ratni{A) = 2

el rango de la matriz aumentada es mayor que el de A
(seccidn 2.17, pédg#3l) por lo tanto no existe solucién

para el sistema lineal.

Ejemplo 3.3: Solucidén de un sistema de 3 ecuaciones con

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales por el método

de Gauss.
palrie, b ) e bR T TR e
pz(r,s,t) : Ao T SR M e~ R

palr.8sLt ) : 4r + 4s 20




41
Su forma matricial es la siguiente:
J=, A | i)
A Rl oo
e Pet e =
A TR et BRG]
e st G xd it
Su matriz aumentada es:
o =g
A0 R e el -
(Aib) = el S e R O - i -1(F1)+(F2)->(F=z)
petd el a0 o =-4(F1)*(Fa)=>{Fa)
7 )

Llevdandola a la forma escalonada cor filas tenemos aii=1
haciendo ceros en las posiciones restantes de la columna

debajo del 1.

s =7
e I URR SR Y
“ ] 0 0-2 | -2|  -K(F2) -> (F2)
o Il S T i 4(Fz)+(Fa)->(F=)
L ==

.Necesitamos azz=1l, por lo que multiplicamos la segunda

fila por -% y hacemos cero debajo de él.

£ 1
O T h o e T
o hgn St ST . R R R
T o v e W o

L —J




Haciendo las operaciones sobre matrices, nos queda las

siguientes ecuaciones algebraicas:

r + 8 + - =6
ol |
0=t
NOTA : Este 0O = 0 significa Or+0s+0t = 0, lo cual es

siempre verdadero.
Sustituyendo el valor de t en la primera ecuacién

queda:

El conjunto solucidn del sistema =s:

Ao sit)= f (r.=,6)/ rsd=8, =1, 8 € R J € RS

Ap(r,s,t) tiene una variable libre, s .

Cabe recalcar que el conjunto solucidn es subconjunto
R=3.

Ahora analicémoslo por medio del rango de la matriz:
ran  Alb )= 2

ran ( A ) = 2, numero de incégnitas = 3

nos

de

BEs 1la tercera posibilidad, es decir gue tiene un numero

infinito de soluciones, lo cual es coherente con

conjunto solucién obtenido.

el
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3.2. Método de Gauss — Jordan.

Existe wuna modificacién del método '"gaussiano” llamado
método de eliminacién de Gauss-Jordan gque evita resolver
al 1ultimo el sistema equivalente por el método de
sustitucién. La matriz aumentada hay que llevarlo, por
medio de operaciones bdsicas sobre fila, a la forma

escalonada por filas reducida.

Esta modificacién fue sugerida por el ingeniero alemén,
Wilhelm Jordan.

Su modificacidén estriba en gque el método de Gauss, el
sistema equivalente proviene de una matriz aumentada de
la forma escalonada por filas v en el de Gauss Jordan
proviene de una matriz aumentada de la forma escalonada

por filas reducida.

Ejemplo 3.4 : Solucion de un sistema de 3 ecuaciones con
5 incégnitas que tiene infinitas soluciones.

Calcular todas las soluciones posibles por el métodc

Gauss-Jordan del siguiente sistema de ecuaciones
lineales.

p1i®} @ Xi .+ 2x%2 = Bra x4 + 228 = -3

pz(x) : X2 — 2X3 +Xa4 - 4x5 = 1

I
w

o) - X1 = 3xz + 4x3 +2X4- X5
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En este caso n > m, por lo tanto hay por lo menos (n-m)
variables 1libres es decir 5-3=2 wvariables libres si el
gistema lineal tiene solucidn.

La matriz aumentada del sistema es:

f=r £
| e =B o e )
(hfBede ol 0 LU SgE s LY )
| 2-3 4 2 -1 } 9| =2(Fi)+(Fs)->(Fs)
ESES =

Si sumamos (-2) veces. la primera fila a la tercera

obtenemos:
= e
Foo-dorody S Slioed o adnd

LB s=ny Qa0 =g s - I G T(Fz)+(Fa)->(Fa)
Lyl e L R S A Ol -2(F2)+(F1)=->(F3)
ot <

Ahora sumamos 7 veces la segunda fila a la tercera y (-2)

veces la segunda a la primera para obtener.

[ T
[0 =1 S8 0 SBiE Y TLFa) S5 (Fa)

e o R SR e TR TR R T R
|00 0. 110-88 <] 82 | ' 8(Fe)*(F1) > (Fa)

| el
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Finalmente podemos multiplicar la ultima fila por 1/11 ¥y
hacer ceros en las posiciones restantes de la columna

gobre este uno.

PR il
WL T e R &
G TS s e Y R e o
TR e NER T LA S B
= e

Esto es todo lo que se puede reducir y nos lleva a todas

las soluciones del sistema original.

*%1 = Ra * Xs = 1
Xz -Z2xs ~'Rs =-1
X4 -3xX8 = 2

de donde:

a4 1 imrey = ek
X2 = -1 +2%x8 + x8
R =@ % 3xm

Por lo tanto el conjunto solucidén del sistema es
Bp(Xl . Xo. X, Xa. X5 =5 4 (X1, Xp.Xe Ha.%8) /[ 1= AExa-ys
X2 = —142%otxm, ¥a4 = 2+ B8 ; X= yvxs € R } - CRB.

Ap(X1,X2,X3,X4,%X6) tiene 2 variables libres, X3 vy xs5.

En este caso el conjunto solucidén es subconjunto de R5.
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51 analizamos el sistema lineal por medio del rango de la
matriz tenemos ran (Alb) = 3.

ran (A) = 3, ntmero de incégnitas = 5.

Por lo tanto el sistema tiene infinitas soluciones.
Posibilidad 2 (secciodn 2.17, pag 31).

Estos ejemplos muestran que en general, no es posible
determinar si el sistema lineal tiene wuna, ninguna, o
infinitas soluciones en Rn, s6lo a partir de los numeros
de las ecuaciones o incdgnitas. Puede suceder por ejemplo
que un sistema dos ecuaciones con 10 incdgnitas sea
inconsistente, mientras que 2 ecuaciones con 2 incdgnitas
tengan scolucidn tdnica. E1l rango de la matriz nos da la
cantidad de las solucion?s v el método de eliminacidén de

Gauss-Jordan nos dice cuales son todas estas soluciones.

NOTA : Si el sistema es nxm y es hommogéneo, siempre
tiene por lo menos la solucidn trivial.

(Seccidn 1.7,pagHt)

Eiemplo 3.5.

Sistema homogéneo que s6lo tiene la solucidén cero.

Resuelva el sistema homogéneo:
2x + 4y + 8z'= 0
4% + Bx + 6z = O

B E v —EPe =)
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Escribamos la matriz aumentada del sistema.

.o )
e %(F1)-> (F1)
(Alb) = | 4 5 - A el -4(F1)+(F2)->(Fz2)
| 3 1 a8 G, 0 SR -3(F1)+(F3)->(Fs)
. b 9o
Multiplicando por (%) la primera fila obtenemos ai1 = 1

va podemos hacer ceros en las posiciones restantes de la

columna del 1.

B 2l
g 2 o ol - O ) -1/3(F=2)-> (F=z)

i L #BETE8 Yt 5(Fz2)+(Fs)->(Fa)
| O i gl s % 8 SRR L -Z2(Fa)+(F1)->(F1)
Te -3

Multiplicando por -1/3 la segunda fila y haciendo cero en

las pcsiciones restantes de la columna tenemos:

= sy
il 8 a8 F s -1 ABs)es el

= j O 1 g A -2(Fs)+(F=z)->(F=z)
] 0 0 =11 O | =1(Fs)+(F1)->(F1)

[
L

Multiplicando por (-1) (cambiando de signo) vy haciendo

ceros las posiciones restantes de la columna tenemos:



T )

I R T - B
(A T e R
TE e ot EE N
b |

Lo que nos lleva a el siguiente sistema equivalente al

original
=
y =0
z. =0
Por tanto el sistema tiene solucién dunica (0,0,0). Es

decir el sistema s6lo tiene la solicidén trivial.

AP(X!Y!Z) = {(O,O,\;')} CRE

El siguiente tipo de ecuaciones es 1importante para el
estudio de una importante estructura algebraica

denominada espacio vectorial.

Ejemplo 3.6 : Sistema homogéneo con un nimero infinito de
soluciones.

Resuelva el siguiente sistema homogéneo:

pi(p,qa,r) : p+ag-r=0

pa{p, g, Bl o e + r =0

1]
O

palp.q.r) g —2r



Escribamos la matriz aumentada del sistema:
| — —
\ | g et O LT SRR - SR )
‘ i R s WY e SRR B

Hacemos ceros debajo del 1 de la primera columna

| =

T G 5, TGP T o (Fa)<->(Fz)
Stk SR HEG (F2)+(F3)->(Fa)

| 0 1 -2 | 2| =-1(Fz)+(F1)->(F1)

=T e

Como queremos azz=1, intercambiamos 1la fila con 1la 3, ¥

hacemos ceros las demas posiciones de la columna 2.

bl s g )
(AR ) S S W o

o e g

Ya esta 1la matriz aumentada en la forma escalonada por

filas reducida, el sistema de ecuaciones queda asi:



Por lo tanteo el conjunto sclucidn es

Ap(P.gsr) = { ( P,Q:T)/ P==0,

q=2r,

Ap(p,a.r) tiene una variable libre,

Analicemos el sistema
matriz:

ran (A)/b)

]
&

ran (A) 2

Numero de scuaciones =

por lo gue tiene infinitas

(secciodon 2.17, pagH#3l).

Ejemplo 3.7.

Solucidén de un sistema consistente

dos incognitas.

Resuelva el sistema:
Prix)
pz(x)
pa(x)
pa(x)

ps(x)

3

lineal por

» &R } NS

r.

medio del rango de la

gc . uciones, posibilidad 3

b i

-Z2xz

A D B iy i)

de 5 ecuaciones con




Haciendo las operaciones correspondientes tenemos:

(Alb) =

Hacemos ceros debajo

escalonada por filas.

de

Hacemos azz=1 y ceros

columna 2.

1A

2 R M e L

R o LRV (G R

b

3 S
Lo
Al
g
s

—
b3 | -1(Fa)+(Fz)->(F2)
i Ol —2(F1)+{Fa)=>(F3)
i 0 | -2(F1)+(Fa)->(Fa)
-2 -3(F1)+(Fs)->(Fs)
O |

=l

aii1=1, para que esté en la forma

&
3 |

(-3 | -1/3(F2)->(Fz)

1=8°] ! ~U(FRIR @y =)
0|  3(Fz2)+(F2)->(Fa) S

-9 |  9(F2)+(Fs)->(Fs) i
=

las demds posiciones de la



Llevédndola al sistema de ecuaciones lineales esquivalentes

queda:
X1 = 2
Mo =0l
B IR s
0O =0
QD

Por lo tanto el sistema tiene solucidédn UGnica

Ap= {(2,1)} CR=
Ejemplo 3.8.

Sistema de 5 incégnitas y 2 ecuaciones lineales sin

solucion.

1
m

pafx e X1 — X2 + Xa - X4 + XB

I
w

pz(x) : 2xX1 -2X2 +2Xz3 -2xXa +2xs5

Agqui hay por lo menos 3 variables libres, si el sistema
tiene solucidn.

La matriz aumentada del sistema es:

(Arb) =) 1 s1 1-% VB |y ~2(Fa)eEFz)->(F2)
(78 @il wd 2+ 70
et d

tenemos aii1 = 1, por lo tanto hacemos debajo del 1.



todo

es lo que se puede

sistema =quivalente:

X1 X +ik3

Ox1 +0x=z +0

Como esto es 1imposible, pu

| por lo tanto el sistema no

Este método es poderoso

ambigliedades que sutilment
méetodos tradicionales (de
de reduccidn) para llevarno

Veamos pues un ejemplo.

Ejemplo 3.9.
Solucion de un sistema de

(comparacion del método de

P1(x,y) Ox - 2y = 1
Pl V) s S R e
pa(x,y) 4% F By =0

1 = ~2(F1)+(Fz)->(Fz)
R =il
o
hacer, ahora analicemos al
— X4+ wE=ieh
= +0xa +0xs = -1
es 0 no puede ser igual a -1,
tiene =z:lucién. (Ap(x) = ).
pues en su estructura no hay
e se pueden cometer en los
igualacidn, de comparacidén vy

8 a un error.

3 ecuaciones con 2 incognitas

reduccion y de Gauss-Jordan).



Por otro metodo tenemos que si aplicamos libremente 1la

"estrategia de eliminar incégnitas'.

Sumando la segunda v la tercera se tiene: 3x + 4y = 11
que Jjunto con la primera de ellas 5x - 2y = 1, produce
(digase que se multiplica por 2 esta Gltima y se suma con

Ix+4y=11 eliminando asi a y) por ''solucidén” x=1, y=2.

i se verifica esta “solucidén'" del sistema de las

1

ecuaciones, se ve 4que, a excepcién de la primera de

as, /‘para la cual se tiense 5(1)}=-2(2) =+1, en las '"dos

—

el
reatantes estos valores de xvyv ¥y no conducen a la
igualdad (se. tiene =12(2)2, 4(1)+2(2)+9), v Dok 16

tanto, lc gque se obtuvo'no son elementcos de Ap(x).

Podiamos también haber sumado 1= primera y la segunda
ecuaciodn ¥y nos queda 4x=3, es decir x=3/4, que
reemplazande en la ecuacidén tercera 4(3/4)+2y = 9, es
decir y=3.

51 se verifica esta 'seudo solucidon” del sistema de
ecuaciones s6lo se cumple para la tercera ecuaciodn.

La pregunta ahora es : Cudal entonces es el conjunto
solucidén del sistema de ecuaciones lineales?.

Podemos darnos cuenta gque estos métodos sé6lo sirven para
determinados sistemas de ecuaciones, para los que tienen
solucidn 41unica. Pero sabemos que algunos sistemas no
tiene solucidn y muchos otros tienen un infinito numero
de soluciones. Esto limita mucho estos métodos.
Resolvamoslo ahora por el método de eliminacidén de Gauss-

Jordan.



Cambiemos de signo la fila 2 (multiplicando por -1) e

intercambiemos la fila 2 con la 1.

e =

fod =8 -5(F1)+(F2) --> (Fz2)
bl o R T ~4(F1)+(Fa) --> (Fa)

e i B

| =l

Hacemos ahora ceros la columna debajo del 1.

o7 33
ol SRt 1/8(Fz) —=>(F2)

ol o R ~10(F2)+(F3) --> (Fa)
PRGLE 17 2(F2)+(F1) ——> (F1)
s ]

Multiplicamos la segunda fila por 1/8 para hacer agzz=1 y

hagamos ceros las demds posiciones de la columna del 1.

e =l
bl e
(B2 BRG0P e
| O 0! 13/4 |

R =i



(81
a

Llevando a un sistema de ecuaciones equivalentes gqueda:

=" 2/ 4
o= A
O=+1374

Lo cual es imposible pues O no es igual a 13/4, por lo
tanto este sistema de ecuaciones lineales no tiene
solucidén, es decir
Ap(x,y) = & CR2

Esta respuesta nos deja un sabor de que para este tipo de
sistemas de ecuaciones lineales no va haber solucidn, lo
cual no es cierto, pues wvamos a dar 2 ejemplos, el
primero de solucidn unica y el otro de infinito numero de

soluciones.

Ejemplo 3.10.
Soluciétn de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 2

incégnitas : solucidn unica.

(3N

b, g

I
(@)

e

A o

Haciendo las operaciones correspondientes tenemos:

5 g |

ol s ~1(F1)+(F2) -> (Fz)
(A1) = p S0 ~2(F1)+(Fa) -> (Fa)

(g g

= =




Hagamos ceros debajo de la columna del ai1 = 1.

T )
[0 i -%(F2) -> (Fz)
5 e B SA4FS Y E(FL) —>(Fa)
g o
i =

Multipliquemos 1la segunda fila por -% para hacer az2=1 y

hagamos cero sobre su columna.

3 B
o BT
(AR 0 4
Lol B ol
e i

= Ll
Wos =i,
U= B

Por lo tanto 1la solucion es tGnica y el conjunto solucicn

[ =

Ap{x1,%=2) =-{(1,1)} C R=

Ejemplo 3.11.
Solucién de un sistema de 3 ecuaciones con 2 incognitas:
que tiene infinitas soluciones.

ek =

i
A%

2x + 2y

I
w

3z + 3y



Su matriz aumentada es

s )
e |

(b)) =4 22 F 2 | =2(F1)+(Fa) => (Fx)
feedinag v @ =31 )+ {¥Fa) ~> (Fa)
25 g

Hagamos ceros debajo de la columna aii=1

ey G
e 0
(A 0507 D
e G R
. L

Llevdndolo a un sistema equivalentz= gueda:

x doaw =01
BT
=0

El conjunto solucidén puede ser escrito de las dos maneras
siguientes:
Aplx,y) = { (R:¥)/ 2= 1=y , e R I} CR2 &

Balw.u) =Pl vy="1=0. % &8 LR

En el primero poniendo a x como variable 1libre y en el

segundo a y.



Podemos decir que el conjunto solucidn del sistema de
ecuaciones lineales tiene un numero infinito de
soluciones.

Otro método interesante para encontrar Ap(x) con el
algebra de matrices para un sistema de n ecuaciones
lineales ¥y n incégnitas representado en forma matricial
AX=b, donde A € Mnxn este método se aplica si A-1 existe.
En e2ste caso la solucidn siempre es unica.

Veamos que sucede si multiplicamos por la izquierda a la
matriz inversa de A.

A-2(AX) = A~1Db

Por propiedades de matrices sabemc= gque la multiplicacidn
2s asociativa. por lo tanto se cumple gque : AA-1 = A-1A

v gue  IC=0, entonces @

I
.

(A-1A)X = A-1b
IXAEu R

X = A%

Por 1lo tanto otra manera de resolver un sistema de
ecuaciones lineales es multiplicande la matriz inversa de
la matriz de coeficientes por 1la matriz de términos
independientes, siempre v cuando la matriz de

coeficientes sea invertible.

Esta manera de resolver sistemas de ecuaciones es muy

larga, pero veamos un ejemplo sdélo por ilustracidn.



Ejemplo 3.12.
Solucién de un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas :

solucion unica (usando la matriz inversa).

(R, ¥ 20 4 X+ 2v 43 =0
palEawe sy -x iR =L
Pil, ¥zl ; X + 2y +:8z2 = 2

Sabemos que:

[ = B et I~
s WS SRR BN e |7 ]
& EL ok e B A0Rc RIS g . wlp =i oBe T
o e Tl L |
= —J BN PR

La matriz de coeficientes A es la misma matriz que en el

Ejemplo 2.12 (pag# 29) se le halld matriz inversa A-1 y

es:
B gt
S W A
A-i= | L agvaagl |
| =30 gy
A =3
Esto nos facilita enormemente este ejercicio, sabiendo
que matricialmente X = A-1b, procedemos a multiplicar

las matrices A-1 y b.




6 )]

| % -1 % || 0|
RS e B Le Rl
Po—im B TR e
3 el o
Faee =5 i T [ ]
0 St f il
R s R S == G s S WREL SR 0.
| 0l T S [ - | 1 l
B =3 e Y

Por lo tanto el conjunto solucidn es:
Bpla,¥yz) = {(-1;0:1)}) & B4
ég decirse=sl, y=0 w .z=1%
Queremos tratar el Ultimo punto zie nos falta por ver y

es el de las aplicaciones de los= sistemas de ecuaciones

3.3. Aplicaciones del sistema de ecuaciones
lineales.

tx3

n los tiempos actuales, muchos problemas que surgen en
la 1ingenieria, economia, biologia, guimice,  eta ..
conducen a sistemas de ecuaciones lineales con gran
numerc de incdgnitas, tanto asi gue no es posible al
hombre realizarlas sin la ayuda de un computador.
Debemos tener presente gque un 70% de los problemas se los

puede representar como modelos matemdticos lineales.



dy
Lo

Ejemplo 3.13

La suma de las medidas de los tres angulos internos de un
tridngulo es 180°. La suma de el de mayor medida y el
intermedio es 135°, y la suma del intermedio ¥y el menor
es de 110°. Determine la medida de 3 angulos interiores

al triangulo.

Medida del &angulo mayor.

H
1"

'
N
1

Medida del angulo intermedio.

x2 = Medida del angulo menor.

Segun las condiciones de problema. tenemos €1 sistema:

X1 + Xz + xXa = 180

135

Xt 4+ -Xo

Xz 4oxs =110
Haciendo las operaciones correspondientes tenemos
‘ A T SR

(RGBT E o 1 B850 F et -1(F1) + (Fz) -> (Fz)
ol e B T Y



Conseguimos ceros debajo de la columna de ai1i=1
7, B
I R e M
B sl el (Fa) -> (Fa)
| HE P i G £ -1(F2)+(F1)->(F1)
L o
Intercambiamos la segunda y tercera columna y hacemos
cero la posicidn sobre la columna de azz=1.
R U=l
| el s QrTT Sl =1{PFs) ~> (Ea)
= |0 e lead 30| -1(F3)+(Fz)->(Fz2)
A IRk B A

| —

Cambiamos de signo la tercera fila (multiplicamos por -1)
y hacemos cero la posicidén sobre la columna de asa=1.
e G
e T R T R
(b Y=g O B 88
R 5 L W e N

1= e

Llevandolo al sistema equivalente nos gqueda:

Zi‘E Taly kg = 60" Ty Ne =45,

La solucidén Gnica (subconjunto de R3) es

Ap(Xi,x2,x3) = { (70, 65, 45) } CR3



Eiemplo 3.14.

La c¢ifra de las centenas de un numero de 3 cifras es 3/5
de las cifras de las unidades, y la c¢ifra de las decenas
es la mitad de la suma de las otras dos. Encontrar este
nimero ( de tres cifras), sabiendo que agregdndole 198 se

cbtiene el numero pero invertido el orden de las cifras.

Sean:
¢ = la cifra de las centenas.
d = la cifra de las decenas.
u = la cifra de las unidades.

Segin las - condiciones del problema tenemos el siguiente

sistemas de ecuaciones lineales

1

c (375 0

d ¥(c+u)

I

100ec + 10d + u + 198 = 100u + 104 + ¢

Haciendo las operaciones correspondientes tenemos:

L3 =
B o S

(A1B) = [id <2 T 0 (Fz) -> (F1)
|99 0 -99i-198 | 1/99(Fa)->(Fa)
e =

Intercambiamos 1la fila 2 con 1la 3 para hacer aii=1l y

multiplicamos la fila 3 por 1/99.




I i
{ ey 2R g )

A o O B -5(F1)+(F2)->(F2)
| 1 0-11 -2 |  -1(F1)+(Fs)->(Fs)

| EEE s

Ahora hacemos ceros debajo de la columna de ai1i=1.

i i
e et TR @ SRR
RN A %(Fs) -> (Fa)
T e U RN (Fz)->(Fz)
| S5 =

Multiplicamos por -1 1la fila 3 (cambiamos de signo) e

intercambiamos con la fila 2.

P =)
o3 g A &g 2(Fz)+(F1)->(F1)
SR s ~10(F2)+(Fa)->(Fa)
|G d0-g 1 0]
== il

Hacemos cero las demds posiciones de az=z=1.

7 =
|3 el ¥(Fa) -> (Fa)

3 e S e (Fa)+(Fz)->(Fa)
koo aifelr 1) (Fa)+(F1)->(F1)
il el

Multiplicamos por X% la tercera fila para tener azz=1

hacemos cero las demds posiciones de su columna.



s
)]

| O a3
@ RE5 T g S S
o e B S
T sl

g =g
d = 4
135 = B

El conjunto solucidn es :
Ap(c,d,u) = {(3,4,5)} €R®
Luego, la respuesta a la pregunta es:

El numero de tres cifras es 345.

3.4. CONCILUSIONES.

31 en la prueba de diagnéstico aplicada 1 13 de febrero
de 1994 a los aspirantes a ingresar a la ESPOL, ni un
alumno empled el método de Gauss o Gauss Jordan, no es de
extraflarnos que un gran numero de estudiantes del ciclo
diversificado identifiquen como sistema de ecuaciones
lineales sdélo aquellos sistemas lineales cuyo numerc de
ecuaciones es igual al de incégnitas y que tienen
solucidn tnica. Cébmo no ha de suceder esto si tras la
definicidén de lo que es un sistema de ecuaciones lineales
la inmensa mayoria de los ejemplos con gue se ilustra

esta definicidén son de este tipo, porque utilizamos



métodos que s6lo resuelven este tipo de sistemas

lineales.

La presente monografia la realicé con el objeto de aque
tanto las definiciones de sistemas de ecuaciones lineales
v matrices, como las imagenes que Pproyectan las

ilustraciones propuestas den la idea correcta al lector.

51 revisamos cualquier libro de Algebra Lineal, se notara
que es muy necesario el dominio completo del conjunto
solucién de sistemas ligeales utilizando el algebra de
matrices, la intencién de este trabajo sencillo pero muy
util es de que si se lee esta‘mc1ografia, al término de
la misma seguro es que podrd resolver cualgquier sistema
lineal por el método de Gauss Jordan sin problema .
teniendo la definicidén y la imagen proyectada por la

misma un mismo sentido que es como debe ser.

Después de cinco borradores de monografia corregidas por

el director, teniendo siempre presente relacionar =1
algebra lineal v la légica matematica, definir
correctamente, 1ilustraciones claras, etc. Creo que ze

han cumplido 1los objetivos propuestos por el director v

el autor.
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