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INIIF¿ON'CCIOTiI

En Ios tiempos actuales muchos problemae que surgen en Ia

Ingenieria, EconomÍa, BioloEía, etc. conducen a sj.stemas

de ecuaciones 1i-neales.

En una prueba de diagnóstico de matemáticaa aplicado a

109 bachilleres aspirantes a ingresar a La ESPOL eI 13 de

febrero cie 1994, en Io que coneierne a matrieee y

sistemae de ecuaciones linealee se obtuvieron 1os

siguientes !'esultados :

1) Un 28f resolvió correctanente eI determinante de una

matriz.

2) Só1o el 8f ca1culó correctanente Ia matriz

un si.stema de

Lnversa .

ecuac iones3) EI 13X supo plantear

4)

l ineales .

Nadi.e 1o calculó por eI nétodo de Gauee ó

método Gamss-Jordan -

3óIo un 1OÍ 1o calculó utilizando otros roétodos.5)

Con estos resultados podemos notar que siendo eI algebra

de matrices y la resolución de sistemas lineal-es, una cie

las aplicaciones más .importantes de l-as matrices, su

estudio ha sido muy limitado.



Por Io tanto esta monografÍa brindará I,>s :cno,:inientoe

necesaríos para eI estudio deI "método Gauss-Jordan para

ia resolución de sistemas lineales", la cual consta ,je 2

partes, los CAPITUIOS I y II que son DEFINICIONES e

ILUSTRACIONES de SISTEHAS DE ECUACIONES LINEALES y

MATRICES y e1 CAPÍTUIO III trata especificamente sobre

l-os I'ÍETODOS DE GAUSS Y GAUSS JORDAN, 1os cuales nos

resuelven t,:dos los casos posibles de 6istemas ,le

ecuaciones I ineales.

tene r

udt

monografía e6tá dlri.gida a estudloeos que

una base sóllda para eI -estudio de1 Aleebra

de seen

LineaI,



CAPITI,.,f.O I

STSTEMAS DE ECUACIONES IINEAÍ.RS-

1. DEFINTCIONES BASICAS

1. 1. Intr.oducción -

E1 objeti.vo principal de este capítulo es ordenar 1ae

definicionee sobre sistemas de ecuaciones linea.Les para

poder hablar en un mismo lenguaje rnatemático, evitando

así Ia dualidad-

Otro objetivo es tanbién eI r-ie relac j-onar e} algebra

lineaI y l-a Iógica matemática.

En muchas aplicaciones de la teoria de conjuntos, se

considera sol-amente subconjuntos de un cierto conjunto

bien definido, dicho conjunto se lo denomina co¡ljr¡nto

referenclal Re.

Definición-- Sean a € Re y p(x) una función, p(x) es un

predicado si y sólo si- al reemplazar x por un elemento

cualqui-era "a" J.e1 conjunto referenci-al , p(a) es una

proposición.

E.i emo'l o 1-1 :

i.) p(x): x es igual. a x

ii) q(x): x > 1O
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Definición.- Sean a € Re, p(x) un predicado

conJunto de verdad del predicado p(x), si
(verdadero)ya€Ap(x).

E-J enplo 1- 2 :

Sj. Re = {L,2,3,-.-}, eI conjunto de verdad

impar, es A¡'(x)={1,3,5,... }.

, A¡'(x) es eI

sóIo sj. p(a)= 1

de p(x): x ee

1-2-- Ecuación llneal ¡le a lrrcóanitaa-

Definición. - Sean a:"i €.2 t ...,art y b constantea

numéricas reales i xL, x2 xrl variables reales ; una

ecuaciór¡ ea lineal de n incóEr}itas si y solamente 6l- es

una expreeión de Ia forma arxr+a2xz+...+a¡rx¡ = b, donde

no todos los coeficientes ar son iguales a cero.

Nótese que cada ecuación es un predicado de n variables

a1 que denoto p1(x1 ,xz,...xn) = pr(x)

B-iemolo 1-3

p(xr,xz): xr-xz=O es una ecuación llneaL de 2

incógnitas.

p(x,y ,z)': 3><,+2y-62=7 es una eeuación lineal de 3

incóBnitas.

p(g,t): 4s-2tz+4=O no es una ecuaci-ón lineal, pero si
un predicado.

p(xa,x2): xr.-In xz = 6 no es una ecuación lineal .

p(x,y,z): x+y-z =1og 1OO esr una ecuación Iineal de 3

incógnitas.
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1-3-- Sistemas ¡lg. ecuacionee Iineales-

Definición.- Sean a:.:., aL2, ...,aln,
br,bz,...,b*, constantea numéricas reales,

variables reales la expresíón:

42¡.r...,án,n

x1,x2,...,xn

v

pr(x)

P2(x)

aLl"x1 + aL2x2 + * a:-nxr¡ = b:.

+ Azr¡X!¡ = b2a12xa + a22x2 +

p-(x) aml-Xl, + 8jn2x2 + + arrnxn

ea un

donde

aistema lineal de n ecuacionee con n lncógnltas,

no todos 1os coeflcientes al.J son iguales a cero.

Cada ecuaclón I j-nea1 deI si.stema es un predlcado

i= 1,2,.. .,m donde p1(x) = pr(xa,xz,...,xr¡),

n. / v \ .

ent once 3

comPue stopr(x)Apz(x)A...r\p'n(x) = p(x) es eI predicado

por 1a conjunción de predicados de todas las m

I ineales.

ecuac loneS

m ecuacioneg ===> m predlcadoe y

n incógnltas ===> n variable en cada predicado p1(x)

EI primer subíndice i, sitúa a la al'J en Ia i-ésima

ecuación del sistema, eI seeundo subíndice j ubica a ésta

como eI coeficiente de 1a variabl-e j-éslma, x¡, del



{

sistema.

ecuación y

ecuac ión .

En particular a21,

ee eI coeficiente

encuentra en Ia segunda

la variable xr en dichade

1-4-- Solución dg ua sistena flle ecuacionee fineales.

Encontrar 1a "solución" de un sistema Iineal de m

ecuaciones y n incógnitas e6 encontrar eI conjunto de

verdad A¡,(x) deI predicado compuesto p(x).

Definición.- Una sucesión cL,cz, -. -, cn de números

reales es una solución del sistema de ecuaciones lineales
pr(x): a¡.rxr- + arzxz + --.. + ar,rxn = br siendo { í€Z*/

l<i<m ] si y solamente ei los .zal-ores xJ = cJ donde

1¡eZ*/ 1<j<n] satisfacen todae y cada una de las

ecuae i.ones de1 sistema.

Si pr(c) -- r,L(cL,c2,...cn) , entonces :

pr(c)Apz(c)z\... A P-(c) = 1 (verdadero ), se dlce que c

satisface e1 predicado compuegto.

1-5-* Coni unto eoluclón dq

lineales -

Definición-- EI conjunto

q¡ sistema ¡lg ecuaciones

soluciones de un

1lama corúr.rntosistema de ecuaciones

ao luc ión -

Et conjunto de verdad

ecuaciones l-i-neales es eI

de todas las

Iineales se

de1 predicado para sistemas de

conjunto solución deI sistema,
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es decir Ap(x). Este conJunto puede ser

unitario o con infinito número de elementos.

subconjunto de Rn si e1 sistema tlene n

entonces R- es el conJunto referencial Re.

E-l enplo 1-5 : Sistema con infi-nitae aolucionee-

v - t¡ =2

2x-2v - 4

los eiguj,entes pares ordenados son soluciones:
(2,O), (3, r), (4,2), (5,3), (-4,-6), (-3,-5),

ee decir que el conjunto solución es:

Ap(x,y) = {(x,v)/ y=x-2, x € R } CR2.

eI vacio,

EI cual es

incógnitas,

E-ienpl o 1-4-

Ha1lar Ia solución de1 siguiente sistema 1inea1 de 2

ecuaciones con 2 incógnitas: Éolución única.

p:.(x,y).x+2y=4

p2(x,y) : :< - y = 1

Aplicando cualquier nétodo ya :onocido o por "operaeión

retina" nos podemos dar cuenta que Ia solución es x=2 y

y=1, ya que reemplazados en las doe ecuaeiones, ee cr:mple

Ia igualdad, es dec ir :

pr(2,1) A¡,2(2,1) =. 1 (verdadero)

La solución del sisteloa es el par ordenado (2,1) e R2 y

pueEto que p(x) = pr(x,y)A pz(x,y), entoncea

Ap(x) - { (2,1) } CR2.

(1,-1)...

I
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1-6-- Si atenaa ¡lg ecuacio¡ee coneistentee g inconsie-

tentes.

Definición-- Un sistema de ecuaciones lineales es

consistente o co¡rpa.tible si y só1o si tiene por lo menos

una sol-ución, es decir si _(Ap(x)=1\ ).

Caso cont¡ario es inconsigtente o incoupatible, es decir

Ae(x) = "ü,

Se puede probar que todo sistema de ecuaciones

homogéneo tiene por Io menos una so.l-ución

solución trivial : cr=O, c2=O, -..cn=O,

I ineales

l lamada

Un slstema de ecuaci-ones lineales que no es homogéneo se

llana ne honogéneo -

E-iemplo t -6 : Un aigtema homogéneo con eolución trivial .

pr(x,y)2 2x+ 3y=O
pz(x,y): 3x + 5y = O

1.7.- Si stemas homoeéneos y nO honoeéneog -

Definición-- Un sigterta de m ecuaciones con n

ihcógnitas ( AX=b en forma rnatricial que veremos más

acielante ) es homogéneo sí y s,'i-o si todos Ios términos

constantes son i-guales a. cero ( -.-{=O-, v E Rm ) .

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es Ia

conjunción de m predicados de 1a forma:

pr(x): arr-xr + a!2x2 + ... * &rnxn = O (i=1,2,...,m).
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Si encontramos eI coniunto solución por cualquier nétodo

es: Ap(x,y) = {(O,0)} €R2

E.lemolo 1-7 : Un aietema homogéneo con infinito número de

soluciones -

pa(p,s,r): p -3q +r = O

pz(p,q,r): 2P -69+2r = O

Determinando, su conjunto solucLón es:

A¡¡(x,v) - { (p,e'r)/p=3q-r; q,r É B } CRB

Eiemplo 1-8 : Sistema no honogenéneo -

pr(x) : xr"+xz = 3
pe(x):x1-xz=1

Donde pr(x) pz(x) = p(x)

Su conJunto solución ee:

A¡,(xr,xz) = {(2,1)} cR2

1.8-- Si stenae eorriwalentee -

Si dos ecuacionee tienen eI mismo conjunto solución, son

eguivalentea.

Se dice que dos sletenae Iineales eon equivalentes si y

só1o si ambos poseen eI mismo conJunto solución.
E-lenplo 'l -9 : Si se obeerva e.l, sistema I.

r
l*= 1

l=4 y- 2 ==> Ap(x,y,z) = { (1,2,-l) }CRg

lz=-L
t_
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y se pregunta por la so]ución de éste, Ée

necesidad de hacer cáIculo alguno pues Ia

escrita explícitamente en eI mismo sistema.

Sin embargo si se observa e1 sistema 1I.

ve que no

so luc ión

hay

e etá

r-
I nr(x'v,z) :

II = < pz(x,y,z) :

I ee(x,v,z) :

L_

Aplicando cualquier

eI conjunto so Iuc ión

es decir que :

conocido nos damos cuenta

terna ordenada ( 1,2, -1) €

X,+Y+Z=

+y+z= 4

c

2x

¡nétodo

es la

y+z=-2

que

p3

A¡'(x,y,z) {(r,2,-1)} CRB

por ser los sistemas I y II con

mismo conjunto solución podemoe

tre s

dec ir
incógnitas y con eI

que son equi-va1en-

1-9-- Repreeentación cráfica clg ¡¡¡ sistena ¡lg ecrrac I onee

lineales -

Todo conjunto solución de un sistema de m ecuacioneg

Iineales con n incógnitas es un subconjunto de R-,

representar gráficamente un subconjunto de R{, R6, ...Rn

es imposible, pero en Ra y R2, es simple.
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R.lemolo 1-10

Considere eI

: SLsteDa con ao lución única.

giatema:

pr(x,y) : x + Y = 2

pz(x,y) : x - y = O

Por e1 método de eliminación

una sola solución y es el par

Ver diagrama 1-1 (páe$ 11).

nos damos cuenta que existe

ordenado (1,1) e Rz.

Ae(x,y) C R2.Ae(x,y) { (1,1,) }

R-iemolo 1-11 : Sistena con un número infinito de

so luc iones -

Considere el eistema:

pa(x,y) : x + y = 2.5

pz(x,y) : 2x +2y = 5

Estas dos ecuaciones son equivalentes (Definición 1.8,

páe*7), puesto que podemoe multiplicar una ecuación por

una constante diferente de cero, sin que ta1 'operación'

aLtere eI conjunto solución. A fin de comprobar esto,

rruIti,plíquese Ia primera por 2. Su representación gráfica

es la misma, por lo tanto tiene un número infinito de

soluciones. Por ejemplo los pares ordenados siguientes

son soluciones: (-1,3.5), (O,2.5), (1,1.5), (2,O.5) (3,-

o.5), (4,-1.5).

Ap(x,Y) = { (x,Y) / Y=2.5-x, x € R } CR2

Ver diagrama 1.2 (pág# 11)
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B.ienplo 1-12 : Sietema inconeietente.

Considere eI s i sterna :

pr(x,y)
pz(x,y)

Este sistema 10 componen dos predicados (ecuaciones) que

se conlradicen, Ia primera "pide" dos números que sumados

sean igual a 2.5, y Ia segunda ecuación pide que estos

mismos números sumados sban igual a 4.5, 1o cual no es

posible, por io tanto este sistema no tiene solución, ee

decir que la solución es eI conjunto vacío iD, subconiunto

de Rz.

A¡'(x'Y) = O ; Ae(x'Y) CR2'

Ver diagrama 1.3 (páef ll).

En Rs son tres los planos que se inte¡sectan en un punto,

su eoluci-ón es única, a veces Ia intersección es una

recta o puede coincidir que 1os tres planos son

equivalentes y el número de soluciones es infinita, o por

último 1os planos son parale}os y no existe solución.

x + y = 2.5

x + Y = 4.5

En R- eatos son los tres tipos
pos j.bles: solución única,

inexisEencia de so Iuc iones .

de conjuntos de so Iuc ión

i-nf initas soluciones e
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1-10- Varlable libre de1 sistema lte ecuaciones lineaIee.

En un sistema de ecuaciones lineales una variable es

libre si y sóIo si no l-e afecta e.L cuantificador

uníversal; es decir que 1a variable puede tomar cualquier

valor númerico reaL y ser un eletnento de las n-tuplas del

conjunto so lución.

En todo conjunto solución de un sistema de ecuaciones de

un número inf ini.to de soluciones existe por Io rnenos una

variable I ibre .

El conjunto solución a un sistema de m ecuaciones

lineales con m incógnitas nunca es única si n > m .

AquÍ hay por 1o menos (n-m). variables libres si el

sistema tiene solución.

representar a este conjunto

puede hacer de Ia sigulente

AeuÍ 1a variable li"bre es x.

Pero no es la única f-orma de

sol-ución porque también se Io

forma :

Ap(x,v)

Donde Ia variable libre ea y

{ (x,v)/ x =2.5-y, y e R } (7)

En el- ejemplo 1.11 de 1a sección 1.9 (páe*9) tenemos eI

caso de una variable, eL cual fue escrito de la sigr:iente

manera :

Ap(x,Y) = { (x,V)/ Y=2.5-x,x€R} (1)



Las dos expresiones de1 conjunto solución son diferentes,

sin enbargo, como las variables libres x y y varÍan sobre

todo el conjunto de los números reales, las ,Cos

expresiones describen a1 mismo conjunto solución (1) una

sol-ución particular es ( f, 1.5 ) . La misma solución se

obtiene de1 conjunto solución (2) haciendo x=1.

En conclusión esto nos demuestra que un mismo ccrnjunto

solución puede ser expresado en más de una forma

dependiendo qué variable ó variableB se tome como libre.
En e1 siguj,ente capitul,o ilustraremoe si,stemas de

ecuaciones lineales con más de una variable libre.



CAPITIULO I I

HATRICES CON EI,EHENTOS REALES-

2. DEFINICIONES BASICAS.

2.1-Iratriz ¡gE"l.

Definición-- Sean dos conjuntos A y B CZ*;
A = tL/i=L,2,...,n], e=ti,/j=f ,2,...,n], una funci-ón o,de

AxB a R, o se denomina matriz si y solo si, a eada par

ordenado ( i , j ) e AxB l-e asigna' un número real a:..1 .

La representación de una matriz es un arreglo rectangular

de m filas y n columnao, que describi.mos a continuación y

con la cual permaneceremos en eI desarrollo de este

trabaio : t- ---t

a1J. a]'2 arn

azL a22 a2r!

A | € Mo,*',

aroJ. ar\2 amn

L- J

donde

o( 1,1)

o(1,2)

añrIo(m, n )
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Se denotará a las matrices corto A e M"'*'-'(R) ó M",*"(C) que

"se lee" matriz A que pertenece aI conjunto de todas Ias

matrj-ces de m filas y n columnas, (R) cuando a:.J € R

donde R es el conjunto de Ios números rea.Les y (C) cuando

aiJ e C, donde C es eI coniunto de los números

compleJos.

Como solo vamos a trabajar con matrices reales usaremos

siempre M"',r.n( R) = M.n¡." por simPlicidad-

A € Mm¡<n rle aqui en adelante Ia representación de A será

A -( ar.: ), se dlce que ar'J es el elemento general,

donde eI primer subíndice i, de los dos que tiene eI

elemento ar¡ sitúa a a1J en 1a i-ésina fila, eI eegundo

subindice j, Ia ubica en La j-ésima columna de Ia matriz.

2-2- l{abrlz cuad¡ada

Definl-ción-- Sea A € M",,,<n ( R) , A es cuadrada si y só1o si
m=n, siendo m,n > I y m, n E Z+; m,n finitos.
Si r( n=n ) Ia matriz es no cuadrada -

E.i emplo 2-L Matriz no cuadrada compLeJa (rfnl.

A

r- --'l

i-0.5 3 -2i+1 I

L_

i+2

A e Mz*e (C)

4 0,25í
__-l
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E.ienplo 2-Z : Matriz cuadrada real (m=n).

B

r- --'l

=14 Sen xl

ln logEl
t_J

B e Mz*z (R)

2-3- Matriz cero-

Definición-- Sean i,i E Z+ Eea además O € Mm¡<n, Q es una

Batriu cer.o si y sóIo Bi Vi y Vj, ar¡ = O.

EJ erolo 2-3 :

r- --'l

I o o o ol
0 = I 0 O O O I e Hzxl

t-J

2-4- l4atríz Di aeonal-

Def inición- - Sea A una matriz cuadrada f A= ( arJ ) € M,.,,.- )

A es una matriz diagonal si y solamente si Vi y Vj, ifj

alJ = O y existe a.L meno6 un al.J , i=j, tal que -(¿1¡=O).

R-iemolo 2-4 :

t- --l

1o ol
O e O I e Ma:<a

O O nl
J

--'l

0 0l
5 0l e Mexe

o 0l
J

r

tl - !=
0

0

o

L_t-_

ConcLusión : A y D son matriees diagonal-es 3x3.



2.5 - Ieuat dad ¡lg matricers

Sean A = (arJ)yB= (br3) matrices

igualea si y solamente si a¡.J = b1J '

Vi (f s i ' n) donde i,i, m, n € Z*.

en

vi

17

M¡¡¡¡<niAyBson

(1 < i s n),
Es decir cuando

iguales.todos sus elementoe corre spondientes Bon

2-6- §l¡¡a gtg. Hat¡ices-

Dos matrices A y B se pueden sumar si y Bolamente si A y

B € M-,<n. La sun¡a A+B = (a1J) + (brJ) = ( arJ + b:-¡ ) ,

Eienplo 2-5 :

r- --'l r _-l

2xEB.I[

14

A

15,á
It-)t_

t-
A+B= A+21<

Lz

--.l

2¡

3/41

l-_ )

lfirf t i olicación g[g matrices -

La multipl-icación de dos matrices AB está definido si y

§olamente si A € M¡¡r¡<¡, y B e M¡,*". Si tal nultiplicación

de matrices está definida y es AB= C, entonnces C É Mrr'*'r.

Para encontrar eI elemento cr¡ distinEase Ia fila i de

la matriz A y la columna j de 1a matriz B. Multipliquese
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los elementoe eorrespondientee de la fila y cohlrma y a

continuación súme se algebrai-camente Ios productos

resultantes (véase Ia figf2.1). Es decir el elemento cr.J

está definido asÍ:

c1J = al1baJ+aazb2J + ...+alpbr,J para íeZ*/i=7,2,. -.m y

¿\u / ¿-Lra

Am:<¡r B¡r*r.

coh¡Dr¡a

r--rr-J--l
i- I

coh¡¡na

I b:" r b:-z

I bzr bzz

I

I

b:-., 
I

bzn 
I

-l
-l
.l

bp^ 
I

__J

1Jb

bz,t

fi 1a

].

I

I

ftla 
I

il
I

I

I b¡,r b¡,2 t»¡
L - - -.¡

t_

r-

)L-

cl-1 ct_z

j

r - --,
.l cal i-

--l

CL1 C12 . CaJ. Cl-n

Czr C22 . C2J . C2rl

C1rI
L---J

C!11 Cm2 . CEi, . C¡nr¡

L_

C,''*-

)

fieura$ 2.1

I
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El enolo 2-6. Si

r- --'1 f- --'l

| 2 -Lnl | -6 I

A=l-5 6-?l , B=l 7l
r_ ) I -zI

t_J

Determinar AB.

AB eetá definido pues A e Me:ra y B e Ms:<r, AB € Mzrcr.

t- --'r r -1 r --r

l2 -3 4l | -6 I l(2)(-6)+(-3)(7)+(4)(-2)l
AB=l-5 6-7 I I 7l=l(-5)(-6)+(6)(7)+(-7)(-2)l

r- -r I -2 I r-- --J

t-_ J

r-t
AB=l-41 | €Mz:<r

I 7sI
L- -)

2-8. tlattla rdentida.d-

Sean A € M¡n¡<n e In É M¡¡<¡r, In es Ia matriz i,dentidad nxn

si y solamente si AI" = InA = A.

También se puede decir que es una matriz dia8onal tal que

para todas las ar¿; i=.j, ar¡ = 1.

E-lenolo 2-7 -- --.]

| 1o ol
Ie=l O 1Ol € Ms:ta

I o o 1l
L_-J
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2-9- Inverea de una rnatriz cuadr.ada.

Sean A y B e Ma:<rr, Ia natriz B se llama inversa de A si y

solamente si AB = BA = In (matriz identidad). Es decir

ee .La inversa multiplicativa de A. Usualmente a la

inversa de A se Ia denota A-]-, por 1o tanto AA-r = A-1A =

In.

Decimog que una matriz A es invertible, regula¡ c no

ein8ular si tiene j.nversa. Sin embargo, una matriz A

puede no tener inversa, en cuyo ca6o se Ilama no

invertible o eingula¡ -

E.iemolo 2-8 :

r --'1 r --t

La matriz A= | 2 1 | es invertib.Ie,ya que B= I 2 -L I

l3 2l l-3 2l
t_ -_-i r_ J

es inversa de A, pues :

r --1

01

13 2

r-1
l2-1 I

l-\) ¿ 
|

L_ _l

f- --'1

I 4-3 2-2 
I

I 6-6 -3+4 
I

L_ __-l

r- -r

I 4-3 2-2 
I

| -6+6 -3+4 I

11 0

01

10

r --1

l,_

r-

.J[_

r

-J

--t

L-

T^

12 -11 121l
l-3 2l l3 2l

--'l T- -

lo 1l
t_

BA

)L ) t-_ I _l

Iz
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Máe adeLante estudiaremoe un método para hallar ia matriz

inversa de cualquier matriz invertible.

2.1O. Eorma mat,.ici"a1 glg ¡¡¡ sistena gfq ecuaciones

lineales.

Una de 1as aplieaciones nás importantes de las noatrices

ee eI tratamiento de sistemas de eeuaciones lineal-es

alBebraicas.

Sean A e Mr¡¡<n, X É Mn¡< r y b € Mrn<1 def inj-das de Ia

siguiente manera :

r- --'l r- --1 r- --'l

a1a a1z

a2L a22

aEt]. amz

L_

I b' 
I

I b"l
II
lt
lt
I b-l
I- ___)

xL

xA

x2

ltrt
| *r arrrz ... a-- | | *', 

I

L_Jt_J

Y además suponganoe la ecuación rnatricia] AX =

1o que sueede :

t--r-r--'l
I b, 

I

I b"l
tl
tt
lr
I b-l
t_J

v b=

b, veamos

a1fl xa

a2rr

trt
a*ll*. 

1

--J t_ -J

I arr arz . .. arn 
I
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Desarroilando la multj"plicacÍón de mat.ri.es nos queda

r- -¡

J

-
--l

b'l
b"l
.I
.t
.t
b-l

ar].xl + ar-2x1 +...+ alnxr-

a2 Lxz + a22x2 +...+ a2rtxz

am]:<1 + alfr,z)(z +..,+ añ¡.Xr¡

t-_ L_J

Siendo ésta una igualdad de matr:,ces podemos establecer

que

aJ.l:¿.1 + aL2x2 +...+ atnxr = b1

a2rxl + a2zx2 +...+ aznxr. = b2

amLxa + &¡¡2XZ +...* á.mnX:- = bn

que no es rnás que un sisÉema de m ecuaciones lineales con

n incógnitas, es decir que l-a forma matricial AX = b es

una forma compacta de escribir euaiquier sistena de

ecuaciones I ineales .

A usualmente se llama matriz de coeficientes deI sistema,

a X se la denomina matriz de las incógnitao del sistema y

b es la matriz de loe términoe inde¡>endientee del-

sistema.
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2.11- Matriz anrnentada de !¡n sistema li neal-

Definición.- Sea A € M",r:<n la matriz coeficiente y b €

Mr¡¡< r 1a matriz de Ioe térmlnos indePendientes de un

sistema lfneaI, una natrl-z es la matriz auDentada (Alb)

de un eisterna ei y solamente si:

r- --'l

I a:-r ar-2 ... a:.rr i br 
I

I azr a22 -.. azr. I bz 
I

(Alb) € Mr¡¡< ( n-r 1 )

añ1 añ2

2-12 Ooe¡aci ones elementalee sobre iilaE de uaa matriz

aunentada 4lg ¡¡¿ sistena lineal-

Las siguientea oI>eraci,ones 6e pueden hacer obteniendo

"matrices equivalentes" .

1.- Intercaubiar dos filas cualesquiera de la roatriz.

2.- Multiplicar cualqui.er fila de Ia matriz por una

constante distinta de cero.

3.- Reemplaza cual,qui,er fila de la matriz ¡>or e1

resultado de sumarle un núItiplo de cual.quier otra
fi Ia.

Si obeervan¡os 1a matriz aur¡entada de un sietema de m

am'r I b^ 
I

It-__
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ecuaciones con n incógnitas, notanos que ella eoniiene Ia

información necesaria para "resolver" eI sistema, y .a.ue

por medio de las operaciones elementales podemos

transformar este sistema en otro equivalente.

2-13- Forma eecalonada por filae reducidas-

Definición-- Una matriz está en forma escalonada por

filae reducidas si y sóIo si se cumpien fas 4 condiciones

siguientes:

1.- Todas Ias filas cuyos elementog son en su totalidad

ceros (si las hay) apareeen en Ia parte j.nferior de

l-a matriz.

2.- El primer número diferente cie cero ( a partir de la
izquierda ) en cualquier fila que no contiene

solamente cerog, es 1.

3.- 5i dos filas guceslvas no contienen solamente ceros,

entonces eI primer uno en La fila inferior ocurre

más hacia Ia derecha que e1 primer 1 de Ia fila
euperior.

4.- Cualquier columna que tenga eI primer I de una fila
tiene ceros en 1ae demás posiciones.

2-14- Forna escalonada por filas.

Defintclón.- Una matriz eetá erl

filaa sl y só1o si se cumplen laE

de la definición anterior.

foroa eecalonada por

3 prirnerae condic iones
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E-i empl os 2 - I

Las matrrcee dadas a continuación están en ia forma

escalonada por filas reduc ida:

r --.l T- -l i- --l

110 o 0l 110251
ii. l0 r 0 ol iii. l0136l

l0 0 011 100001
l-)t-J

".,,,. 
..;j3i:i., :'' ""::'"'

a,lr¡g I ¡-rncr o vr¡'' rilr¡

100
i.i 0 r 0 

I

l0 01
J

ir. I I 0 
I

l0l

T-

--l

10051
o)t2 

I

)

-t
6 4l
2-8 

I

o rl

L

t---1r

L-IL-

EieInoloa 2-1O-

Las matrices que siguen están en Ia forma escalonada por

I T-
I 1 _1

ii. I o 1

lo o

t-- --'l

113?51
ij.i. lo136l

looool
t-i

i
ll z

ol

t_

5

1lo o

t__) ___l

-'lt- r
i". | 1 0 2 5 

I

I 00121
t2l

l01l
_)t_L ___l
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E-iemplo 2-11- Dada Ia siguiente matriz:

T- --1

2

I

I

o

I
o

1

o

o

U

¿

1

o

o

I

o

451

A | € M+:<o

t-_ -J

ilon un ejemplo veremo6 que usando las tres operaciones

básicas únicamente sobre las filas, Ia matriz se puede

transformar a Ia forma:

f- :-1

lloaoo I

[' = I O 1 i_, O O I € M¿xs

looo 111
loooo l 

I

Determinar a y b L --J,

NOTA : Estas matrices no son iguales, por 1o tanto no

podemoe usar e1 aigno de igualdad, en su iugar usaremos -

para indicar que las matrices son equivalentes.

Multiplicando La cuarta fila por (-l), (-2) y (-5) luego

sumando a la tercera, seEunda y primera fila respectiva-

mente tenemoa: 
- --l

12340
o 1-l o o

ooo10
ooool

L_ I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
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Ahora multipl-iquemos 1a tercera fila por (-4) y fa

sumano s a la primera.

t- --'l

l123ool
I 0 1-1 o o 

I

looolol
loooo 1l
L_ -J

Y por último multipliquemos Ia segunda fila por (-2) y ]a

§umamos a Ia primera:

f---l

l1o5oo I

A- = | O 1 -1 O C) | € Ma:<s

looolol
'l o o o o r 

I

L_)

La solución es a= 5 y b = -1.

2-15- Procedirtiento para calcular f,¡ matriz inversa -

Paso 1--

Paeo 2.-

Formamos Ia matriz (AjI) € M-.n:r2n con la matriz

A E Mn¡xn y la natriz identidad I" € M.r.'*',.

Utilicise la reducción por filas con eI objeto

de reducir la matriz A a su forma escalonada

por fila reduc ida.
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Paso 3-- Para verificar si A es invertible

a--

b--

Si ( AII ) se puede reduci-r a la forma

B es Ia matriz inversa de A

Si Ia reducción por fil-as de ( AiI )

una fila de ceros a la izquierda de

vertj-ca1 , entonces A no es invertible.

( IIB ),

La prueba que asegura este hecho y la demostración está

fuera del alcance d; eÉta monografia, pero está

justificada en e1 libro " Introducción a1 Algebra Lineal

y a 1as ecuaciones diferenciale=- " por Dettman (páe 73-

lleva a

la barra

de una

Ia me j i. r'

Antes de procedecer

matri.z, es necesario

comprenslón de 10 que

a determlna¡ Ia inversa

crear alguna notación, para

se va a desarrol]ar.

Para abreviar, se escribirá (F".') <-> (F") para indic.::'

que Be va a intercambiar Ias filas de la matriz (F-) r'

(F^), k(F*) <-> (F-) para indicar que ee ha multipli.ca r

por k 1a fila (Fu¡) y k(F".,) + (F^) -> (Fn) para i-ndic::

que Ee va a suetituir la fila (F',) por k (-(k=O)) ve:=.

1a fila (F*) más l"a fila (F-).

A continuación ilustramos eI método
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descrita,
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2-12- Utilizando la técnica primeramente

deterninar Ia siguiente matriz i-nversa de A.

| 12 ti o-1

I o 2 2i 1 1

I o o 2i-1 o

r-
l12t
l-1 o 1

I r 23

--l

--t

ol
ol
rl
.J

--'l

L_

l-

| 12 Li 10 o

l-1 o 1t o I o

I r 2 3i o o 1

| € Me:<e

(Fr)+(Fz) 
-> 

(Fz )

-1(Fr)+(Fs) -> 
(Fs )

,á(Fz) 
-> 

(Ez)

-1(Fz)+(Fr.¡->(Fr)

,É(Fe) 
-> 

(FB)

-1(Fe)+(F2¡-> (Fz)

( Fs )+ ( F:. )-> (Fr)

A

J

Paeo 1.-

(Air )

Paso 2.-

___t

r-

[_

L-

T-

I 1 o-1 I

I o 1rl
I o o 2i

--1

o-1 0l
4 rá ol

-1 011
t-_ _-.1



--lt-
o l-)É-1 ,ál

o I | 4-ta1=> B

li-rá o rál

__-l

---l t- --.'l

2 7 I I -4-r tá 
|

o 1 ll I tá-4 
I

2 3ll-a o 4l

- --t

l-tá-i 'ál
| 1 tá-4 

1

| -1 o El
(IlB ) =

AB

BA

l1

L_

r

f-

L__

- l+1+o

l+O+O

- l+1+o

__) t-_

-) L_

--'t

4-!*u. 
I

-4+O+4 I

t-1+3(E) |

o

o

o

1

o

T-

l-4+2-4
gg = | )t+Z_4

| -rá+z_3(X)

t_

T- --l

11 o 0l
lO 1Ol=IB
lo o 1l

.J

--'l

l o ol

O 1 Ol = I"
o o 1l

-_-J

t_

Paeo 3 -- Verificación :

I
1

I
L-

___)

__)

--'l

Jt_

-l

| -,á-r a 
I

I 1 4-4 I

l-u o )á 
I

r-
l12t
| -1 o 1

1123
J

--'1 t-t-
| -ré+L-u

I ta-)á

| -te+O+t6

- 1+O+ I
2+O- 1

- l+O+1

-rá-1+3(E) I

r-Z+-3(;¿) 
I

L-

BA

-t+o+3 ( % )

J

30

I

I

I

I

I

I
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Como AB = BA : L, , B ee 1a matriz inversa de A, es deci.r

2-16- Rango de una mat¡iz-

EI rango de una rnatriz es eI número de filas linealmente

independientes en Rr¡ que tiene una matriz.

Es decir que es eI número de filas en la cual existe aI

menos un ar¡ tal que -(ar¿ = O) en Ia forma escalonada

por filas de una matrl,z.

Considere el sistema

exactamente una de las

de ecuaeiones AX=b. Debe cr:mplirse

eiguientes tres posibilidades.

1 Si eI rango de Ia matriz aumentada (Aib) es mayor

que el de A eI conjunto eolución para AX=b es eI

conjunto vacío, es decir Ap(x) = $.
EI rango de 1a matriz aumentada (Alb) ee igual al de

A, que es icual aI nú.nero de incógnitas entonces eI

sistema AX=b tiene exactamente una solución, es

decir A¡,(x) es unitario, esto es :

A¡'(x) = {(cr,cz,...,cn )} Cn- , cl son constantes

reales.

EI rango de Ia matriz aunentada (Alb) es iEual al de

A, que es estrictamente menor que eI número de

2

3

2-I'l - Poeibil idades de soluctón ¡tg ¡¡¡ eistena lineal -



incógnitas, e1 coniunto solución <ieI

tiene infinitos eleüentos, recuérdese

D!1

E-iemoio 2 - 13

Supongamos que 1as s.iguientes

aumentadas de sr¡iuciones lineales que

forma escal-onada por fi las:

Cuál tiene soluci-ón úni,ca ?

e i sterna Ai{=b

que ,-:F ( :{ r t*

son mat r ices

están en la

f--

11 2

lo I

lo o

lo o

L-

--l
-
lr
lo

lo

lo

1

C

--'1

a")trl

(e)

.7

I
o

o

o

o

o

4

2

1

(b)

_-JL-_l

Podenos notar en (a) que;

ran (Alb) = 4

ran (A) = 3

Es Ia primera posibiliciad (secciún '1 .17 páS S31),

tanto eL sistema li,neal (a) no biene solución.

Veamos en caso (b):

ran, (Alb) = 4

ran (A) = 3

Número de incógnitas = 3 (columnas)

Es Ia seeunda posibilidad ( sección ?-L7, páef 31),

tanto eI sistema lineal (b) tiene solución únlca.

Reepuesta: e1 caso (b ),

por 1o

por io
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¡{ETODO GAUSS

3-1-- Método de GauEE.

EI método de eliminación de Gauss eÉ un procedimiento

para ha11ar el conjunto solución de un sistema de m

ecuaciones lineales con n incógnitas (conjunción de m

predicados y n incógnitas). Este método fue desarrol-l,ado

por el gran matemático, alemán CarI Friedrich Gauss.

Las i.leas básicas ciel método ya fueron discutidas en los

capi.tuios anteri.ores. 5ó1o fai-.a ponerlae en orden: dado

el sistema de ecuaciones lineales, de1 cual se quieren

conocer sus soluciones, escribase la matriz aumentada

asociada aI sj-stema y Iiévese, por medio de operaciones

ÉLemenr-ales en sus filas, a 1a forma escalonada por

filas. E1 sistena que representa .sua nueva matriz tiene

e1 mismo cronjunto soiución que ei sistema ori-ginal, es

decir son sistemas equivalentes, este sistema equivalente

se resue]ve por el método de sustitución.

JORDAN

E-iemolo 3- 1:

1 i¡¡Áonit¡a.

Solución dg Un sistema clg 4 ecuaciones con

solución única.

ApI j.quen eI método de Gauss al- siguiente caso.
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Pr-(x)

P2(x)

p3(x)

p4(x)

3x1-Zxz+zxg-+x¿=1
x]- - x2+xB -3x+=O

Zx:r + xz + 2xe +4xo = 5

4x:. - 4xz + x3 +Zxa -- 4

Representémoelo aI sistema primero en la forma matricial
AX=b.

r-r--T---r
l3 -22r1 l"rl l1l
l1-1 1-3 I lxzl=lo I

12 12 4l l*"1 | 5 
I

l4 -4 r-21 l*"1 l4l
L JLJ t_J

Su matriz aumentada ( Alb ) es:

r-
(Fz) <-> (Fr)

(Aib)

L1evémoelo a Ia forma escal-onada por fi1aE. Neceeitamos

all=l, entonces intercamblanoe Ia fila 2 con Ia fila 1.

t?oo1t1

l1-1 -1 -3 lo
l2 t 2 415
l4 -4 12i4

)i-

--l

I

I

I

I



r --1

l1-1 -1 -3io I

- l3 -2 21t1 
|

l2 t 2 4i5 
I

l4 -4 t 2i4 
|

L_J

Conseguinos ceros en las posiciones

co lumna debajo de 1o logrado.

-3(Fr)+(Fz)--,(Fz)

-2(Fr)+(Fs)->(Fe)

-4(F:.)+(F¿¡-:..(Fa)

restantes ,le Ia

r- --'l

l1-1 -1'-3 Io I

lO 1510i1 | -3(Fz)+(Fe)->(Fa)
- | o 3 4 10 l'5 I

lo o s 14i4 
I

t-_ _)

Ya se tiene a2z=1 por 1o tanto sóIo resta hacer ceros

debajo de é1, para transformarla a 1a forma escalonada

por filas,

t- --'l

l1-1 -1 -3to I

- lo 1 5 1ot1 
I

lo o-tt-2oi2 | -1,/11(Fa)->(F3)

I O O 5 L4 i 4 | -5(Fs)+(F"¡->(Fr)
t_J

Se necesita ase

fila por -\/71-
= 1, 10 logramos multlplicando la tercera

tuego haeemoe un cero debajo de é1-
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T_

_2

10

20/tt
54/1"1

1510
o 7 20,/77

_1 I ¿

--¡

iol
i1l
i -2/77]|

i54/rLl
___)

1 -1

o1
oo
oo

--L

E.

1

o 1r/54(F¿ ) -> ( F¿ )

t-

Finalmente 6e necesita a¿¿=1, esto 1o logramos multipli-

cando Ia cuarta fila por 17/54.

Donde (A'lb') ee l-a matriz anr¡nentada de este sistema

lineal equivalente.

f--

11-1 -1 -3 io I

(A'ib') = | c 1 5- 10 i 1 
I

lr o 12o/t7 i-2/771

lo o o 1 t1l
t_)

Regresamos ahora a 1a forma matricial de este sistema

equivalente.

--t r--l
| "' I

l*"1
l*. 1

l*"1

r- T- --'l

0

1

1

o

o

4

| -2/tLl

L_

l1l
Jt_) t_)



v IuegoQue efectuando Ia mu1tipllcaclón de matrices

realizando Ia igualdad de matrices nos queda:

-xs -x¿=O
+sxs +lOx¿ = 1

xe+2O / LTxa = -2/ll
x¿=1

La ú1tima ecuaeión nos dice que xa : 1. Sustituyendo en

la tercera ecuación se obtiene:

xa+ZO/LL(!)=-z/LI
1o que nos da eI valor de xa= -ZO/LL - Z/Ll => xe, = -2
Reemplazando xB y x4 en la segunda ecuación noe queda :

xz + 5(-2) + 10(l) = I => x2=1
Por ú1tir¡o reemplazamoB x2, xo, x¿ en Ia primera ecuación

x1 - ( 1 ) - ( -2 ) -3 ( 1 ) = Q => xt=2
Entonces el conjunto solución de1 sistema es:

A¡,(xr,xz,xe,x¿) = { ( 2, L, -2, 1 ) } CR4

E1 conJunto solución ea único y subconjunto R¿,

Sl analizamos Ia matriz aumentada de 1a forma escalonada

por f j-Ias, vemos que:

ran( Ai b)=4 y ran(A) =4
número de incógnÍtas = 4

Por 1o tanto es Ia segunda poeibilidad (eección 2.17

pág S 31), 1o cual reafLrma reafirma 1a eolución ún1ca.
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Cuando un eBtudiante ha estado acoetumbrado a trabajar

con sistemas lineales de igual número de ecuaciones e

incógnitas ( A E Mn:<n ) piensa que eiempre tienen

soluci6n única.

Vamos a presentar algunos ejemplos donde siendo cuadrada

Ia natriz de coeficientes, eI sistema no ti-ene solución ó

tiene infinito número de soluciones.

E-iempl o 3-2

Sistema inconeietente

Se quiere resolver eI

pr(x)

pz(x)

pe(x)

Su forma matricial es

de 3 ecuaciones

slstema:

: x+y -z=
X-Y'Z=

: 2x -22 =

Ia siguiente:

--.l r --'l

3 incógnitae.con

5

a

7

r' r- --'l

l5l
l3l
l7l

t1l

I I *1 1

| 2 o 2l I

v

L_ ) ¡_ J t_J

z

--l

Su matriz aumentada (Aib):

i5
-l(Fr)+(Fz)->(Fe)

-2(Fr)+(Fs)->(Fs)
L_ I

r-
1111

(Aib) = I 1 -1 1

| 2o2

I

I

I



ReduciéndoLo a la forma

arr=1, hacemos cerog en

columna debajo del l.

-
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escalonada por fi1as. Tenemos

Ias posiciones restantes cle la

--l

1

o

0

1

2

t

l isl
o i-2 

I

o i-3 I

-%(Fz)->(Fz)

2(Fz)+ ( Fe ) -> ( Fs )

J

Necesitamos aez=1, por 1o que multiplicamos la segunda

fila por -lá y hacemoa cero debajo de éI.

r- --'l

1111i5l
- lO-2 O i-2 | -rá(Fz)->(Fz)

lo-2 o i-3 I z(r=)+(r'a)->(Fe)
L_J

Necesita¡oos azz=!, por 1o que nultiplicamoe

fila por -t y hacernoa cero debajo de é1..

la segunda

I- --'1

l111l5l
(A'lb') = I o 1 o i 1 

|

I o o o i-1 
I

t_J

Expresando en forma matricial al sj.stema lineal
equivalente, multiplicando las matrices e i8ualándolas

correctanente, nos quedan 1as siguientes ecuaciones

algebraicas.

L-
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y= 1

r+s+t=6
r+s-t=4

x+y+z

40

eI de A

so luc ión

Ox +Oy + Oz=- I

Como esto es imposible, puesto que O no puede ser igual a

-L concl-uimos que no existe solución para eI sistema de

ecuacj"ones lineales. Es decir que ei coniunto solución

del eistema es e1 coniunto vacio ,rljl.

Ap(x, y, z ) = $ ER3.

Si analizamos eI sistema lineal por medio. deL rango de Ia

matriz aumentada tenemos:

ran(A

ran (A)

el rango

( secc ión

para e1

de la natriz

2. 17, páe$31)

sistema lineal.

aumentáda es mayor que

por 1o tanto no exiete

Ejemplo 3.3: Solución rle un eietema de 3 ecuaclonee co¡x

Resuelva e1

de Gauss.

pr ( r, s, t ) :

pz(r,s,t) :

ps(r,s,t) :

f incóe'nitas: núrnero infinito g[9. solucionee,

sistema de ecuaciones lineales por eI método

4t +4s ,at



4L

Su forma matricial es la siguiente:

r- --'l r- --'l r --]

11 1 1ll.l 16l
I 1 I -1 I | . | = I ¿ 

I

| 4 4 o I I t I l2o I

L- J !--J L_ .J

Su matriz aumentada es:

t- -l

(Aib)

L_- -)

Llevándola a Ia forma eecalonada 1-or filae tenemos ar.r.=1

haciendo ceros en las posiciones restantes de Ia columna

debajo del 1.

r- -l

1t1
I I -t
4 4 0

l6l
l4l
i20l

-1(Fr.)+(F2)->(Fz)

-4 ( F:. ) + ( F3 ) -> ( Fe )

-té(Fz) -> ( Fz )

4(Fz)+(Fs)->(Fe)

t_J

.Necesitamos azz=1, por 1o que multi.plicamos la geEunda

fila por -t y hacemoa cero debajo de é1.

r- --l

11 1 I i 6l
( A'ib') = | o o 1 I 1 

I

lo o o tol
t_ -)

1111
lo o-2

lo o-4

i 6l
t-, I

i-4 I



queda lagHaciendo Ias operaciones sobre matrices,

sigu j-entes ecuaciones algebraicas :

r+s+t=6

O=O

NOTA : Este O = 0 significa 0r+0s+0t = 0, 1o cual ee

siempre verdadero.

Sustiluyendo el vaLor de t en Ia primera ecuación nos

queda:

EI conjunto solución def sistema es:

} GR3

r+s+l=6 r'=5-s

A¡,(r,s,t)= {

AI'(r,s,t)
(r,s,t)/ r=4-s, t=1, s € R

tiene una variable Iibre, s

Cabe recalcar que e1 conjunto solución es subconjunto de

p3

Ahora analicémoslo por medio del rango de Ia matriz:

ran ( Aib ) = 2

ran(A )=2, número de incógnitas = 3

Es la tercera posibilidad, es decir que tiene un número

infinito de soJ.uciones, 1o cual es coherente con el
conjunto solución obtenido.



3.2- Hétodo de Gauss - Jorda¡'.

Existe una modificación de1 método "gaussiano" Ilamado

método de eliminación de Gauss-Jordan que evita resol-ver

aI último eI sistema equivalente por eI urétodo de

sustitución. ta natriz aumentada hay que Ilevarlo, por

medio de operaciones básicas sobre fila, a Ia forma

escalonada por filag reducida-

E,ienplo 3-4 : Solución de r¡n eietema de 3 ecuacionee con

5 incógnitas gue tiene infinitae aolucionee -

Calcul.ar todas las soluciones posibles por eI néto,l,--

Gauss-Jordan del siguiente sistema de ecuacion¿--

l ineal.es .

p1(x) : xr + Zxz - Sxg -x+ + 2xs = -3
pz(x) : xz - Zxs +xa - 4x6 = I
ps(x) : xr : 3x2 + 4xs +2x+- x6 = I

Eeta modificación fue eugerida por eI ingeniero alemán,

Wi l-he Lm Jordan.

Su modifi.cación estriba en que eI método de Gauss, el

sistema equivalente proviene de una rnatriz aumeniada de

la forma escalonada por filaa y en eI de Gauss Jordan

proviene de una matrj-z aumentada de la foroa escalonada

por filae reducida-



En este caso n > m, por Io tanto hay por lo menos

variables Iibres es decir 5-3=2 vari-ables libres

eistema I ineal- tÍene sofución.

La ¡natriz aumentada deI sistema es:

(n-m)

si el

- --'1

t-3 
I

i rl
i 9l -2(F1 )+(Fs)->(Fe)

112 5 1

I
2

4

-4

-1

(Ajb) lol
I 2-3
t_ )

S i su¡na$o e

obtenemos l

( -2 ) veces. 1a prinera fila a 1a tereera

T- --'l

t-3 I

| 1l
i15 I

(Aib)
li2
l01
I 0-7

_t -1

1 -4

-t

7(Fz)+(Fe)->(Fa)

-2(Fz)+(Fr¡->(Fa)
t_ I

Ahora sumamo s 7 veces Ia segunda fila a la tercera V (-2)

veces La segunda a Ia primera para obtener.

r --.']

E:I
-!Jl

rl
,,t"-t

110 -1

-2
tt

-3

1

11

10i lzll(Fs) ->

-l(Fs)+(Fz)
3(Fe)+(Fr)

(Fa)

-> (Fz)

-¡ (Fr)

o

o

1

L

o

-J



Finalmente podemos multlplicar Ia ú1ti¡na fIIa

hacer ceros en las posiciones restantes de

gobre este uno.

por

la

7/1.1 y

co Iumna

-
10 -1

o

1

-1

-3

---l

1l
1l
2l

-_J

(A'ib')

xL-x3

xz -Zxe

x{

+x6=

-3x6 =

1

2

de donde:

v.1 = l+xa-xs

xe = -l +2xs + xE

x4= 2+3xs

Por Lo tanto eI conjunto soLución del sistema es :

A¡'(xr,xz,xs,xa,xs) = { (xr,xz,xe,x4,x5) / xt= 1+xs-xs,

xz = -L+2xa+xs, x4 = 2 + 3xé ; xs y xe € R ] CRs.

A¡,(xr,xz,x3,x4,x6) tiene 2 variables libreg, x3 y xs.

En este caso eI conjunto solución es subconjunto de Rs.

o

o

1

1

o

o

o

L_

Esto es todo 1o que se puede reducir y nos lleva a todas

Ias soluciones del sistema original.

I



Si analizamos eI sistema lineal por

matriz tenemos ran (Aib) = 3.

ran (A) = 3, número de incógnitas =

46

meciio de l- ranEo de ia

Por Io tanto eI sistema tiene infinitas soluciones.

Posibilidad 2 ( seeción 2. 17, páe 31) .

Estos ejemplos muestran que en general, no es posi-ble

determinar si e] sistema lineal tiene una, ninguna, o

infinitas soluciones en R., sólo a partir de los números

de las ecuaciones o incógnitas. Puede suceder por ejemplo

que un sistema dos ecuaciones con l0 incógnitas sea

inconsístente, mientras que 2 ecuaciones con 2 incógnitas

ten8an soLución única. EI rango :ie 1a matriz nos da }a

cantidad de las soluciones y e). nétodo de eliminación de

Gauss-Jordan nos diee cuales son t¡das estas soluciones.

NOTA : Si el si.stema es nxm y es hommogéneo, siempre

tiene por Io menos Ia solucj"ón trivial.
( Sección 1.7,páef6)

E-ienolo 3- 5.

Sietema homogéneo gue eó1o tiene Ia eoluclón cero.

Resuelva e1 sistema homogéneo:

Zx+4y+
4x+5x+
3x+ y-

6z o

o

o



Escribamos la matriz aumentada deI sistena.

47

Ia

r
12 4 6io

6

t( Fr ) -> ( Fr )

-4(Fr)+(Fz)->(Fz)

-3(Fl)+(F3)->(Fa)

(Aib)

Multiplicando por (4)

ya podemos hacer ceros

coiumna del 1.

t-

--t

o

o

5

I
4

3

-)t-

la primera flla obtenemog a!1

en las poaici,ones retstantea de

1

-5

-btu

-11 iO

-tz'3(Fz)-> (Fz)

5(Fz)+(Fe)->(FB)

-2(Fz)+(F:-)->(F:-)

-1 (Fa)-> (Fe)

-2(Fe)+(Fz)->(Fz)

-1( F3 )+( F1 )->(Fr )

o

L-

11 o li o 
I

'1 ,rr1 I

I

o 1 o

1

-

__J

o

Mult j-piicando por -123 la segunda fila y hacier¡do cero Én

las pcsiciones restantes de la ,;oLumna lenemos:

r-

o

o

.JL__

Multi-plicando por (-1) (cambiando de eigno) y haclendo

ceros las pooicÍones restantes de Ia columna tenemos:



T- --l

.t¡

(A- lb- )

11 o oto 
I

o 1 0lo
a o

t_ -J

o

Lo ,1ue nos Ileva a el si-guiente sistema equivalente aI

oriBinal:

Por tanto eI sistema tiene solueión única (tf,,O,O).

decir eL aistema só1o tiene la so- rción trivial.

Ae(x,y,z) { (o,o,o )} G R3

x=O
y=o

p+q-r=O

+r=O

E1 siguiente tipo de ecuaciones

esEudio de una importante

,lenominada espacio vec+-orial.

E^iemolo 3-6

Resuelva el

pr(p,q,r) :

pz(p,q,r) :

ps(p,q,r) :

es i.mportante para eI

estructura algebraica

: Sietema homogéneo con un nú.uero j-nfinlto de

eolucionee.

siguiente sistema homogéneo :

p

q-2r=O

I

I
-1



Escribamos Ia rnatriz aumentacia del sisterna:

Como queremos azz=L, intercamb iamos

hacemos ceros las demás posiciones de

43

la fila con Ia 3, y

Ia columna 2.

t-
-l(Fr)+(F2)->(Ez)

--l

i O I ,r.¡a->{Fz)

¡ O I (F2)+(FB)->(FB)

I ,I - 1( Fz ) + ( Fr ) -> ( Fr )

(Alb)

Hacemi:s cer¡s debajo del 1 de Ia primera columna

1 1 -1
101
o l-2

-_J

r
L

o

o

1

1

I

1

2

--J

(A- lb')

Ya está La matr iz

fiias reduc ida, el

r

L-

toL
o L-2
ooo

)

aumentada en la forma escalonada por

sistema de ecuaciones queda así:

lol
lol
i0l

--l

t0l
tol
iol



5il

P+r=o =>

q-2r=O => ¡ : ir.

O=O

Por Io tanto eI conjunto eolución es

Ae(p,e,r) = { ( p,s,")/ p=-t, q=zr, r

Al,(p.,r,r) tiene una variable libre, r

- P \ a-D3-

Analicemos eI sistema lineai por medio del rango de 1-a

matr iz :

ran (Aib) = 2

ran (A) = 2

Número de eeuaciones = 3
por lo que tiene infinitas s;-uciones, posibilidad 3

{ secc ión 2. i7, páef31 ) .

E.iemp I o 3-7-

Solución de r¡n sistema consi-stente de 5 ecuaciones con

dos incógnitae.

Resuelva e1 sistema:

Pr(x)
pz(x)

pe(x)

P4(x)

pa(x)

,e,

3xr

=$

+ :<2

-Zxz

+Zxz

-Oxz



Haciendo las operaciones correspondi-ente s tenemos:

--'lr

5i

-i(F:.)+(Fz)->(Fz)

-2(F1)+(F3)->(Fe)

-2(Fr)+(F¿)->(F¿)

-3(Fr)+(Fe)->(Fs)

Para que esté en la forma

(A ib)

11 1 i¡
!ltrr_\

l2-7 ro
12 2 i6
l3-6 io
L- ___l

Hacemos ceros debajo de arr=1,

escalonada por f Ilas.

t- --'l

1

ñ

o

o

o

1

2

o

I

j0l
rot,"|

-1l3(Fz)->(Fz)

-l(Fz)+(Fr)->(Fr)
3(Fz)+(Fe)->(Fe)

9(Fz)+(Fs)->(Fs)
t_ __J

ilacemüs az2=l y cero6 a ]as ;iemás posiciones de ia

co Iumna 2.

t- --t

I1 o izl
lo I ill

(A'ib') = I o o I o 
I

lo o tol
lo o iol
t_ )



L1evándo1a aI sistema de

c-

ecuaciones lineales equivai¿n¿es

v,=,-f

:.'.2 = L

ñ :o

O =O
O =O

Por Io tanto eI sistema tiene solución única

Ap= {(2,1)} CR2

E-iemplo 3-8-

Sietema de 5 incóEnitas y 2 ecuacionee lineales sin

solución.

Pr(x) : xL - xz+xe - x4 +xE = 5

pz(x) : 2xt -2xz +Zxz -Zxa +2x5 = I

Aqui hay por Io menos 3 variables iibres, ei eI sistema

tiene so 1uc ión -

La natriz au¡nentada del sistema es:

r- --'l

(Aib)=l 1-1 1-t 1 i 5l -2(Fr)+(Fz)->(Fz)

| 2 -2 2 -2 2 i el
t_)

tenemos a:-:- = l, por Io tanto hace¡noe debajo de1 1.



T_ --.'l

(Alb)

P1(x,y)
p2(x,y)

p3(x,v)

5x-2y=1

-x+2Y=l
4x+2y=9

I 1 -l 1 -1 I I 5

I o o o 0 o i -r
t_

-2(Fr)+(Fz)->(Fe)

-_-J

es todo 1o que se puede hacer, ahora analicemos a1

sis¿ema equiva]ente:

Xr - .1(2 + x3 - X4 + xEi =

Oxr +Oxz +O:{3 +üx4 +Ox6 : L

Cono esto es imposible, pues 0 no puede ser ieual a -1,
por 1o tanto eI sistema no tiene :. .Iución. (Ap(x) = ,lr, ) .

Este método es poderoso pues en su estructura no hay

ambigüedades que sutilmente se pueden cometer en los

métodos tradicionales (de iguala¡:ión, de comparación y

de r.educción) para llevarnos a un error,
l/eamos puee un ejemplo.

Eienplo 3-9 -

Solución de urr BiEteBe de 3 ecuacLonee con 2 incógnitae
(conI¡aración del método de reducción y de Gauee-Jordan ) -

c
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Por otro método tenemoEi que si apLicamos l:breme:-¡te ia
"estrategia Ce e l- iminar incógni-tas".

-iumancir¡ ia segunda y Ia tercera se t iene : 3x + 4y = 11

que junio con Ia primere de ell,as 5x - 2y = 1, produce

(dígase que se multipii.ca por 2 esta úLtima y se suma con

3x+4y=11 eiiminando asi a y) por "soiución" x=1, y=2.

5i .3e verifica e-sia 'solución" del sistema de las

ecuaciones, se ve que, a excepción de la primera de

ei]"as. pa:'a ia cuaL se tlene 5( 1)-2(2) = 1, en las dcs

restantes esbos valores de x y y no conducen a Ia

lgualdad ( se tiene -L2(2)+2, 4( 1)+2(2)+9) , y por Lo

tanto, Ic que se obtuvo no son elementos de An(x).

Pocliamos tarobién haber sumado 1. primera y Ia segunda

ecuación y nos queda 4x=3, es decir x=3/4, que

reemplazando en 1a ecuación ter.3ra 4(3/4)+2y = 9, eS

decir y=3,

Si se verifica esta "seudo solución" del sistema de

ecuaciones sóIo se cumpLe para ia tercera ecuación.

La pregunta ahora es : Cuáf entonces es el conjunio

solución del sistema de ecuaciones Iineales?.

Podemos darnos cuenta que estos métodoa 6ó10 sirven para

determir¡adc,s sistemas de eeuaeiones, para 1os que tienen

solución úníca. Pero sabemoe que algunos sistemas no

tiene soiución y muchos otros tienen un infinito número

de soluciones. Esto limita mucho estos rnétodos,

Resolvé¡nos1o ahora por eI método de eliminación de Gauss-

Jordan.



(A ib)

l1
ta

/F-\

( Fr )

r
l5
l-r
l4

2

2 g

--t

J

-l(Fz) -->
(Fz) -->

por -1) e

L

Cambiemos de signo la fila 2 (multiplicando

intercambiemoa la fila 2 con 1a 1-

t-- --t

I t -z i-2 | -5(F1)+(F2¡ --> (Fz)

' I5-2i11 -4(Fr)+(Fe) --> (Fs)

l4 ziel
L_)

Hacemos ahora ceros 1a co lumna deLajo de1 l.

r- --'l

t1-,

lo I
lolo
t_

t-a I,.|

l11 |

lrz 
¡

L/8(Fz) --> (Fz)

-1O(Fz)+(F=) --> (Fe)

2(Fz)+( Fr ) --> (Fr )

J

Multiplicamos Ia se8unda fila por 1,/8 para hacer azz=1 y

hagamoa ceros las demás posiciones Ce la columna del 1.

t- --'l

ll ol 3/4 
1

(A'lb-) = I O 1 I 11,/B 
I

lo oi73/4 
1

L ___)
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Llevando a un sj"sterna de ecuaeiones equivalentes queda:

x= 3/4

y= LL/é

O= 13/4

Lo cual es imposible pues O no es igual a 13,/4, por 1o

tanto este sistema de ecuaciones Iineales no tiene

solución. es decir :

Ae(x,y) = ,ft, CR2

Esta respuesta nos deja un sabor de ,tue para este tipo ie

sisr-emaa de ecuaciones lineales no va haber eolución, 1o

cual no es cierto, pues vamos a dar 2 ejempios, el
primero de solución única y el otro de infinito número de

so Iuc ioneg .

Eiempl-o 3-10-

Solución de un eistena de 3 ecuaciones Iineales con 2

incó€¡itas : eolución única-

2x+2y=4

Haciendo las operaciones corresponciientes tenemos:

x+Y=2
x-Y=O

-
--.,l

-l(Fr)+(Fz) ->

-2(Fr)+(Fs) ->

\82)

(Fe)

L- _l

l1 Li2l
(Alb) = | 1-1 lo I

l2 2i4l



Hagamos ceros debajo de la columna dei arr = I

r
ll o

lo-2
lo o

i1l

iol

--l

-vá(Fz) -> (F2)

-1(Fz)+(Fr) -> iFr)

L- __l

Multipliquemos Ia segunda fila por -t para hacer a22=1 y

hagamos cero sobre su columna.

f- --'1

l1 otll
(A', lb' ) o

o

I I
oo

t_J

LlevándoIo a un sistema equivalent. queda:

x= 1

0=O
Pcr lo tanto Ia solución es únicá y eI conjunto soluci:r

Ar'(xr,xz) = {(1,1)} CRz

E-i emplo 3 - 11 -

Solución de un eistema de 3 ecuaciones con 2 incógnitas:
que tiene infinitas soluciones.

x+Y= I

3x+3Y=3

y= 1



Su matriz aumentada es

r- --.,]

(Atb)

(A'lb')

l1 l irl
l2 2i2l

3 3i3l
t-

r

-2(F:-)+(Fz) ->

-3(Fr)+(Fe) ->

(Fz)

(Fs)

Hagamos ceros debajo de Ia columna arr=l

--.,|

lr 1i1l
o o:o

lo oiol
L_ __)

Llevándolo a un sistema equivalenr-: queda:

EI eonjunto solución puede ser escrj,to de 1as dos maneras

siguientes:

A¡e(x,Y) = I (x,v)/ x= l-Y , Y € R ] GRz ó

A:e(x,Y) = { lx,Y)/ V= 1-x , x € R } GRz

En ei- primero poniendo a x como variable libre y en eI

seg:.rndo a y.

x+Y= I

O=O

O=O



Pcdemos Cecir que e1 coniunto soluciin

ecuaciones fineales ti,ene un número

soluci:¡:es.

ütra método interesante para encontrar

algebra de matrices para un sistema de

Lineales y n i-ncógnitas representado en

AX=b, donde A € M.,,<n este método se apiica

En este caso la solución siempre es única.

Veamoe que sucede si muJ-ti-plicamos por Ia

natriz inversa de A.

A-I.(AX) = A- lb

dei sistema

ini- i ni tc,

59

de

de

Por

ES

sabemr: r que

se cümPle

Ap(x) .on el
n ecuac ione s

forma natri.c ia1

si A-r existe .

izquierda a Ia

l-á nu 1t ip I icar i ón

que : AA-r = A-:-A

propiedades de matrices

asocíativa, por 10 tanto
y que IC=C, entonces :

(A-tA)X

rx
= A- rb

A- rk)

.f - 1b

For Io tanto otra manera de resoiver un sistema de

ecuaciones linea1es es multiplicando ]a matriz i-nversa de

ia matriz de coeficientes por ia matri.z de t.érminos

independientes, siempre y cuando la matriz iie

coeficientes sea invertible.

Esta manera

larga, pero

de resolver sistemas

veamos un ejemplo só Io

de ¿cuaciones es muy

por ilustrac ión.
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Eienolo 3-12-

Solución de un

solución úniea

eistema

( usando

de 3 ecuacionea con 3 incógnitae

Ia ma.triz inveraa ) -

p;-ix,y,z)

pr (:<, y, z )

p:.(:<,y,2)

Sabemos que:

x+2y+z=O

x+2y+32

b

))

t-

L-

--1

12 il
_t n I r

L 2 3l
) L-

v

z

v

r- --'t

ol

t_

2

La ma¡riz de

Ej emplo 2-12

coeficientes A es la misma matriz que

( páe$ 29) se Ie haI1ó matriz inversa

en el

A- r y

r-
| -,á

A-a= I 1

i -tá

-l-

tá

o

--'l

4l
-)4 |_l

ul
.J

Esto nos fac i li-ta
que matric ialmente

Ias matrices A-1 y b

enormemente

f, : A- lb,
este ejercicio, sabiendo

procedemos a multiI>l icar

---.l
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



t- --'t r- --'1

l -)á-L & ll o 
I

x=l L a_all 2l
| -,4 0 ,É ll 2 

|

t-- --J t_ J

r- - r- -l t- --'l

lo-2+1 | lx I l-1 I

X=l o+1 -1 I ==> X=l v | = | ol
I o o+1 | | z I I 1l
t-)L-IL--J

Por lo tanto e1 conjunto solución es:

A¡¡(x,y,z) = i(-1,o,1)) gR4

es decir x=-1, y=O y z=1.

Queremos lratar eI ú1timo punto tle nos falta por ver y

es e1 de ias apli.cacionee de 1c¿ sis¡emas de ecuaciones

L ineales.

J.J Aplicaciones de1 sistema g[g ecuaciones

1i neales -

En ios tiempos actuales, muchos probl:mas que surgen en

ia ingenieria, economia, biologia, ,quimíca, etc...,
conducen a sistemas de ecuaciones lineales con gran

número de incógnitas, tanto asi .iue no es posible al

hombre realizarlas sin la ayuda de un computador-

Debemos tener presente que un 70% de 1os problemas se los

puede representar como modefos mat,emáticos IineaIes.
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E.iemolo 3- 13

La suma de 1as medidas de los tres ángulos internos ,le un

triánguJ-o es 180". La suma de eI de mayor medida y ei
interme,lio es 135", y la suma del intermedio y eI menor

es de 110'. Determi,ne la medida ,le 3 ángulos interiores

al- triángulo.

¡ean 1

Med r,1a

Med ida

Med i ¡la

ánguLo

ángulo

ángulo

deI

deI

mayor.

intermedio.

Según las condiciones de problema. tenemos él sistema:

x1 +x2+xs= 18O

xL+x2 = 135

x2+xB=l1O

Haciendo las operaciones correspondientes tenemos

(Alb)

r- --'l

l111t18ol
l11oir35 l

lo 1ri11ol
L_J

-l(F:.) + (Fz) -> (Fz)



OJ

Conseguimos ceros debajo de la columna de arr=1

r --'l

l111i18ol
- lo O-1 !-45 I 1P"¡ -> (Fe)

lO 1 1i 11O | -1(Fz)+(Fr)->(Fr)
L-J

Intercambiamos 1a se8unda y tercera colurnna y hacemos

cero La posición sobre Ia columna de azz=l.

r- --t

l1 O o! 70l -l(Fs) -> (Fs)

- lO 11i11Ol -1(Fs)+(Fz)->(Fz)

lo o-1 i-45 I

t-)

Cambiamos de signo Ia tercera fil-a (multiplicamos por -1)
y hacemos cero Ia posición sobre Ia columna de ase=l.

r --]

70

b5

45

Lievándoio ai sistema equivalente nos queda:

xr = 70', xz = 65' y xs = 45'.

La solución única (subconjunto de Rs) es :

Ar,(xr,xz,xe) = { (70, 65, 45) } CR3

(A- tb- )

11o ol
lo 1ol
lo o li

)L-
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E-iemplo 3- l4-

La cifra de las centenas de un número de 3 cifras es 3,25

de las ,:ifras de las unidades, y Ia cífra de Ias decenas

ee la mitad de l-a suma de las otras dos. Encontrar este

número ( de tres cifras), sabiendo que agregándole 198 se

obtiene eI número pero invertido el orden de las cifras.

Sean:

c = la c i-fra de

d = Ia cifra de

u = fa ci-fra de

las centenas.

Ias decenas.

1ae uni.dades.

Según las condiciones de1 probl¿.iia tenemoa eI siguiente

sis'temas,ie ecuaciones Iineales :

s = (3/5)u

d = ,É(c+u)

lOOc + lOd + u + 138 = lOOu + lOd + c

Haciendo i,as operaciones corre sponci ientes tenemos:

T-

l5
lr
lse
L_

o

o

--'1

(Alb)
-3 I ol
li ol

-se l-re8 
I

(Fz) -> (Fr)

1,299(Fe)->(Fe)

___J

Intercambiamos Ia fila 2 con la 3 para hacer aL1:l y

nultiplicamos la fila 3 por 1,299.



I

r
lr-2
15 0

110

--1

1

a

1

iol
lo -5(Fr)+(Fz)->(Fz)

-1(Fr)+(Fs)->(F3)i-2 
I

L -J

Ahora hacernos ceros debajo de Ia coLumna de a1r-=1-

r --t

t1_nlr

rolo-8 1

io 2-2 1
I

L-

Multiplicamos por -l la fila 3

incercarnbiamos con Ia fila 2.

r-

o

o E(Fe) -> (Fe)

(Fa)->(Fz)_r)

_)

'cambiamoe de signo) e

--'l

I r-2 1l
lo 1-1 I

lolo-8 I

ol
-11

ol

2(Fz)+(Fr)->(Fr)

-10(Fz)+(FB)->(Fe)

t_ _)

Hacemos cero las demás posiciones de azz=L.

t- --l

-2 
1

1¡

10 
1

l1 o-1 i

lo r-1 I

lo o 2i

&(Fo) -> (Fe)

(Fe)+(Fz)->(Fz)

(Fs)+(Fr)->(Fr)
L- J

MultiPlicamos por 4 La tercera fila para tener ass=l

hacemos cero las demás posicionee de su columna.



!lo

r-
10 Oi 3

o 10i 4

lo o ri s

--l

(Aib)

t_J

En eI sistema equi-valente nos queda:

^-2

d=4

EI conjunto solución es :

A¡e(c,d,u) = {(3,4,5)} qRg

Luego, Ia respuesta a Ia pregunta es:

EI número de tres cifras es 345.

3-4. CONCTUSIONES.

Si en l-a prueba de diagnóstico apLicada e1 13 de febrero

de 1994 a los aspirantes a ingresar a 1a ESPOL, ni un

alumno empleó e1 método de Gauss o Gauss Jordan, no es de

extrañarnos que un gran número de estudiantes del ciclo
diversificado identifiquen como sistema de ecuaciones

lineales só1o aquellos sistemas lineales cuyo número cie

ecuaciones ets igual al de incógnitas y que tienen

solución única. Cómo no ha de suceder esto si tras Ia

definición de Io que es un sj-stema de ecuaciones lineales

1a inmensa mayoria de Ios ejemplos con que se ilustra
esta definición son de este tipo, porque utilizamos
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67

¡ a

métodos que só1(] reauelven este tipo de sisl:emas

l ineaIes .

La presente monografÍa Ia realieé con el obieto de que

tanto las definiciones de sistemaa de ecuacionee lineales
y matriceo, como las imagenes que proyectan las

ilustraciones propuestas den la idea correcta al- lector.

5i revisamos cualquier libro de Algebra Lineal , se aotará

que es muy necesario el dominio completo deI conjunco

so.Iución de sistemas Iineales utilizando eI alEebra de

matrices, Ia intención de este trabajo sencillo pero muy

útit es de que si se Iee esta m, r.grafia, a1 término de

la misma seguro es que podrá res,:lver cualquier sistema

lineal por e1 método de Gauss Jordan sin problema

teniendo 1a definición y 1a imagen proyectada por }a

mísma un mismo sentido que es como debe ser.

Después de cinco borradores de monografia corregidas For

eI director, teniendo sienpre presente relacionar ei

aLgebra lineal y Ia lógica matemática, definrr
correctanente, ilustraciones claras, etc. Creo que se

han cumplido los objetivoe propuestos por eI director -1,

el autor.

I
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