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ASOGIACION DE ESTUDIANTES DE LAS CARRERAS DEL ICM
CONJUNTOS Y VECTOR TiPICO

Los ejercicios en general no presentan conjuntos simples como por ejemplo P, (polinomios de grado menor
igual a 2), mas bien presentan conjuntos mas compuestos, por ejemplo:

S={p(x)/p(x) € P3y p(-D+p(1)=0y p(0)-p(1)=0}
...supongamos que te preguntan ;p(x)=1+x> € S ?2... ;Qué harias?

Si lo vas a trabajar asi como te lo han definido, debes verificar si p(x) cumple con las condiciones del
conjunto S

S={px)/p(x) € P3y p(-1)tp(1)=0y p(0)-p(1)=0}
— —~— -
condiciones del conjunto S

En nuestro caso, p(x)€ P3 (cumple) ; p(-1) )+p(1)=(1+(-1))+(1+(1)>)=4 # 0 (no cumple)
por lo tanto: p(x)¢ P;

Otra opcidn es hallar un vector tipico, que es un vector genérico el cual cumple con todas las condiciones del
conjunto. En el ejemplo seria:
S={p(x)/p(x) € P3y p(-1)tp(1)=0y p(0)-p(1)=0}
desarrollamos las condiciones...
p(x) € P; entonces p(x)= at+bx+ex*+dx’ (vector tipico de P3)
p(-D+p(1)=0  (atb(-1)+c(-1)*+d(-1)*)+(a+b(1)+c(1)*+d(1)*)=0 (evaluando)
= (a-b+c-d)+ (at+b+c+d)=0
= 2at+2c¢=0 (condicion desarrollada)
p(0)-p(1)=0 (a+b(0)+c(0)*+d(0)’)-(a+b(1)+c(1)*+d(1)*)=0  (evaluando)
= (a)-(atbt+ctd)=0

= -b-c-d=0 (condicion desarrollada)
Con las condiciones desarrolladas, obtengo un sistema
2a+2c=0
-b-c-d=0
2 ecuaciones 4 incognitas, se escogen dos incognitas como variables libres; escojo ¢ y d resultando...
a=-c b=-c-d

reemplazo lo que obtuve en el vector tipico de P3, obteniendo...

S={ (-c)+(-:-(d)x+cx2jdx3 /c,deR}
Vector tipico de S

Este vector nos indica que el coeficiente libre debe ser el negativo del de x> (o lo que es lo mismo que decir
que el coeficiente de x* debe ser el negativo del coeficiente libre) y que el coeficiente de x debe ser la suma
de los inversos aditivos de los coeficientes de x* y x°. El vector tipico no es tnico, basta con escoger otras
incognitas como variables libres para obtener otro vector tipico.

Veamos como se resuelve la pregunta ;p(x)=1+x> € S ? utilizando al vector tipico.

en este caso, c=1 y d=0, p(x) no mantiene la forma del vector tipico ya que el coeficiente libre deberia ser -1
y es 1; por lo tanto: p(x) ¢ Ps

px)=1+x-x* €S2 c=-1 y d=0, reemplazando dichos valores en el vector tipico nos queda el mismo
p(x); entonces p(x) si mantiene la forma del vector tipico, por lo tanto: p(x) € P;

En el vector tipico obtenido (-¢)+(-c-d)x+ex*+dx’ los coeficientes de x* y x° se les llama entradas del vector,
en un vector tipico de la forma ax+(a+b) x*+bx" los coeficientes de x y X’ serian las entradas y el, coeficiente

libre siempre tendra el valor cero.
%
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ASOGIACION DE ESTUDIANTES DE LAS CARRERAS DEL ICM
<+ Halle el vector tipico de: W={AeMj,;/ a;=0 para i>j}

Desarrollamos las condiciones...

a, a, a;
A€My = A=|a, a, ayp (vector tipico de Miay3)
a3 8p Ay
aj=0 parai>j = verificamos la condicion para cada elemento del vector tipico de Miy;
a;; 1>1 (no cumple) = a;; €R a3 2>3 (no cumple) = a,; €R
ap;p 1>2 (no cumple) = ap; €R az; 3>1 (cumple) = az;=0
a;3 1>3 (no cumple) = a;3 €R azp 3>2 (cumple) = a3;=0
a1 2>1 (cumple) = a=0 a33 3>3 (no cumple) = az; €R
az, 2>2 (no cumple) = a; R finalmente obtenemos:
a; 8, a;

W={ 0 a22 a23 / a11,212,213,222,223,433 € R }

0 0 a

¢ Halle el vector tipico de: S={A<M2x2/A=AT}

Desarrollamos las condiciones...

_ a, 4, L.
A€My = A= (vector tipico de M,yz)
a'21 a22
T a, a; a, a, . T .
A=A = = de la igualdad de A con A" obtengo un sistema de
a‘21 a‘22 a12 a‘22
ecuaciones

a;= ap, (valida)
A= ax (triVial) = an eR
Al final obtenemos...

an= an (triVial) = a;; €R
a,= ay (valida
\—p 2= a1 ( . ) ap=a, a1 €R

a a
S={ ( 1 ZIJ/ 251,221,220 €R }

a'21 a22

P - -
Néstos MonTano AL YOV - =
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¢ Halle el vector tipico de: W={(a,b,c,d) / a-2d+c=0}

Desarrollamos la condicion, en este caso, solo debemos despejar una variable...
a=2d-c (condicion desarrollada) nos quedan ¢ y d como variables libres, y ademas, como no existe

condicion que involucre a la variable b, esta puede ser cualquier real, es decir be R

Al final obtenemos...
W={(2d-¢,b,c,d) / b,c,deR }

< Halle el vector tipico de: W={(a,b,c,d) / 2a-b+c=3a-b+d=0}

Desarrollamos la condicion, en este caso la condicidn es un sistema de ecuaciones
2a-b+c=0 = c¢=b-2a ab R
3a-b+d=0 = d=b-3a ’
Dejo dos incognitas como variables libres a y b; y el resultado es:
W={(a,b,b-2a,b-3a) / a,b R}

+«» Halle el vector tipico de: U={p(x) / p(x)=a(1+x)+b(4x-x2)}

En este caso al desarrollar nos queda...
p(x)=a(l+x)+b(4x-x’) = p(x)=a+tax+4bx-bx’ = p(x)=a+(a+db)x-bx’
resultando...

U={ a+(a+4b)x-bx’/ a,b €R}

“Libre y sagrado, es el derecho de pensar...

La educacion es fundamental para la felicidad social; es el principio

en el que descansan la libertad y el engrandecimiento de los
pueblos”
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ESPACIOS VECTORIALES

Definicion.- Sea V un conjunto de elementos, junto con dos operaciones: @ suma y & multiplicacion por
un escalar. (V;® ,®) es un Espacio Vectorial si y solo si las operaciones mencionadas cumplen con:

Ay VvweV [vBweV ] Cerradura de la Suma

A VvweV [vBw=w @V ] Conmutatividad de la Suma
A3 VvwueV [(vEOwW)Qu=vO(wDu) ] Asociatividad de la Suma

Ay J6eVV veV [vBo=V ] Neutro o Vector Cero
AsVveVIv eV [vOv=0 ] Inverso aditivo de V
M;VaeRVveV [a ®veV ] Cerradura de la Multiplicacion

M,VaeRVvweV [a®VOwW)=a ®v ® a ®w] Distributiva
MsVa,feRVveV [(a+f)®v=a Q®vD L&vV] Distributiva
MyVa,feRVveV [a®(BOV)=(a*f)BV] Asociativa multiplicacion escalar
M;s; VveV [1®v=v]

% Sea V={(a, b, a-b) / acR,beR+ } con la suma © definida como:
(al, b1, al-b1) (a2, b2, a2-b2) = (al+a2-3, b1b2, al-b1b2+a2-3) vy Ia
multiplicacion por escalar
k® (a, b, a-b) = (ka-3k+3, bk, k(a-3)- bk+3) ,keR
a) Determine si (V;®,®) es un Espacio Vectorial
b) Determine el vector 4® (3, 1,2) © 2®(5, 3, 2)

Segun la definicion, para que (V;®,® ) sea un espacio vectorial, las operaciones definidas sobre V deben
cumplir los 10 axiomas, asi que debemos verificar si los cumplen o no.

Al VvweV [vDweV |

La hipétesis del axioma es que v,w €V, entonces vy w tienen la forma de los vectores de V, es decir:
veV = v=(a;, b, a;-b;)donde a,eRyb,eR"
weV = w=(ay, by, a,-b,) donde a,, R y b,eR"
para que v we V , debemos verificar que el vector v w cumple todas las condiciones de conjunto V (que
en este caso es que el primer elemento sea real, el segundo sea un real positivo y el tercero sea la resta del
primero con el segundo). Desarrollando...
v@® w= (aj, by, a;-b;) @ (ay, by, ay-by) = (a;+a,-3, b;b,, a;-b;by+a,-3) verificamos las condiciones
a;ta-3 €R ya que es la suma de 3 elementos reales
bb,eR" yaqueb, €R"yb,eR" y sumultiplicacion es R”
a;-b;by+a,-3 = a;+a,-3 - bib, (ordenando se verifica que es la resta del 1¥ elemento con el 2%°)
por lo tanto vOweV
A VvweV [vODw=wdDvV]

Partiendo del vector v w debemos llegar al vector w® ... Notese que @ es una operacion definida
v® w=(ay, by, a1-b;) D (ay, by, a-by) = (a1a,-3, biby, aj-bbytay-3) ¥ hay que aplicar dicha definicion
desarrollando aparte w® v...

Por
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w @ v=(ay, by, ar-by) @ (ay, by, a;-by) = (a+a;-3, byby, ar-byby+a;-3) entonces aplicando la propiedad
conmutativa de la suma y la multiplicacion de los reales
= (arta;-3, biby, aj-biby+a,-3)= (arta;-3, byby, a-bybi+a;-3) =w®v

porlotanto vw=w®v
A Vvwu eV [(vEW)Pu=vO®(wDu) ]

No tenemos definido al vector u, procedemos a hacerlo:
ueV = u=(as, by, a3-b;) donde a;e Ry b;eR"
(vOw)®u = [(a1, by, a1-by) D (ap, by, a,-b,)] D (a3, bs, a3-bs)
= (a;taz-3, biby, a;-biby+ar-3) @ (a3, b, as-bs)
. ((a1+a2—3)+a3—3, (b]bz)b3, (a1+a2—3)—(b1b2)b3+a3—3)
aplicando la propiedad asociativa de la suma y la multiplicacion de los reales
:(31+32+a3-6, b1b2b3, a1+az-b1b2b3+a3-6)

Notese la aplicacion estricta de
la definicion de la suma

Por otro lado,
v (w®u) = (a1, by, a1-b)) D [(az, by, a2-b2) D (a3, bs, a3-bs)]
= (al, bl, al-bl) @ (az+a3-3, b2b3, az-b2b3+a3-3)
= (8.1"‘(8.2"‘8.3—3)—3, bl(b2b3), al—bl(b2b3)+(a2+a3—3)—3)
aplicando la propiedad asociativa de la suma y la multiplicacion de los reales
=(a;tay*a;-6, byb,bs, a;-b;bybs+a,taz-6) igual a lo obtenido anteriormente
por lo tanto (v w)@ u=v® (WD u)

AydoeVVveV [vDo=vV]

Debemos definir el elemento 6 ni v...
o€V = 0= (ay, by, ap-by) donde apeR ybyeR"
veV = 6=(a,b,a-b) dondeacRybeR"
Para demostrar que existe el vector neutro, debemos hallarlo; lo hallamos trabajando la conclusion como una
ecuacion, es decir, despejamos las componentes del vector neutro de la igualdad v 6 = v
vPo=v = (a, b, a-b) @ (ay, by, ap-bg) = (a, b, a-b)
= (atay-3, bby, a-bbgt+ap-3) = (a, b, a-b) obtengo un sistema de ecuaciones..

atap-3=a = a;=3 y 3eR

bbp=b = by=1 ademas 1 eR"

a-bbytag-3 = a-b (se cumple con los valores de ag y by)

por lo tanto o existe y es igual a (3, 1, 2)

Comprobacion: v® o6 = (a,b,a-b) D (3,1,2) = (a+3-3, bl, a-b1+3-3) = (a,b,a-b) = v
Nota: las componentes del vector neutro deben ser constantes, ya que este es Unico.

AsVvevVIV eV [vEv=0]

veV = v=(a,b’,a’-b’) dondea’eRyb’ eR"
Parecido al axioma anterior, debemos hallar a que es igual el inverso aditivo v’, con la diferencia que lo
elementos de v’ estaran en funcion de los elementos de v, ya que para cada v existe un v’ diferente.
VOV =0 = (a,b,a-b) D(a’,b’,a’-b’)=(3,1,2)
= (a+a’-3, bb’, a-bb’+a’-3) = (3,1,2) obtengo un sistema de ecuaciones...

Por ' .
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085437820 PARA EIL DESARROLLO DB LA



LeolletoRicRataclvainealliedvarcti=;

ASOGIACION DE ESTUDIANTES DE LAS CARRERAS DEL ICM

ata’-3=3 = a’=6-a y 3eR

1 o .
bb’=1= b’—B como be R" no existe indeterminacion (de existirla, el axioma no se

cumpliria)
a-bb’+a’-3 = 2 (se cumple con los valores de a’ y b’)

1 1
por lo tanto v’ existe y es igual a (6-a, b’ 6-a—6 )

1 1 1 1
Comprobacion: v v’ = (a,b,a-b) D (6-a, E ,6—a—B )= (at+(6-a)-3, b B , a—bB +6-a-3)=(3,1,2) =0

M; VKkeR VveV [k®veV |

Nuevamente para que K® v €V, debemos verificar que el vector k& v cumple todas las condiciones de
conjunto V.
k® v =k® (a,b,a-b)= (ka-3k+3, b*, k(a-3)- b*+3) verificamos las condiciones...

ka-3k+3 €R ya que es la multiplicacion de elementos reales

b* eR" yaque beR"y ke R y un real positivo elevado a cualquier exponente es R
k(a-3)- b*+3 = ka-3k-b* (desarrollando se verifica que es la resta del 1° elemento con el 2%°)
por lo tanto k® ve V

M, VKeER VvweV [KOQ(VOW)=k®v ® k®w|]

k@ (vOw) =k®[(ay, by, a;-b;) D (az, by, a,-by)]

=k ® (a;+a,-3, bib,, a;-b;b,+a,-3) aplicando la definicion de la multiplicacion
= (k(aita-3)-3k+3, (biby)", k(ai+a-3)-3k+3-(b1by)")
=( ka,+kay-3k-3k+3, (bb,)¥, ka,+ka,-3k-3k+3-(b;b,)¥) por otro lado

k®v @ k®w=k® (ay, by, a;-b;) @ k® (a,, by, ar-by)
= (ka;-3k+3, b*, ka;-3k+3-b,*) @ (kar-3k+3, by*, kar-3k+3-b,") Notese la aplicacion estricta
= (ka;-3k+3+ ka,-3k+3-3, b,*b,* , ka,-3k+3-b,* by*+ ka,-3k+3-3) de la definicion de la suma
=(ka1+ka2-6k+3,(b1b2)k, ka1+ka2-6k+3-(b1b2)k) igual a lo obtenido anteriormente
porlotanto KO (VO W)=k®v @ k®w

M; VkmeR VveV [(kim)Ov=k®v ®m®yv |

(ktm)® v = (k+m) ® (a,b,a-b)
= ((k+m)a-3(k+m)+3, b*™, (k+m)a-3(k+m)+3-b™)  desarrollando...
= (katma-3k-3m+3, b*b™, ka+ma-3k-3m+3-b*b™) por otro lado tenemos. ..

k®v ®m®v =k® (a,b,a-b) ® m® (a,b,a-b)
= (ka-3k+3, b, k(a-3)- b*+3) @ (ma-3m+3, b, m(a-3)- b™3) Notese la aplicacién estricta
= ((ka-3k+3)+ (ma-3m+3)-3, b*b™, ka-3k+3- b*b™+ma-3m+3-3) de la definicién de la suma
= (katma-3k-3m+3, b*b™, kat+ma-3k-3m+3-b*b™) igual a lo obtenido anteriormente
por lo tanto (k+tm) @ v=Kk®v ®m& v

Por ' .
NésTos MopTano AL OV ' —
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M, Vkme R VveV [kK®m®v)=(kmQv]

k®(m®v) =k&®[m®&®(a,b,a-b)]
=k ® (ma-3m+3, b™, m(a-3)- b™+3) aplicando la definicion de la multiplicacion
= (k(ma-3m+3)-3k+3, (b*)™, k((ma-3m+3)-3k+3-(b*)™) desarrollando...
= (kma-3km+3k-3k+3, b*™, kma-3km+3k-3k+3-b"™)
= (kma-3km+3, b*", kma-3km+3-b"™)

(km)® v = (km)® (a, b, a-b)
= ((km)a-3(km)+3, b*™, (km)(a-3)- b*™+3)
= (kma-3km+3, b*", kma-3km+3-b"™) igual a lo obtenido anteriormente
por lo tanto K ® (m ® v)= (km) ® v

Ms VveV [1®v=yv]

Comprobamos si se cumple..
1®v=1® (a, b, a-b) = (1*a-3*1+3, b', 1*a -3*1+3-b') = (a, b, a-b) = v (se cumple)
porlotanto 1®v=v
Por lo tanto (V; ®,® ) es un Espacio Vectorial

b)4®(3,1,2) @ 2®(5, 3, 2)=2?

Lo tnico que debemos tener en cuenta en este literal es que tenemos que utilizar las operaciones definidas
del espacio vectorial dado.

4®(3,1,2) ® 2®(5,3,2) = (4%3-3%4+3, 1%, 4%3-3%4+3-1%) @ (2%5-3*2+43, 3%, 2%5-3%2+3-3°)
- (3: 1: 2’) @ (7’ 95 _2)
= (3+7-3, 1*9, 3+7-3-1*9)

=(7,9,-2)
Si observamos, nos daremos cuenta que nos piden: 480 @ 2®(5,3,2)  ugjlizar las propiedades y
lo que por la propiedad k® 6 =06 es igual a 0D 3®(5,3,2) teoremas permite una
por el cuarto axioma v@® o =0 esiguala 2®(5,3,2) resolucion mas rapida, con
igual a (7,9, -2) menos calculos

Por lo tanto, 4® (3, 1,2) ® 2® (5, 3, 2)= (7,9, -2)

% Sean (V; ®,®8) v (W; O,XI) dos espacios vectoriales reales. Sea VxW el
conjunto formado por el producto cartesiano de V con W junto con las
operaciones:

T (x1, y)T(x2,y2) = (x1©x2, y10y2) ;x1,x2€V yl,y2eW
°: Kke(x,y) = (k®x, kIXly) ; xeV yeW keR
Determine si (VXW; ¥, ¢) es un Espacio Vectorial

Solo desarrollaremos ciertos axiomas, ya que los demas son de idéntico razonamiento y se los dejamos al
lector

NésTos MonTano M IENTORE SR | =
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A; Vv,w € VXW [viwe VXW ]

veVXW = v=(x;,y;)dondex;€eVy y;e W
we VW = w=(x,, y) donde x,eVy y,eW
Verificamos las condiciones, en este caso son que el 17 elemento pertenezca a V y el 2% elemento a W
Viw = (X1, Y1) T(X2, ¥2) = (X1©X2, y19y2)
ya que (V; ®,8) es un E.V. (© cumple con el axioma de cerradura) entonces:  x;®x,€V
bajo el mismo razonamiento en W yi0y,e W
por lo tanto viw € VxW

A; Vv,w e VXW [ viw=wiv ]

Bajo el razonamiento anterior pero aplicando la
conmutatividad de @y 0 en Vy W respectiv.

viw= (X1, y)T(X2, ¥2) = (x19xa, YIOYZ)*
WTV= (X2, Y2)T(X1, Y1) = (X2®X1, y20y1) = (X1DX2, y10y2)
por lo tanto viw = wiv

El desarrollo del axioma 3 (asociatividad de la suma) es idéntico al anterior (mismo procedimiento) por ello
pasaremos directamente al axioma 4

Ay Jo eVW V v eVxW [vio=vV]

0€ VW = 0= (X, yo) donde xoeVy yoeW
veVXW = 6=(x,y) dondexeVy yeW

VT(_) =V = (X’ Y)T(XO, y0) = (Xa Y)
= (xX®xo, YO¥0)= (X, y) obteniendo el sistema de ecuaciones...

X®xo =X = X¢= 0y que es el vector neutro de V (ya que el unico vector que cumple la propiedad:
JoyeVV xeV xPoy =x)
yOyo=y = yo=0w que es el vector neutro de W (mismo razonamiento pero en W)
por lo tanto 0 existe y es igual a (v, 0w)

Se puede pensar que en este caso el vector neutro no esta compuesto por constantes (como se dijo que debe
pasar), pero en realidad si esta compuesto por constantes ya que tanto Oy como Oy estdn compuestos por
constantes.

As Vv eVxW 3 v’ e VxW [V fv'=
vVeVxW = v=(x’,y’) dondex’eVy y’eW

viv’ =20 = (X YT, y’) = (0v, 0w)
= x®x’, yOy’)= (oy, ow) obteniendo el sistema de ecuaciones...

x@x’ =0y = X’=(-Xx) que es el inverso aditivo de x (ya que el Ginico vector que cumple la
propiedad: VxeV J(-x) eV xPH(-Xx) = oy )
yOy’ =0w = y’=(-y) que es el inverso aditivo de y (mismo razonamiento pero en W)
por lo tanto v’ existe y es igual a (-x, -y)

i
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M; VKkeR VveVxW [keve VW |

kev =ke(x, y) = (k®x, kXly) verificamos las condiciones, y se cumple que...
k®x € V por la cerradura de la multiplicacion por escalar en V
kXly e W por la cerradura de la multiplicacion por escalar en W

por lo tanto k eve V

Los demas axiomas tienen un desarrollo parecido al axioma 2, todos se cumplen (compruebalo)

Por lo tanto (V; @ ,® ) es un Espacio Vectorial

% Sea V={f: R>R /1+£(0)=2 } tal que:
(f® g)(x) = f(x)+g(x)-1
(k® f)(x)= kf(x) sKER
Determine si (V;®,®) es un Espacio Vectorial

A VigeV [f®geV |

La hipétesis del axioma es que f'y g pertenezcan a V, esto es:

f e V = 1+{(0)=2 que es lo mismo que f(0)=1

geV = 1+g(0)=2 que es lo mismo que g(0)=1

para que f@® ge V dicho vector debe cumplir la condicidn del conjunto V

f@geV < 1+HfD g)(0)=2 equivalente a (f+g)(0)=1 empezamos a verificar si cumple la condicion:
E®0) = (x)+gx)-1)(0)

f(0) + g(0) - 1

1+1-1

=1 (cumple) por lo tanto f®@ ge 'V

A VEgeV [fEg=gDf]

Desarrollamos f@® g y luego g® f para comprobar si son iguales
(D )(x) = f(x)+g(x)-1
(g®@N(x) = g(x)*H(x)-1 = f(x)+g(x)-1 (cumple por la propiedad conmutativa de las funciones)
por lo tanto v w=w D@ v

A; VEgheV [(@g)@h=f® (g® h)]

f eV = h(0)=1 definimos h
(fEg)@h = [f{(x)+g(x)-1]@ h
= f(x)+g(x)-1 +h(x) -1
= f(x)+g(x)th(x)-2
f®(g®h) =@ [g(x)+h(x)-1]
= f(x) + g(x)+h(x)-1 -1
= f(x)+g(x)+h(x)-2 (son iguales)
por lo tanto fO )P h =D (gD h)

Por ' .
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Ay;doevVV eV [f@o=f]

0eV = 05(0)=1
Para demostrar que existe el vector neutro, debemos hallarlo; lo hallamos despejando las componentes del
vector neutro de la igualdad f®@ o6 = f
f@o=f = f(x)+o(x)-1 = f(x)
=>ox)=1 (el cero vector es la funcion 1, que cumple la condicion 6(0)=1)
por lo tanto o existe y es igual a 1

Comprobacion: f®o = f(x)+1 -1 = f(x)
por lo tanto f® o =f

AsVfeVIPeV [fOr=5]
PeV = £(0)=1

Parecido al axioma anterior, debemos hallar a que es igual el inverso aditivo f°, con la diferencia que lo
elementos de f* estaran en funcion de los elementos de f, ya que para cada f existe un f* diferente.

fe&fr=0o = f(x)+f’(x)-1=1
= P(x) = 2-1(x) que cumple con f*(0)=1
por lo tanto f* existe y es igual a 2-f(x)
Comprobacion: fP P = f(x)+(2-f(x))-1 =1

M; VkeR VfeV [k®feV |

para que k® f € V, debemos verificar que el vector k® f cumple a condicion del conjunto V.

k®Df eV < (k® ) (0)=1 empezamos a verificar si cumple la condicion:
(k®1)(0) = [k f(x)](0)

=k f(0)

=k (1)

=k como k puede tomar cualquier valor real, entonces no cumple la condicion
por lo tanto K& f ¢ V

por lo tanto (V@ &) NO es un Espacio Vectorial

% Sea V={1,2,3} con la suma & y la multiplicacion por escalar ® definidas
como:
® 0 1 2
0 0 1 2 vVveV; k®v=v JkeR
1 1 2 0
2 2 0 1

Determine si (V;®,®) constituye un Espacio Vectorial

Este ejercicio es algo diferente a los anteriores, El conjunto V no es infinito como anteriormente, sino que
tiene solo tres elementos.

Por
NésTos MonTano AL M
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A VvweV [vOweV |

Por simple observacion de la tabla dada, se verifica que para todas las sumas su resultado es un elemento de
V.

por lo tanto vOweV
A, VvweV [vEw=wDv]

En general, si la tabla de resultados es simétrica, la operacion es conmutativa. Demostrando todos los casos:
(no se demostrara cuando v=w, ya que para este caso el cumplimiento del axioma es notorio)
0@1=1y1®0=1 = 0@1=1@0
002=2y2000=2 = 002=20®0
1©2=0y2®1=0 = 192=2®1
porlo tanto vOw=w®v

A3 Vvwu eV [(vEW)Ru=v®wWDu) ]

Para probar que se cumple, se debe verificar todos los casos (los que se reducen por la propiedad
conmutativa antes demostrada):

vOw) vVEwW)Du (WD) v (WO u)

0 0 Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple
Cumple

N——m,—,m,m,, 00000 <
MO — = — NN~~~ OO0 O 3
NN~ ON—,ON—~ONN—~ON—~,O &
— OO ONNNNNNNN—~,—~—~OOO
ON R O ONSONONERN-D
——,ONON—~, —~ONON—~ N~
SN R ORONRERONONMEIN=

por lo tanto (v w) @ u= v ® (w D u)
AjdJoeVVveV [vBo=vV]

Desarrollaremos la ecuacion para cada elemento de V, es decir

0©6=0 =0=0
1®o=1 = 0=0 (como 0 es el mismo para todos se concluye que 6=0)
2@06=2 =0=0

por lo tanto o existe y es igual a 0

Por ' .
NésTos MopTano AL M@)VI ' —
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AsVvevVIV eV [vEv=0]

Debemos encontrar el inverso de cada elemento de V

0D v’=0 = v’=0 el inversode 0 es 0
1D v’=0 = v’'=2 el inversode 1 es 2
2@ v’=0 = v=1 el inversode 2 es 1

por lo tanto cada vector de V tiene su inverso
M; VkeR VveV [k®veV |

k®v=v y por hipotesis ve V
por lo tanto kK® ve V

M, VKkeR VvweV [KO(VOEW)=k®v ® k®w]
k@ (VO w) =v®w aplicando la definicion de la multiplicacion

k®v @ kQ@w =v®w aplicando la definicion de la multiplicacion
porlo tanto KO (VO W) =k®v ® k®w

M; VKmeR VveV [(kfm)@®v=kQ®v Om® v |

(k+tm)® v =v por la definicion de la multiplicacion
k®v ®m®v =v®v por la definicion de la multiplicacion
pero, v no necesariamente es igual a vev. por ejemplo: (v=1)

1@ 1=2 entonces 1 # 1 @ 1 (no cumple el axioma 3)
por lo tanto (k+m)®v # kO v @m& v

por lo tanto (V@ &) NO es un Espacio Vectorial

“La soberania del hombre esta oculta en la dimensién de sus
conocimientos”

P -
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ASOGI&CION DE ESTUDIANTES DE LAS CARRERAS DEL ICM
SUBESPACIO VECTORIAL

Definicion.- Sea (V; @ ®) un espacio vectorial, sea H subconjunto de V diferente de ¢. Si (H; ® ®) esun
espacio vectorial, entonces H es un subespacio vectorial de V.

Teorema.- Sea (V;® ®) un espacio vectorial, sea H subconjunto de V diferente de ¢. (H;® ®) es
subespacio si cumple:

Vv,v; €H [vi® v, eH]

VveH VkeR [k®v eH]

Nota.- Si en el examen te preguntan la definicion de Subespacio cuidado pones el teorema; el teorema sélo
lo debes utilizar para resolver los ejercicios.

Dos subespacios de cualquier espacio vectorial son:
El conjunto formado por el Oy y el espacio en si, es decir:
S= {0y} y S=V siempre son subespacios vectoriales.
Ademas todo subespacio contiene al Oy

% Sea W= {f/f es continua en [0,1] y f(0) = f(1)} con la suma entre funciones y la
multiplicacion de una funcion por un escalar convencional. ;W es un
Supespacio Vectorial?

Debemos determinar si W cumple las dos condiciones que nos indica el teorema
Ay Vf,g eH [f+tg eH]

La hipotesis del axioma es que f,g € W, entonces fy g cumple las condiciones de conjunto W, es decir:
Sif eH = fescontinua en [0,1]y f(0) = (1)
Sig eH = gescontinuaen [0,1]y g(0) =g(1)

Para que f+ge W , debemos verificar que el vector f+g cumple todas las condiciones de conjunto W Esto es:
f+tg e H < f+g es continua en [0,1] y (f+g)(0) = (f+g)(1) verificamos si cumple

f+g es continua en [0,1] (cumple, ya que la suma de dos funciones continuas es una funciéon continua)
(f+g)(0)= 1(0) + g(0) por hipotesis
=f(1) + g(1) = (f+g)(1) (cumple)
Por lo tanto f+g € H

A)VfecH YV keR [kf cH]

Para que kf € W, debemos verificar que el vector kf cumple las condiciones de conjunto W, es decir:
kf e H < kf es continua en [0,1] y (kf)(0) = (kf)(1) verificamos si cumple

kf es continua en [0,1] (cumple)
(kf)(0) =kf(0) por hipdtesis
=kf(1) = (kf)(1) (cumple)
Por lo tanto kf e H
Por lo tanto W es un Subespacio Vetorial

Por ' .
NésTos MopTano AL M@VI ' —
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< Sea V=R’ con las operaciones:
(X15 Y15 21) © (X2, ¥2,22) = (X1tXe-1, yity2, 1F2,+1)
k®(x,y,z) = (kx-k+1, Ky, kz+k-1) ,keR
Considere los subconjuntos de V: W, W,,W; tales que:
Wi={(x, y, z)/ 2x-3y+z=0}
Wo={(X, y, 2)/ x+2y+z=0 }
Wi={(x, y, 2)/ 2x+2y-z=0}
Cual(es) de los subconjuntos mencionados son Subespacio de V

W={(x,y, z)/ 2x-3y+z=0}

AL VvweW; [vEw eW,]
Hipdtesis:
ve W, = v=(x1, Y1, 21) /2X1-3y,+z,=0
we W, = w=(Xa, Y2, 22) /2X3-3y,+2,=0
Debemos verificar si v we W,

vOWwW =(X1,¥1,21) @ Xa, 2, 22) = (Xi+X2-1 , y1ty2 , 21125 +1) por la definicion de suma @
entonces, debemos probar si: 2(x;+ X5-1)-3(y+ y2)+(z1+ z,+1)=0
2(x1+ xo-1)-3(y1+ y2)H(z1+ z5+1) = 2%+ 2X,-2-3y-3y,+z1+ Z,+1 agrupando...
= 2x1-3y1+2z; + 2X5-3y2+7, -1 por hipotesis
=0+0-1=-1=0 (NO cumple)

Por lo tanto v wg W,
(W3 @ ®) no es un Subespacio Vectorial de (V;® &)

Wo={(x, y, z)/ x+2y+z=0}

AL VvweW [vEw eW,|
Hipotesis:
veW, = v=(X,y1, 21) /X +2y+2,=0

we W, = w=(Xa, Y2, Z2) /X+2y,+2,=0
Debemos verificar si v w e W,

vOWwW =(x1,y1,21) @ (X2, y2, 22) = (X1 +X2-1 , y1+ya , Z1F25+1) por la definicion de suma @
entonces, debemos probar si: (X;+ Xp-1)+2(y |+ y2)+(z,+ z+1)=0
X1+ X-1)F2(y1+ yo) H(zit 2o+]) =x41%p-1 + 2y 2y, + 21+ z5+1 agrupando...
= X112y 1+z; + X, 2y, +7; -1+1 por hipétesis
=0+0=20 (Cumple)

Por lo tanto v we W,
M; VkeR VveW, [k®veW,]

k®v =k®(xy,y1,21) = (kx;-k+1 , ky; , kz;+k-1) por definicion de multiplicacion x escalar &
entonces, debemos probar si: (kx;-k+1)+2(ky,)+(kz;+tk-1)=0

(kx-k+1)+2(ky ) +H(kzi+k-1) = kx;-k+1+2ky;+kz;+k-1 agrupando...
= k(x1+2ykz;)-k+k+1-1 por hipdtesis
=0 (cumple)

Por lo tanto k@ ve W,
(W,; @ ®) es un Subespacio Vectorial de (V; @ ®)

P - -
Néstos MonTano AL M@)VI - =
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Wi={(x, y, z)/ 2x+2y-z=0}

A Vvw eW; [vOw eW;]

Hipotesis:

ve W; = v=(Xy, V1, Z1) /2x,+2y-2,=0

we W3 = w=(Xa, Y2, 22) /2X,+2y,-7,=0
Debemos verificar si v we W,

vOWwW =(x1,y1,21) @ (X2, y2, 22) = (X1 +X2-1 , y1Hya , z1F25+1) por la definicion de suma @
entonces, debemos probar si: 2(x;+ Xo-1)+2(y 1+ v2)-(z1+ 2,+1)=0
2(x1+ X-1)F2(y1+ y2)-(z1+ 2o+1) = 2%+ 2X5-242y1+2y5-7- Z,-1 agrupando...
=2x,+2y 1tz + 2x,+2y,+z, -2-1 por hipdtesis
=0+0-3=-3#0 (NO cumple)

Por lo tanto v w & W,
(W3;® ®) no es un Subespacio Vectorial de (V; D &)

* Sea V={f(x) / f(x)eC|a,b]} es decir las funciones continuas en el intervalo
[a,b]; con la suma y la multiplicacion por escalar convencionales. Sea W=
{f(x)/ f(x+a)= f(x-b)}Determine si W es un Subespacio Vectorial.

Ay Vg eW [ftgeW |

La hipotesis del axioma es que f'y g pertenezcan a W, esto es:
f eW = f(x+a)=f(x-b)
geW = g(x+a)= g(x-b)
ftge W & (f+g)(x+a) = (f+g)(x-b), comprobando si cumple

(f+g)(x+a) = f(x+a) +g(x+a)

= f(x-b) + g(x-b)

= (f+g)(x-b)  (cumple)

Por lo tanto f+g € W

M; VkeR VfeW [kfe W]

kfe W & (kf)(x+a) = (kf)(x-b), comprobando si cumple
(kf)(x+a) =k f(x+a)
=k f(x-b)
= (kf)(x-b) (cumple)
Por lo tanto kfe W
W es Subespacio Vectorial de V

“Por la ignorancia se desciende a la servidumbre, por la educacion
se asciende a la libertad”
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ASOGIACION DE ESTUDIANTES DE LAS CARRERAS DEL ICM
CONJUNTO GENERADOR Y ESPACIO GENERADO

Combinacién Lineal.- Sea V un espacio Vectorial. Sean vy, Vo, ... v, V y aj, ay, ... a,€ £ . Cualquier
expresion de la forma a;vi+ayvo+... anv, €s una combinacion lineal de los vectores vy, Vs, ... Vy.

Ademas cualquier vector que sea igual a a;v;+a,v,+... a,v, es una combinacion lineal de vy, v, ... v,

Sea el conjunto U={1, x}.
8+5x es combinacion lineal de U
Para que 8+5x sea combinacion lineal de U, debe cumplirse 8+5x =a(1) + b(x);a,beR
Se puede ver que 8+5x = 8(1) + 5(x) = 8+5x si es combinacion lineal de U
3+x’es combinacion lineal de U
Para que 3+x” sea combinacion lineal de U, debe cumplirse 3+x*=a(l)+ b(x);a,beR
Se puede ver que 3+x> = 3(1) + x(x) , es decir a=3 y b=x; pero xR es decir, no existen escalares
que cumplan la igualdad = 3+x* NO es combinacion lineal de U
0 es combinacion lineal de U
Para que 0 sea combinacion lineal de U, debe cumplirse 0 =a(l) +b(x);abeR
Se puede ver que 0 = 0(1) + 0(x) = 0 si es combinacion lineal de U

Conjunto Generador.- Sea V un espacio Vectorial, sea S={vi, v,, ... vo}€V. Se dice que S es un conjunto
generador de V (S genera a V) si y solo si todo vector de v se puede expresar como combinacion lineal de
los n vectores.

V=gen{S}(V=gen{vy, Vs, ... Vh }) & VVveV, v=ayVvitav,+... azvn; aeRi=12,..n

V es el Espacio Generado por S

< Determine si {(1,1), (2,1), (3,4)} genera a R’

Debemos determinar si R*= gen{(1,1), (2,1), (3,4)}. Por definicion tenemos...
R’=gen{(1,1), 2,1), 3.4)} < VveR’,v=a(L,1)+b(2,1) +c(3.4); abceR
Debemos verificar si se cumple que VveR?, v=a(1,1)+ b(2,1) +c¢(3,4) ; a,b,ceR (es decir que existen
escalares que posibiliten dicha combinacion lineal)
veR? = v=(x,y) vector genérico o tipico de R?
(x, y)=a(l,1)+ b(2,1) +c(3,4) multiplicando y sumando
(X, y) = (a+2b+3c, at+b+4c) de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones
x = a+2b+3c
y = atb+4c
Recordemos que queremos saber si existen los escalares a,b,c que hagan posible la combinacion; esto es, que
el sistema tenga solucion, por lo que debemos hallar a,b,c en funcién de x,y ; .Como hay 2 ecuaciones y 3
incognitas, entonces debemos dejar una como variable libre, escogemos la ¢ como variable libre.
Resolviendo el sistema nos queda:
a=2y —x—5¢
b=x—-y+c ceR el sistema tiene solucion (infinitas)
esto quiere decir que cualquier vector de R® se puede expresar como combinacién lineal de {(1,1),(2,1),

(3.4)}
por lo tanto R*= gen{(1,1), (2,1), (3,4)}

Por ' .
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085437820 PARA EIL DESARROLLO DB LA



LeolletoRicRataclvainealliedvarcti=;

ASOGI&CION DE ESTUDIANTES DE LAS CARRERAS DEL ICM

¢ Determine si {1+2x , 1+6x} genera a P,

P, =gen {1+2x, 14+6x} < V p(x)€Py, v=c;(1+2x)+ c(1+6%) ; ci,c,€R

p(x)eP; = p(x) =atbx vector tipico de P,
a+bx = ¢;(1+2x)+ c,(1+6x) multiplicando, sumando y agrupando
atbx = (¢c;tcy) + (2¢,16¢;)X de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones
a=c+¢,
b =2c,t6¢, debemos hallar c; y c, resultando..
c| = 3 a- 4 b
2 4
1 1 . .
C,= Z b - E a como existe solucion, P; = gen {1+2x, 1+6x}

% Determine si {(3,1), (9, 3)} genera a R’

R’= gen{(3,1), (9,3)} < VveR’,v=a(3,1)+b(,3);abeR
veR’ = v=(x,y) vector genérico o tipico de R*
(x,y)=a(3, 1)+ b(9, 3) multiplicando y sumando
(x,y) =(3at9b, a+3b) de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones
x =3at+9b
y =a+3b de donde no se puede obtener a y b en funcion de x,y

por lo tanto R* # gen{(3,1), (9, 3)}
¢ Qué Espacio Genera {(3,1), (9, 3)}
Llamaremos V al espacio generado. Entonces V= gen {(3,1), (9, 3)} lo que significa..

V=gen {(3,1), (9, 3)} & V= {v/v=2a(3,1)+ b(9, 3); a,beR}
v=(x, y) tal que (x, y) =a(3,1)+ b(9, 3) desarrollando como el ejercicio anterior llegamos a..

x =3a+9b recordemos que ya no queremos hallar a,b sino x,y
y =at3b de donde se obtiene que x=3y entonces...
v=(X,y)/x=3y reemplazando tenemos que v=(3y ,y) obteniendo al final...

V={Q3y,y) /yeR}

Independencia Lineal.- Sea V un espacio Vectorial, sea {vi, vz, ... vo}€V Se dice que {vi, V5, ... Vo} €sun
conjunto linealmente independiente si y solo si

aiVitaVvot... apvy, = 0y < =0, i=1,2,...n
esto es, que la Unica solucién a la ecuacion a;vi+ayvo+... a,v, = Oy sea que todos los escalares sean igual a
cero
Si el conjunto no es linealmente independiente entonces es linealmente dependiente

Que los escalares sean cero siempre es solucion, lo importante es que sea la inica solucion
0V1+0V2+. . .+0Vn: 0V+0V+- . ~+0V = OV

esto demuestra que 8;=0, i=1,2,...n siempre es solucion, sean linealmente independiente o no

Si en algin conjunto existe el Oy, dicho conjunto es linealmente dependiente, es decir:

{Ov} es linealmente dependiente

{vi, va, ..., Vi, Oy} es linealmente dependiente

Por ' .
NésTos MopTano AL M@VI ' —
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¢ Determine si el conjunto {2+x, 3+2x-x2} es linealmente independiente en P,

{2+x , 3+2x-x’} es linealmente independiente <>

a(2+x) + b(3+2x-x") = 0 & a=b=0
hallamos la solucion para la ecuacion a(2+x) + b(3+2x-x") = 0
a(2+x) + b(3+2x-x%) = 0

2a+3b + (a+2b)x — bx* =0 queda el sistema..
2a+3b =0
at2b =0 = a=0y b=0 (no existe otra solucion)
b =0

por lo tanto {2+x , 3+2x-x?} es linealmente independiente en P,

Si tenemos {vi, Vy, ..., Vn} Y existe un v / vg= ajvi+asvot. .. +ag Vi taka Vst ... + anVvy entonces el conjunto
{v1, v, ..., Vn} €s linealmente dependiente. Es decir, Si existe algun vector que es combinacion lineal de los
otros, entonces ese conjunto es linealmente dependiente

% Determine si el conjunto {xz, 1+x, 3+3X-X2} es linealmente independiente en P,

Podemos ver que 3+3x-x*> =3 (1+x) + (-1)x* entonces el conjunto es linealmente dependiente.
Demostrando formalmente:
{x*, 14x, 3+3x-x"} es linealmente independiente en P, <>
a(x?) +b(1+x)+ c(3+3x-x*) =0 & a=b=c=0
b+3c + (b+3c)x + (a-c)x* =0  resulta el sistema de ecuaciones:

b+3c =0
b+3c =0 la ecuacion 1y 2 son equivalentes
a-c =0 tendriamos 2 ecuaciones y 3 incognitas, escogemos a ¢ como variable libre, obteniendo a=

c
b=-3¢ ,ceR infinitas soluciones, por lo tanto es linealmente dependiente

< Sea B= {sen’(x), cos’(x), 5}. ; Es B linealmente independiente?

Podemos ver que 5 = (5)sen’(x) + (5)cos’(x) recordando que sen’(x)+cos’(x)=1
El conjunto es linealmente dependiente

% Sea {vy, v,, v3} un conjunto linealmente independiente. Determine si el
conjunto {v{+vs3, v,+vy, v3} es linealmente independiente

Nuestra hipotesis nos dice que {v;, v, v3} es linealmente independiente, esto es que
av;+ bvy+ cvs= 0y < a=b=c=0
Debemos comprobar si

a(v1+v3)tb(votvy)tevs = Oy < a=b=c=0 desarrollando y agrupando en funcién de v;
(atb)v; + (b)vy + (atc)vs; = 0vi+ Ovat Ovs por la hipdtesis {vi, v,, v3} es LI

atb =0 = a=0

b =0 = b=0 (tinica solucidn es que los escalares sean cero)

atc =0 = ¢=0

por lo tanto el conjunto es Linealmente Independiente

Th: Si{vy, Vo, ..., Vn} es L.1. entonces cualquier subconjunto de {vy, vy, ..., Vn} €S L.1.
Th: Si{vy, Vo, ..., v} es L.D. y { wy,Wy, ..., W} €V entonces{vy, Vs, ..., Vo, Wi,Wy, ...,W} es L.D..
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Base de un Espacio Vectorial.- Sea V un Espacio Vectorial, sean {vy, vy, ..., Vo} € V. Se dice que {vy, V2, ..
Vn} €S una Base de V si y solo si:

{v1, V2, ..., Vo} €5 Un conjunto Generador de V

{v1, V2, ..., Vo} €S un conjunto Linealmente Independiente

Dimensidn de un Espacio Vectorial.- Sea V un espacio vectorial, sea {v, Vz, ..., Vo} Una base de V. Se define
como la dimension de V al niamero de vectores que tiene la base de V.

Si V={0y} entonces V no tiene base (ya que el Oy es siempre Linealmente Dependiente) y su dimension es 0

A continuacion las Bases Candnicas para varios Espacios Vectoriales con las operaciones convencionales:

E.V Base
R R={x} =>R={x(1)/ xeR} = R=gen{l} y {1} esL.L B={1}
g K101 R, 0530, D) = Rigen {(1,0LO DLy L0 ODF gy 0) 1y
P, P,= {ax+b} :>P1={a(x)+b(1)§SZ>P1=gen{x,1} y {x,1} es L.I B={x,1}

a b 1 0 0 1 0 0 I 0Y(0O 1)(0 O
S sz{(b c}jsm:{a[o ojﬂ{l o}rc[o J}'" o (0 0)’(1 0]’(0 J}

M=

1 0)y(0 1)(0 O0)(O O
a b 1 0) (0 1 -
e {(c d]}:MZXF{a(o o]“’(o o]"'}"' ’ {(0 OMO OJ’[I OMO J}

Por lo tanto las dimension de:

es1 P, es2 M,,, es4d S es3
R> es2 P, es3 M,; es6 S;s es6
n(n+1)
R" esn P, esn+l Mixn €S m=n Soxn €S 2
Teoremas:

*Sea V un Espacio Vectorial de dimension n, Sea {vi, V, ..., V,}e V...
Si{vy, Vo, ..., Vp} €s un Conjunto Generador de V = {vi, Vs, ..., Vo} €S una base de V
Si{vy, Vo, ..., vn} €5 un Conjunto Linealmente Independiente = {vi, vy, ..., Vn} €S Una base de V

Es decir, si tenemos un conjunto de n vectores en un espacio de dimension n, solo basta demostrar que es
generador o que es linealmente independiente para demostrar que es una Base

* Sea V un Espacio Vectorial de dimensién n. Sea {wy, W, ..., Wn}€ V. Si m>n entonces {wy, Wy, ..., Wn} €S
L.D.

* Sea V un Espacio Vectorial. H es un subespacio de V = dim H <dim V

*SiV=gen{vy, v, ..., Vp} = dimV <n

* Sea V un Espacio Vectorial, sea {v, V,, ..., vy} un conjunto L.I. = dimV >n

Por ' .
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% Que valores de k permiten que el conjunto {(-1, k, -1), (k, -1, -1), (-1, 1, k)} sea
una base para R’

Por el teorema mencionado anteriormente, basta demostrar que el conjunto es L.I. Es decir debemos hallar
los valores de k para que el conjunto sea L.I.
{(-1,k, -1), (k, -1, 1), (-1, -1, k)} es LI si y solo si

a(-1, k, -1) +b(k, 1, -1) +c(-1, -1, k)=(0, 0, 0) < a=b=c=0

(-at+bk-c, ak-b+c, -a-b+ck) = (0,0,0) lo que es un sistema homogéneo de la forma Ax=0 que se
-atbk-c =0 resuelve con la matriz aumentada A|0. Si det A#0 el
ak-b-c =0 sistema tiene Unica solucion que es la trivial (a=b=c=0) asi
-atb+ck =0 que vamos a hallar los valores de k que hacen el det A=0.

-1k -1 = (-D)(k+)-k(E-D+HD(Ek+D=0  kK*-1 = (k+1)(k-1)
detf K -1 —1|=0 = 2(k-1)-k(k-1)(k+1)=0 factor comun (k-1)
11k = (k-1)2-k(k+1))=0 = (k-1)(-k*-k+2) =0
= (k-1)(k*+k-2)=0 = (k-1)(k+2)(k-1)=0
= k=1 k=-2
Por lo tanto ke R-{-2, 1} (k puede tomar cualquier valor Real excepto 1y -2)

+» Sea V= gen{2, 3sen(x)cos(x), cos(2x)-1, sen(2x)+1, cosz(x), senz(x)}
Halle una base de V

Por identidades trigonométricas sabemos:
cos(2x)=cos’(x)-sen’(x) = cos(2x)-1= cos(x)-sen’(x) —(cos*(x)+sen’(x)) => cos(2x)-1= 2sen’(x)
1=sen’(x)+cos*(x) = cos’(x)= 1-sen’(x) = cosz(x)=1—% [cos(2x)-1]
sen(2x)=2sen(x)cos(x) = 3sen(x)cos(x) = 3 sen(2x)
Simplificamos el conjunto dado (es decir eliminamos los vectores LD que podamos, preferiblemente los que
al derivar se hagan una expresion extensa) Como se cumple que:
3sen(x)cos(x)= -— [2] +0[cos(2x)-1] +2 > [sen(2x)+1] +0[cos’(x)] +0[sen’*(x)] = 3sen(x)cos(x) es LD
sen’(x)= O[2]+ O[3sen(x)cos(x)] +% [cos(2x)-1] +0[sen(2x)+1] +0[cos*(x)] = sen’(x) es LD
cos’(x)= 1 [2]+ O[3sen(x)cos(x)] — 3 [cos(2x)-1] +0[sen(2x)+1] +0[sen’(x)] = cos’(x) es LD

Noétese que vectores hemos dejado con coeficiente diferente de cero (los que declaramos como LD
deben tener siempre coeficiente cero para poderlos simplificar, ya que si no tienen coeficiente cero
pertenecerian al conjunto simplificado). Por lo tanto decimos que {2, cos(2x)-1, sen(2x)+1} generan a los

demas vectores y probaremos si es LI
Para determinar si el conjunto es L.I. utilizamos el Wroskiano

f f, o
Wroskiano: Sean las funciones {f;(x), f;(x), ..., 1, 2,
f.(x)}. Dicho conjunto es Linealmente W(,, f, )= det f, o N
9 9 9 *n

Independiente si W(fj, f...., f,) = 0

TR S A

En el ejercicio seria:
2 cos(2x) -1  sen(2x) +1
0 -2sen(2x)  2cos(2x) =2[8sen’(2x)+8cos’(2x)]=16(sen’*(2x)+cos*(2x))=16 # 0
0 -4cos(2x)  -4sen(2x)

Por lo tanto una base de V es {2, cos(2x)-1, sen(2x)+1}

Por ' .
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Considere el siguiente espacio vectorial:
V={(x, y, 2)} <R/ x=1}
(X15 Y15 Z1) © (X2, Y25 22) = (X1X2, Y11Y2 -2, 212,)
ke (x,y,2) = (x", -2k+ky+2, kz)
a) Determine si {(1, 0, 0), (1, 4, 0)} es linealmente independiente en V
b) Determine si H={(x, y, z) € V/ z+y-2=0} es un subespacio de V
¢) Determine una base y la dimension de V

Debemos tener muy en cuenta que estamos trabajando con un espacio con operaciones definidas.
V={(x, y, z) R’/ x=1} reemplazando la condicion el el vector tipico de R*=  V={(1,y, z) /y,zc R}

a) {(1, 0, 0), (1, 4, 0)} es Li.??

Para que {(1, 0, 0), (1, 4, 0)} sea linealmente independiente en V se debe cumplir

a®(1,0,0) ® be(1,4,0)=0y < a=b=0 recordemos que estamos con operaciones definidas, por lo
que el Oy no es necesariamente (0, 0, 0). E1 Oy debemos hallarlo utilizando el teorema 0 ® v=0y
0yv=0e(1,y,z)=(1,-2(0)+0y+2,0z) = 0y=(1,2,0)

(1, -2a+a(0)+2, (a)0) @ (1, -2b+ b(4)+2, (b)0)=(1, 2, 0) aplicando las definiciones dadas
(1, -2a+2, 0)D (1, 2b+2, 0)=(1, 2, 0)
(1,-2a+2+2b+2-2,0)=(1,2,0) resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

1=1 (verdadero)
-2a+2+2b=2= a=b por lo tanto existen infinitas soluciones
0=0  (verdadero)
Por lo tanto {(1, 0, 0), (1, 4, 0)} NO es linealmente independiente en V

Otra forma de resolver este literal es aplicar el teorema {vy, v2} es LD < vi=kev,
Verificamos si existe un k que cumpla la condicidn, si no existe = es LI
(1,4,0)=ke(1,0,0)
(1,4,0)=(1, -2k+2, 0) se ve que con k= -1 se cumple la ecuacion, (1, 4, 0)=-1(1, 0, 0)
Por lo tanto {(1, 0, 0), (1, 4, 0)} NO es linealmente independiente en V

b) H={(x, y, z) € V/ z+y-2=0} es un subespacio de V??

H={(x,y,2)e V/ z+y-2=0} = H={(l,y,2)/z=2-y} = H={(1,y, 2-y) yeR}
H es subespacio si cumple con los axiomas de Cerraduras con las operaciones definidas en V

Ay VvweH [vOweH |
veH = v=(1,x,2-x)
weH = w=(1,y, 2-y)
vOw=(,x,2x)®D(1,y, 2-y) = (1, xt+y-2, 2-x+2-y) = (1, x+y-2, 2-(x+y-2))  cumple la forma de los

vectores de H vOweH

M; VkeR VveH [keveH ]|
kev=ke(l,x,2-x)=(1, -2k+kx+2, k(2-x)) = (1, k(x-2)+2, 2-(k(x-2)+2) ) cumple la forma de los
vectores de H kev e€¢H

Por lo tanto H es un subespacio de V

Por
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Otra forma de resolver el 2% literal es:
H:{(l, Y, Z) / Z+y-2:0}
A VvweH [vOweH|

veH = v=(l,a, b)/atb-2=0 (hipdtesis del axioma)
weH = w=(1, c, d)/ctd-2=0 (hipdtesis del axioma)
v®w=(1,a,b)®(,c,d) = (1, atc-2, b+d)
debe cumplirse: (a+c-2)+(b+d)-2=0 reordenando (para utilizar las hipotesis)
atb-2 +¢+td-2=0+0=0 (se cumple) Por lo tanto v we H

De manera similar se resuelve el M;
¢) By =22y dim V=2?

V={{,y, 2)}
El mismo procedimiento que aplicamos anteriormente para hallar las bases candnicas lo aplicaremos en este
literal, solo que ahora tenemos operaciones definidas. Dividimos el vector tipico como la suma de dos
vectores (1 por cada variable) el 1% vector debe tener las componentes de Oy en la posicion 1 y 3, en la
posicion 2 tendra una combinacion de la variable y de tal manera que la pueda luego expresar como la
multiplicacion de y por un vector, nos queda: (1, y+2, 0) = ye(1, 1, 0). El 2% vector tendra a las
componentes del Oy en las posicion 1 y 2, y una combinacioén de z en la posicion 3 talque se pueda luego
expresar como la multiplicacién de z por otro vector, nos queda: (1, 0, z)=ze (1, 2, 1). Al sumarse los dos
vectores hallados debe dar el vector tipico de V. La resolucion formal es:
(L,y,z)=(,y+2,0) @ (1,0, 2)
(,y,z)=y(1,1,0) ©z1,2,1) lo que significa que cualquier vector de V puede ser expresado
como combinacion de {(1, 1, 0) (1, 2, 1)}, es decir:

V=gen {(1,1,0) (1,2, 1)} hemos hallado un conjunto generador de V y se puede demostrar que

{(1,1,0) (1,2, 1)} esL.L.
Por lo tanto, una base para V es: {(1, 1, 0) (1, 2, 1)}

% Sea H=gen{v,, v,, v3_ x} y U= gen{vy, V5, vi+v3, v,+v3}. Si H=U entonces
El conjunto {v;, v, v3 X} es linealmente dependiente

Por hipotesis H=U = gen{vy, v,, v3, X} = gen{vy, vz, vi+vs, vo+vs}

Nos podemos percatar que los vectores del conjunto generador de U son combinacién lineal de {vy, v,, v3}
de los vectores que generan a H. Podemos suponer a partir de esto que el conjunto {v;, v, vi+vs, v,+v3} es
LD, lo demostramos expresando un vector como combinacion lineal de los otros.
votvi= (-1)vi+ v+ vi+vy; = U= gen{vy, v,, vi+v;} (eliminamos el vector que es combinacion lineal)
Como U= gen{vy, v, vitv3} = dimU<3 por teorema: Si V= gen {vy, Vs, ..., Vo} = dimV <n
SidimU<3=dimH<3 tenemos el conjunto {v, v,, v3 x} €H
aplicando el th: Sea V un Espacio Vectorial de dimension n. Sea {wy, W», ..., Wy} € V. Si m>n entonces {w;,
Wa, ..., W} es L.D.

Por lo tanto el conjunto {vy, v, v X} es LD
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OTRA FORMA DE DEMOSTRAR QUE SE TIENE UNA BASE

Tenemos que dim V =n y tenemos el conjunto {vi, va,..., V4} que queremos demostrar si es base. Si nos
percatamos en el ejercicio donde utilizamos el determinante, las columnas de la matriz A que resultaba del
sistema homogéneo estaban formada por los mismos vectores; ademas det A= det A' con lo que podemos
decir que para determinar si el conjunto {vi, va,..., v4} es LI basta formar una matriz con las componentes de
los vectores {v, vy,..., v} en las filas de dicha matriz. Ejemplo:

{2+3x+x%, 1-x, 3} es base de P,

Hacemos la matriz A. Las componentes de 2+3x+x” son (1 1 1) porque: 2+3x+x> = 2(1)+3(x)+1(x?) y asi con
los demas vectores. Entonces. ..

1 x x
I 1 1

A=|1 -1 0 obtenemos el det A. det A=3(-1)=-3 #0 entonces el conjunto es LI
3 0 0

Por lo tanto, una base de P, es {2+3x+x2, 1-x, 3}

COORDENADAS Y MATRIZ CAMBIO DE BASE

Coordenadas de un Vector con respecto a una base ordenada.- Sea V un espacio vectorial con dimension n.
Sea B={vy, Vs, ..., Vn} una base ordenada de V y v un vectoO de V. Se define como coordenadas del vector v

C,
C.

con respecto a la base B al vector [v]g= talque v= cyvi+ CoVo+ ... CuVy

Cs

Las coordenadas de un vector con respecto a una base ordenada son unicas

Matriz Cambio de Base (matriz de transicion).- Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Sea B;={vy,
Vo, ..., Vn} Y Bo={wy, Wy, ..., wy} dos bases de V. Se define como la matriz cambio de base de B, a B, como la
matriz:

Cgop.=|Vilg, [valg - lvnlg,

Teoremas:

* Sean B y B, dos bases de V. Sea A la matriz de transicion de de B;a B,. V ve 'V se cumple:

[Vls2=A [V]B:
* Sean B; y B, dos bases de V. Sea A la matriz de transicion de de B; a B,. Entonces A es la matriz de
transicion de de B, a B,
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s Sean B;={p(x), q(x), r(x)} y B,={s(x), t(x), u(x)} dos bases de P, y sea:

1 0 1 3
[X*-x]g=| 1|, [x+1]g=| 1], 2x*+1]g=| -1], [s()+t(X)]s1=| 1 |,
0 0 1 1
5 3
[txX)tu(x)]g=| 2 |, [u(x)]B:1=| 0
0 0
Determine:

a) Los vectores de cada base
b) Las coordenadas de —x*+3x+2 con respecto a la base B,

Blsz

Tenemos como datos de problema, las coordenadas de tres vectores conocidos con respecto a B; (cuyos 3
vectores son desconocidos). Dicho dato podemos utilizarlo de la siguiente manera (trabajaremos las
coordenadas de forma horizontal por facilidad):
Por definicion: [v]g=(cy, Ca, ..., Cn) < V=C1V|T CaVat ... CiVi
[x*x]pi=(1, 1,0) & x*x=Ip(x)+ 1q(x) + Or(x)
[x+1]g1=(0, 1,0) <& x+1 =0p(x) + 1q(x) + Or(x)
2x*+1]s=(1, -1, 1)< 2x*+1=1p(x) — 1q(x) + 1r(x)
Obteniendo un sistema de 3 ecuaciones con tres incognitas que son p(x) q(x) r(x). Resolviendo...
x*=x =Ip(x) + 1q(x) + 0r(x) = p(x)=x*-2x -1
x+1 =0p(x) + 1q(x) + Or(x) = q(x)=x+1
2x+1 =1p(x) - 1q(x) + 1r(x) = r(x)=x*+3x +3
La base B; que de la siguiente manera:
B; ={ x* -2x -1, x+1 x’+ 3x +3}

Ahora tenemos las coordenadas de tres vectores desconocidos con respecto a una base By cuyos vectores son
conocidos. Basandonos en la definicion de coordenadas (al igual que en la primera parte) obtenemos:
[s)HX)]s= (3, 1, 1) & s(x)+H(x) = 3(x* -2x -1) + 1(x+1) + 1(x*+ 3x +3) = 4x’- 2x +1
[t)+u)]si= (5,2, 0) < t(x)+ux) = 5(x* -2x -1) + 2(x+1) + 0(x*+ 3x +3) = 5x°- 8x -3

[ux)s=(3,0,0) < u(x) = 3(x* -2x -1) + 0(x+1) + 0(x*+ 3x +3) = 3x*- 6x -3
Nuevamente tenemos un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas que son s(X) t(x) u(x). Resolviendo...
s(x)H(x) = 4x>- 2x +1 = s(x) =2x>+1
t(x)+u(x) = 5x>- 8x -3 = t(x) = 2x>- 2x

u(x) = 3x*- 6x -3
La base B, es:

= {2x*+1, 2x*- 2x, 3x’- 6x -3}

[-x*+3x+2]g:

Por definicion:

[x*+3x+2]52= (C1, €, €3) talque —X*+3x+2=¢;(2x° +1) + c5(2x*- 2x) + c3(3x°- 6x -3)
Desarrollamos la segunda parte, para hallar los escalares c; agrupamos en funcion de x%, x, 1
—X*3x+2 = (2¢,+2¢,+3¢3)x> + (-2¢o-6¢3)X + (¢1-3¢3)

Obteniendo el sistema de ecuaciones...
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-1 =2¢+2¢,+3c¢;

3= -2C2-6C3

2= C1-3C3

Resolviendo obtenemos: ci=0 c=12c¢3=-2/3

0

Por lo tanto [—x2+3x+2]32 =| -3

[\

w b

% Considere el espacio vectorial real V={(x, y}/ xeR" , yeR } donde se ha
definido la suma en V y la multiplicacion por escalar asi:
(X1, YD) @ (X2, ¥2) = (X1X2, Y11Y2)
ke (x,y) = (x", ky)
a) (Es {(1,0), (1, 1)} linealmente independiente?
b) ;Genera {(1,0),(1,1),(e,0)} a V?
¢) Determine de ser posible las coordenadas de (8, -3) con respecto a {(2, 0) ,

1, 1}
Noétese que el espacio V tiene operaciones definidas

(Es {(1,0), (1, 1)} linealmente independiente?

Para determinar si (1, 0) (1, 1) es linealmente independiente debemos determinar si cumple:
ae(1,0) @ be(l,1)=0y
Hallamos el Oy por teorema 0 ® v=0y
0e(x,y)=(1%0y)=(1,0) =0y =(1, 0)
Nos podemos percatar que el primer vector del conjunto que queremos saber si es LI es el mismo Oy, lo que
nos indica que el conjunto es L.D.

Por teorema.- {vy, v,} son LD si y solo si vi= kv, para algin ke R

Como se cumple que (1, 0) =0e (1, 1) el conjunto es L.D.
V=gen {(1,0),(,1), (e, 0) ??

Para determinar si {(1, 0), (1, 1), (e, 0)} generan a V debemos determinar si todo vector perteneciente a V
puede ser expresado como combinacion lineal de los vectores del conjunto dado, esto es:
V=gen {(1,0),(1,1),(e,0)} < (x,y)=ae(1,0) @ be(l,1) Dce(e,0)

x,y)=(1,0) ® (1,b) @ (e, 0) sumo el primer y segundo vector
x,y)=(1,b) @ (e 0) resultado que debia suponerse, dado que el 17 vector es el Oy
(x,y) = (e b) igualando componente a componente obtenemos el sistema de ecuaciones:

x=¢e¢" = ¢=In(x) acR

y=b = b=y por tanto, existen los escalares que permiten la combinacion lineal

Por lo tanto V= gen {(1, 0), (1, 1), (e, 0)}

Por
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[(8,-3)]s=? donde B={(2,0), (1, 1)}

[(8, -3)]s = (c1, 2) talque (8, -3) = ¢, ¢ (2,0) D cy0 (1, 1)
Desarrollamos la segunda parte, para hallar los escalares c;
(8,-3)=(2°,0) ® (1, cy)
(8,-3)=(2%, ¢,) obteniendo el sistema
8=2"=¢ =3
3=cp, =>c,=-3

Por lo tanto [(8, -3)]s = (3, -3)

% Sea V=P, y W=P,. Se tiene una base B de W y se conoce que [3-2x]g=(1,1) y
[3+x]g=(-1, 1). Determine:
a) Los vectores de 1a base B
b) Una base B  de V que contenga a la base B
¢) La matriz A de cambio de base desde B” a la base canénica de P,

a)B=?

Tenemos como datos de problema, las coordenadas de dos vectores conocidos con respecto a la base B
(cuyos 2 vectores son desconocidos). Primero definimos la base B
B = {vi, v2}
Utilizando la definicién de coordenadas [v]g=(Cy, €2, ..., Cn) <> V= C1V|T CoVoT ... €V, tenemos:
[3-2x]g=(1,1) < 3-2x=v;+Wv,
[3+X]B:(-1, 1) & 3+x=-vi+ v,
Nuevamente tenemos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas (v, y v,), resolvemos...
3:2x=v;tv, =>v;=(-32)x
3tx=-vi+v, =>v,=3-(%)x
Por lo tanto, B={(-3/2)x , 3 — (/%)x }

b)B'/BcB’
Sabemos que un conjunto de n vectores Linealmente Independiente en un espacio de dimension n es una
base de V. En otras palabras, lo que tenemos que encontrar es un conjunto linealmente independiente de tres
vectores (porque dim P,=3) de donde dos son los vectores de B, esto es, simplemente aumentar un vector a la
base B, como queremos generar a P, debemos incluir un factor de x* (ya que de lo contrario no generariamos

a los vectores con componente en xz). Entonces
B* = {(-3/2)x ,3 - (%2)x, xz}

o C BB, =?? donde la B. = {1, x, x’}

« ey . . * .
Por definicion la matriz cambio de base de B a B¢ como la matriz cuyas columnas son las coordenadas de
*
los vectores de la base B con respecto a la base B¢, esto es:

Cond 30, B-1x1 [,
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[('3/2)X]Bc = (Cl, Co, C3) = (-3/2)X = Cl(l) + Cz(X) + C3(X2) = = 0 C = -3/2 C3 = 0
[3— (“2)x]pe= (1, C2, €3) = 3 = (V2)x = (1) + a(X) + c3(x7) =>¢=3¢=-12¢=0
[x*]ge = (c1, Ca, C3) < xP=ci(1) + exx) + e3(x) = ¢=0c=0 c;=1

0 3 0

Por lo tanto, C BoB. " -3 =10

0 1

Si observamos cada columna de la matriz obtenida nos daremos cuenta que se la pudo obtener directamente,
pensemos en el vector tipico de P, y vemos que las columnas de la matriz son como los escalares a,b,c del
vector tipico. En los proximos ejercicios, cuando se deba hallar una matriz con respecto a una base candnica
se la hara directamente.

% Sea V un espacio vectorial con las siguientes tres bases:
Bl . {Vla V2, V3, V4}
B, = {1, x, ', xe'}
B; = {1-x, 1+x, x-€*, v,+v3}

12 0 0
00 -1 1
yseaCpgg™ |1 o 1 o
01 0 0

a) Determine la matriz cambio de base T de B; a B
b) Determine las coordenadas de f(x) = (2x +1)e* —5x +3 con respecto a la B;
¢) Si [g(X)]s1 = (-1, 1, 0, 4) determine la funcion h(x) = f(x) + 3g(x)

_929
)Tg.g= **

Por definicion la matriz cambio de base de B; a B; como la matriz cuyas columnas son las coordenadas de
los vectores de la base B; con respecto a la base B , esto es:

TBﬁBl= [1=xlg [1+X]g [x—€"1g [V, +V5]g

Como no conocemos los vectores de la base B; no podemos resolver directamente el literal. Analicemos los
datos del ejercicio para saber que camino tomar. Conocemos los vectores de las bases B, y B3, ademas nos
dan la matriz cambio de base de B, a B, entonces...

I forma) Como dato tenemos una matriz cambio de base entre dos bases de las que una es conocida y la otra

no. Se puede conseguir los vectores de la base desconocida utilizando un procedimiento parecido al de los
ejercicios anteriores, con esto obtendriamos los vectores de la Base B, , es decir...

Por definicién sabemos: CBﬁBl= Mg, [Xlg [€%1s [Xx€¥1g |y
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1 2 0 O
dato t : _|o 0 -t 1 ignifi :
como dato tenemos: CBﬁB, 10 1 2 0 que significa que:
01 0 O
1 2 0 O
0 0 -1 1|
g, [Xlg, [eX]B1 [xeX]Bl = Lo 1 2 igualando columna a columna tenemos:
01 0 O
1
0
[1]s1 = 1 < 1= 1(vi) +0(v2) + 1(v3) + 0(vs)
0
2
0
[x]s1 = 0 < x= 2(vi) +0(v2) + 0(v3) + 1(va)
1
0
[]s1 = _1 & e = 0(v)) - 1(v) + 1(vs) + 0(vs)
0
0
1
[xe"] = 5 < xe = 0(vy) + 1(v2) + 2(v3) + 0(v4) Obtenemos el sistema de ecuaciones:
0
1=vi+wvs
X= 2v;+ V4
e"= -V2+V3

xe* = v, +2v; resolviendo el sistema por cualquier método...
=1-e"/3 - xe'/3
v, =-2¢"/3 + xe'/3
vi=e'/3 + xe*/3
vi=x -2 +2e"/3 + 2xe*/3

Con esto hemos hallado los vectores de la Base B, , ahora podemos seguir resolviendo el gjercicio...
T BﬁBl= [1- X]Bl [1+ X]Bl [X_eX]Bl [Vz +V3]Bl

[I_X]Bl = (Cla Cy, C3, C4) =
1-x = ¢;(1-€"/3 - xe*/3) + cx(-2€"/3 + xe*/3) + c3(e*/3 + xe*/3) + ca(x — 2 + 2e”/3 + 2xe™/3)
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[1+x]B1 =(c1, €2, €3, C4) <
1+x = ¢ (1-€%/3 - xe*/3) + ca(-2*/3 + xe*/3) + c3(e/3 + xe*/3) + cu(x — 2 + 2€%/3 + 2xe/3)

[x-€"]B1 =(c1, €2, €3, C4) &
x-e* = ¢;(1-€"/3 - xe*/3) + co(-2€"/3 + xe*/3) + c3(e*/3 + xe*/3) + cu(x — 2 + 2€*/3 + 2xe”/3)

[Vatvs]ei = (€1, €, €3, C4) <&
votvs = ¢i(1-e¥/3 - xe*/3) + cx(-2e"/3 + xe/3) + c3(e*/3 + xe*/3) + c4(x — 2 + 2e/3 + 2xe*/3)

Esto es hacer el mismo proceso cuatro veces (proceso: hallar las coordenadas de cada vector con respecto a
B)), es mejor hacer un solo proceso para el vector tipico del Espacio Vectorial. Podemos notar que la base
mas sencilla para V es {1, x, €*, xe*} de donde el vector tipico seria

a + bx + ce* + dxe* con a,b,c,dcR
Hallando de esta manera una especie de regla de correspondencia que me indica las coordenadas de cualquier
vector de V con respecto a By (solo reemplazando los valores de a.b.c.d). Es decir...

[atbx+ce™+dxe s = (1, ¢, €3, C4) <
atbx+ce™+dxe® = ¢;(1-e*/3 - xe*/3) + cy(-2e/3 + xe/3) + c3(e*/3 + xe*/3) + c4(x — 2 + 2€"/3 + 2xe*/3)
atbx-+ce*+dxe" = (c-2c4) + (ca)x + ( & 2&Jrc—3+2&)e" +( 5,%.,5 +2L)xe
T 33 3 3 3 3 3 3

de donde se obtiene...

a=c-2¢4
b= Cy
¢ 2, ¢ 2c,
3 3 3 3
c, ¢, C; 2c,
d= 3 ? 3 +T que se puede resolver como desees, por ejemplo con matrices
al (1 0 0 -2)(c ¢) (1 0 0 -2)'(a
b 0 0 0 1 c, C, 0O 0 0 1 b
= = = resultando. ..
Cl | % 7 K %G G| | A A K K¢
d)\»x x K 7% &) \»n »xn o oxn) \d
¢, =at2b
¢, =-c+d a+2b
c3=atct2d  esdecir... —c+d
c;=b [atbx+ce™+dxe’]|g; =
a+c+2d
b

Con esta regla de correspondencia es rapido obtener las coordenadas, por ejemplo para el vector 1-x los
valores de a,b,c,d serian a=1 b= -1 ¢=0 d=0 los que reemplazando en la regla de correspondencia hallada nos
da las coordenadas que necesitamos (primera columna de la matriz cambio de base). Resultando entonces. ..

-1 3 2

0 . 1

[1-x]g1 = 1 [1+x]B1 = 1 [x-€"] g = q
-1 1 1
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Si no reemplazamos los valores de vy, v,, V3, v4 en el cuarto vector tendriamos
[Vot+vslgi = (€1, €2, C3, C4) < Vo+V3 =C1V] T Cova +C3v3 +c4v4  y a simple vista se ve que...
=0 Cr = 1 C3 = 1 Cq = 0

0
1 .
Con lo que tendriamos [v,+v3]g; = { de esta manera se la obtuvo directamente
0
-1 3 2 0
0 0 1 1
Por lo tanto =
T B~B |1 1 -1 1
-11 1 0

11 forma) Por otro lado, como conocemos los vectores de la base B, (ademas, esta base es bastante sencilla)
y podemos fijarnos que, utilizando la matriz cambio de base dada (de B, a B;) y por medio del teorema :
Sean B, y B, dos bases de V. Sea A la matriz de transicion de de B; a B,.
V veV se cumple: [V]B2=A [V]p1
En otras palabras, podemos obtener los vectores de la base B; expresados en coordenadas con respecto a B, y
luego utilizando el teorema en coordenadas con respecta a B; (con la matriz de transicion de B, a B, que
tenemos como dato)

[1+x]g, = [1-x]g; = [x-€"]g2 =

-1
0 0

O O =

No nos preocupamos por el ultimo vector (v,+v3) porque como vimos en la lera forma, las coordenadas de
este vector con respecto a B; se obtienen directamente.

Aplicando el teorema al primer vector

[I'X]Bl CBZ—)B] [1 X]BZ es decir..

I 2 0 0)(1 -1
0 -1 1]|- .
[1-x]g1 10 1 2 = [1-x]g; = { aplicando a los demas, tenemos...
01 0 0 -1
1 2 0 0)(1 3
[1+x]s1 = 0 0 -1 Iyt = [1+x]p1 = 0
1 0 1 2(|0 1
0O 1 0 0)\0 1
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I 2 0 0)(O 2
w 100 -1 11
[x-¢'lp1 = 1 0 211 = [x-¢"]p1 1
01 0 0)LO 1
0
Y sabemos (por el procedimiento que se hizo en la lera forma) que [Votvs]g = 1
0
-1 3 2 0
0 0 1
PorlotantoTBs_)Bl= L1 o1
-1 1 1 0

De la segunda forma fue mucho mas rapido, pero esta requiere del dominio y comprension total de teoremas
y definiciones.

[2x +1)e* —5x +3 |3 = ??

Primero, desarrollamos bien el vector dado, resultando 3-5x+e*+2xe* . Suponiendo que el literal anterior lo
resolvimos solo de la 2da forma, no conoceriamos v, ni v;, con lo que no se podria aplicar la definicion de
coordenadas de un vector, debemos hallar un camino alterno

Queremos [3-5x+e*+2xe*]|g3 y tenemos B, CB 2 oB1* T g3,p - COMO es sencillo hallar las coordenadas de
un vector con respecto a B,, podemos pensar en hallar [3-5x+e*+2xe*]g, para luego por medio de la matriz
C g2,p Y ¢l teorema que ya utilizamos obtener [3-5x+e*+2xe]g;, entonces conociendo que:

Sea A la matriz de transicién de de B, a B, = A es la matriz de transicién de de B,a B,
-1

hallamos T 83581 y aplicamos nuevamente el teorema anterior y tenemos [3-5x+e*+2xe*|p3
Resolviendo...
3
-5
[3-5x+e™+2xe g = | como [3-5x+e*+2xe s = CBZ»BI [3-5x+e™+2xe™ sy
2
1 2 0 0)\(3 —
[3-5x+e™+2xe"] 0 0 -1 [3-5x+e*+2xe"]
tenemos -5xt+e™+2xe" g = = [3-5x+e™+2xe"|p =
o1 2 Y08
01 0 0)(2 -5
-1
ademas [3-5xt+e™2xe™lps = T 4,5 [3-5x+€™+2xepr  con T, o= T o g
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-1

-1 3 2 0 7 7 A
-1 0 0 1 1 /7 7\
hallando Teoe:s= Tenm = 11 -1 11~ v -1
-1 1 1 0 o ono1
Aoh =2 (T) (3
1 -1 1 0 1 0
entonces [3-5x+e™+2xe™ g3 i =
v ¥ v -1 8 -2
ooyl -5 3
3
0
Por lo tanto [3-5x+e*+2xe|p; = )
3

¢) Si [g(x)]B1 = (-1, 1, 0, 4) determine la funcion g(x)

Por definicion [g(X)]s; = (-1, 1, 0, 4) < g(x) = -v; + v, + 4v4 pero no conocemos vy,v,,V3,V4 asi que una vez
mas hay que hallar un camino alterno. Tenemos la Base B, y C 82_,p » Ctonces podemos hallar la inversa

de la matriz que nos dan como dato y con ello obtendriamos [g(x)]s, y como la base B, es conocida podemos
obtener g(x)

[g(x)]s2 CBHBz g(x)]s1 con CBIHBZZCBzaBlil

-1

1 2 0 O I 0 0 -2
. 0 0 -1 1 0 0 0 1
hallamos la inversa, (:BHB2 = =i ) entonces
1 0 1 2 T
01 0 O A —r— i
1 0 0 -2)(-1 -9
[e(X)]s2 = i 1 = 4 con lo que podemos decir...
%A NK A0 %
PN AN P
-9
Por definicion [g(x)]g, = ; & g(x)=-9+4x +7/3 "+ 10/3 xe*

Por lo tanto, g(x) =-9 + 4x + 7/3 "+ 10/3 xe"

+ Sean B;={1, 2-x, 5+3x-x2} y B,={r(x), q(x), 5+3x} dos bases de P,,
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2 -2 a
Sea C,, ., =|! 2 b|lamatrizde cambio de base de B, en B,
I 0 c
Determine las coordenadas del polinomio 16 + 3x —x’ con respecto a las base

BzyBl

Conocemos la Base By por lo que podemos determinar con facilidad las coordinadas del polinomio con
respecto a las base By, aplicando la definicion de coordenadas tenemos...

¢
[16 + 3x —x*]g; = C, | & 16+3x x> =c¢(1) + c5(2-x) + ¢5(5+3x-x%)  con lo que hallaremos los ¢;
C3
16 + 3x —x* = (¢1+ 2¢5 + 5¢3) + (-¢» + 3¢3)x + (-c3)x° igualando polinomios obtenemos el sistema...
16 = cit 202 + 503
3= -Cy + 3C3
-l1=-c3 resolviendo por cualquier método obtenemos
C = 11
Cr = 0
(O 1

11
por lo tanto, [16 + 3x —x’]p; = | 0

—

Ahora, necesitamos las coordenadas con respecto a B, y tenemos la coordenada con respecto a By, ademas de
la base B, C

utilizar la matriz cambio de base (como en el ejercicio anterior) pero la tenemos incompleta, asi que
trataremos de completarla. Sabemos, por la definicion de matriz cambio de base de B, a B; que la tercer
columna (que es la que queremos) es igual a las coordenadas del tercer vector de la base B, con respecto a
la base By, lo cual lo si lo podemos hallar. Desarrollando. ..

8, Ncompleta, y un vector de la base B,. En un primer pensamiento podriamos tratar de

a
[563x]s1 = | b | & 5+3x =a(l) + b(2-x) + ¢(5+3x-x%)
c
5+3x = (a+ 2b + 5¢) + (-b + 3¢)x + (-¢)x* igualando polinomios obtenemos el sistema...
S=at+2b+5c
3=-b+3c
0=-c resolviendo por cualquier método obtenemos
a=11
b=-3
c=0
2 =2 11
Con lo que tenemos: C BroBl 1 2 -3 Sabemos por teorema que
1 0 O
[16+3x Xl = C g, [16+3x =I5 donde, Cypny = Corse
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2 -2 11 0 0 1
-
Hallamos C,, .,= Cgpe =1 2 =3| =|Xs s /| entonces...
1 0 0 ) A
1
1
1

0 0 1 11 1
[16 +3x X’]p, = As s || 0]=]|1
K K HK)\L 1

Por lo tanto, [16 + 3x —x*]p; = (

“Uno de los principales objetivos de la educacion debe ser ampliar
las ventanas por las cuales vemos al mundo”

“El conocimiento es la Unica riqueza de la que no pueden

despojarnos los tiranos”

“El objeto de la educacion es formar seres aptos para gobernarse a
si mismos, y no para se gobernados por los demas”
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OPERACIONES CON SUBESPACIOS VECTORIALES

Recordemos que un subespacio es un subconjunto de elementos, por lo que, las operaciones de unién e
interseccion que definiremos son idénticas a las conocidas normalmente, lo nuevo sera la suma entre
subespacios.

Unidn de Subespacios Vectoriales.- Sea V un espacio vectorial, sean W, S subespacios de V, se define como
WU S al conjunto,
WuS={veV/veW v veS}

Interseccidon de Subespacios Vectoriales.- Sea V un espacio vectorial, sean W, S subespacios de V, se define
como Wn S al conjunto,
WnNS={veV/veW A veS}

Suma de Subespacios Vectoriales.- Sea V un espacio vectorial, sean W, S subespacios de V, se define como

W+S al conjunto,
W+S ={veV/v=w+s,weW A s&S}

Teoremas:

*Sea V un espacio vectorial, sean W, S dos subespacios de V, entonces W N S es un subespacio de V
*Sea V un espacio vectorial, sean W, S dos subespacios de V, entonces W+S es un subespacio de V
*Sea V un espacio vectorial, sean W, S dos subespacios de V. WU S es un subespacio de V si y solo si
WcS o ScW

En pocas palabras, la interseccion y la suma entre dos subespacios constituyen siempre otro subespacio; lo
cual no sucede con la unién, la que resulta un subespacio si alguno de los subespacios operados es
subconjunto del otro, es decir que no siempre la union es subespacio.

* Sea V un espacio vectorial, sean W, S dos subespacios de V, entonces W+S =gen {H U S}

* Sea V un espacio vectorial, sean W, S dos subespacios de V, con bases By y Bs respectivamente,
entonces W+S =gen {By U Bg}

* Sea V un espacio vectorial, sean W, S dos subespacios de V de dimension finita, entonces

dim W+S =dim W + dim S — dim W S

*W+S es Suma directa (representada por W@ S) si y solo si W S = {0y}

s Sea V=P; Sean:
W= gen {1+x+x’+x’}  H={at+bx+cx’+dx’/ a-2d+c=0}  Bgs={x, 2+2x-x}
Determine:

a) Una base para Hn S

b) Si HUW es un subespacio de P;
) La dimension de H+W

d)  Elsubespacio W+S

Lo primero que debemos hacer en este tipo de ejercicios, es ver que literales se relacionan ya que talvez el
resultado de un literal puede ayudar a resolver mas rapidamente el otro y asi hariamos primero el literal que
facilita la resolucion del otro; en este ejercicio podemos ver que se relacionan el literal b y ¢, ya que el uno
pide si HU W es subespacio y el otro pide dim H+W, para saber si HU W es subespacio debemos utilizar el
teorema (HU W es un subespacio de V si y solo si HCW o Wc H) si se llega a cumplir que HU W es
subespacio, esto indicaria que HN W seria igual al subespacio de mayor dimension (esto es porque el de
mayor dimension contendria al de menor) lo que nos daria la dimensiéon de HN'W, con lo que podriamos
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utilizar el teorema (dim H+W = dim H + dim W — dim H~ W) y hallariamos lo deseado en el literal c.
Entonces, seglin el razonamiento, debemos desarrollar en orden el ejercicio.

a) Buns

Para hallar la base de HN S debemos hallar primero H N S. Para hallar HN S trabajaremos con los vectores
tipicos de Hy S, como datos tenemos:

H={a+bx+cx’+dx’/ a-2d+c=0} hallamos el vector tipico de H desarrollando la condicion de H
H={a+bx+cx’+dx’/ a=2d-c} reemplazamos la condicion en a

H={(2d-c)+bx+cx*+dx’} entonces, el vector tipico de H es (2d-¢)+bx-+ex*+dx’
Bs={x, 2+2x-x’} y como cualquier vector de S es combinacion lineal de los vectores de su base
S = {v=a(x)+ B2+2x-x")} utilizamos «, 8 para diferenciar del vector tipico de H

S= {28+ (e +2B)x + (B)x’}  entonces, el vector tipico de S es 28 + (a +2B)x + (B)x’

Por definicion, HNS = {veV /veH y veS} si veH y veS, significa que cumple con las condiciones de
Hy S alavez, esto es que obedece a los dos vectores tipicos hallados, entonces

v=(2d-c)+bx+ex*+dx’ = 28 + (a +2B)x + (-B)x’ utilizaremos la segunda parte de esta igualdad para
hallar la forma de los vectores de HN'S o lo que es lo mismo, hallar el vector tipico de HN S, pero antes
debemos definir si expresaremos dicho vector tipico en funcion de b,c,d (parametros del vector tipico de H) o
en funcion de «, B (parametros del vector tipico de S), lo dejaremos en funcion de a y S (esto se lo hace para
no equivocarse al resolver el sistema y al reemplazar en el resultado, si lo dejaremos en funcion de a y 8;
entonces hay que hallar el valor de b,c,d en funcién de a y ). Desarrollando...

(2d-c)+bx+ex ™ +dx’ =28 + (@ +2B8)x + (B)x° igualando polinomios obtenemos

2d-c izﬂ Como ¢=0 quedaria: 2d=28
b =a +20
. —0 b=a+2p
d =-5 d=-4 resolviendo por matriz aumentada...
b d
0 2 25 1 0 a+2p
1 0 a+2p|desarrollando,|0 1 —f | delaultima fila tenemos: 45=0—= 8 =0
01 -4 0 0 4p

de la primera fila tenemos: b= a+28, pero =0, entonces: b =a, de la segunda fila tenemos d =0

En resumen tenemos: b=a ¢c=0d=0 reemplazamos en el vector tipico que contenia a b,c,d

HAN 'S = { (2d-c)+bx+cx’+dx’ donde b= c=0d=0}  entonces

HNS={ax} estosignificaque HNS =gen {x} y x es linealmente independiente
Por lo tanto By~s={x}

Si se hubiese escogido dejar todo en funcién de b,c,d se llega al mismo resultado, inténtalo
b) HU W es un subespacio de P; ??

Por teorema: H U W es un subespacio de P; siy solosi HE W o W < H. Entonces, lo que debemos verificar
es si alguno de los subespacios es subconjunto del otro; pensemos, cual de las dos contenencias debemos
demostrar, o demostraremos ambas?, pues lo que debemos hacer es ver el subespacio que tenga mayor
dimension (ya que este subespacio sera el que podra contener al otro subespacio). En el ejercicio W es
generado por un solo vector el cual no es el cero vector, por lo que la dim W = 1. Se puede demostrar que
dim H = 3 haciendo...

H = { (2d-c)+bx+ex*+dx’ } expresamos como combinacién lineal
H= {bx + c(-1+ x*) + d(2+ x°)}) esto significa que
H=gen {x, -1+ x, 2+ x°} y esos tres vectores sgn L.i., por lo tanto son base de H, con dim H=3

Por
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Verificaremos si W H
Por definicion, Wc H < VweW = weH (todo vector de W pertenece también a H) esto es que todos los
vectores de W cumplan con la condicion de H, es decir
W =gen {l+x+x*+x’} = W = {a+ ax+ ax’+ ax’} debemos determinar si a+ax+ax’+ax’ € H
ataxtax*+ax’ e H o ataxtax™+ax’ cumple la condicion de H (que es: a-2d+c=0) en el vector, a=a, c=a
y d= a; entonces
ataxtax*+ax’ / a-2a+a= 0 (tautologia) como cumple la condicion, entonces W < H

Por lo tanto, HU S es subespacio de P; (ademas, H U S = H)

¢) dim H+W

Por teorema: dim H+W =dim H + dim W —dim HN'W ; y sabemos del literal anterior que W< H, con lo

que podemos deducir que HN'W = W, entonces dim H W=dim W =1
Reemplazando en el teorema tenemos:
dimH+W=3+1-1

por lo tanto dim H+W =3

d) W+S

Por teorema: W+S = gen {Bw W Bs} ytenemos:
Bw= {1+ x+ x*+x’} Bs={x, 2+2x-x’} entonces

W+S = gen {1+ x+ x™+ X, X, 242x-x’} pero este conjunto, es solo un conjunto generador, hay que
determinar si sus elementos son li y de ser posible simplificar los vectores pertenecientes a dicho conjunto;
esto lo hacemos construyendo una matriz en la que cada vector representa una fila y cada columna representa
un vector de la base canonica (o posicion del vector tipico), esto es...

1 x xX* ¥

1 1 1 1 1 00 »

0 1 0 O |aplicandogauss |0 1 O O |obtenemos entonces (cada fila representa un vector):

2 2 0 -1 001 %
W+S =gen {1+1x’, x, x* +3 x} hacemos la combinacion lineal
W+S = { a(1+1 x%) + b(x) + c¢(x* +3 x) } desarrollando
W+S={a+bx+cx’+(Latdc)x’}

Por lo tanto, W+S = { a + bx + cx*+ ($at+2d) X'/ a,b,c € R}
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< Sea V=M,,, Sean:
1 -1 a,, ap — .
=gen iy ] W=t[ 2 fae=ae. i1

) Ay
a) Determine si [i 3 pertenece a H+W
b) Determine, de ser posible, una base para H~'W

Empezaremos por hallar los vectores tipicos de Hy W.

1 -
H=gen {[2 o ] }  haciendo la combinacion lineal
H- | a -a \ o tini a -a
= el vector tipico es:
2a 0 Y P 2a 0
a;  ap .
W={ /aj=ap,1=1,2} desarrollando las condiciones tenemos:
a'21 a‘22
all a'12 .
W={ /ajj=ap y ay = ay } reemplazando en la matriz
dy ap
a; ap . a a o a o
W=/{ } por facilidad reemplazamos, W = { } vector tipico es:
4y Ay BB g B

) 1 1Y(0 O
Ademas, la base de W es Bw = { , }
0 0)\1 1
1 2
a) e H+W ??
4 6
Por teorema sabemos: H+W = gen {By UBw} esto es..

I 1) (1 1)(0 O 1 2
H+W = { , s } por lo que, si queremos determinar si € H+W, debemos
2 0)(0 0)\1 1 4 6

verificar si es combinacion lineal de los vectores del conjunto generador de H+W, esto es...

1 2 1 2 1 -1 1 1 00
eH+tW < =a +b +c desarrollando
4 6 4 6 2 0 0 0 1 1

1 2 a+b -a+b : .
= igualando posicion a posicion, obtenemos el sistema...

4 6 2a+c C
l=a+b
2=-a+b
4=2a+c
6=c de abajo hacia arriba, si c=6 = a=-1 = b= 1, pero con a=-1 y b=1 no se cumple la primer

ecuacion, por lo que el sistema no tiene solucion, la matriz no pertenece a H+W

1 2
Por lo tanto, ¢ HtW
4 6

b) Determine, de ser posible, una base para Hn'W
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Para hallar la base de HN W (By ~ w), primero debemos hallar H W.
Por definicion, HN'W = {AeM,,, / AeH y AeW}, similar al ejercicio anterior (mismo razonamiento y
procedimiento), debemos igualar los vectores tipicos

( 4 aJ = (a a] escogemos que dejaremos todo en funcion de a y obtenemos el sistema...

2a 0 g B

a=a

-a=a

2a=p

0=p en este caso, esta sencillo, /=0 = a=0 (y esto no se contradice en las demas ecuaciones),

entonces reemplazando en la matriz que estaba en funcion de a tenemos:

HNnW-= {(O OJ } es decir, la interseccion de H con W es el vector neutro o cero vector de My,

Como la interseccion es el cero vector, y sabemos que un subespacio formado por el cero vector no tiene
base, entonces:
Bunw=¢ o0 en otras palabras, H N W no tiene base, ademas dim HNS =0

Por lo tanto, By ~w= ¢

“Un pueblo inculto es
maés facil de dominar”

“Donde hay educacion, no hay distincion de clases”

“Quiz4 la obra educativa que méas urge en el mundo sea la de
convencer a los pueblos de que su mayores enemigos son los
hombres que les prometen imposibles”
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ESPACIOS ASOCIADOS A MATRICES

Espacio Renglon o Espacio Fila.- Sea A € M,,,,,,, se define como espacio fila de A

Ra =Fa =gen {filas de A}

Espacio Columna.- Sea A € My, se define como espacio columna de A

Ca = gen {columnas de A}

Espacio Nulo.- Sea A € M,,,,,,, se define como espacio nulo de A

N, =Ker (A)= {xeR"/Ax=0,0€R™}

Recorrido o Imagen de una Matriz.- Sea A € M4, se define como recorrido o imagen de A
Rec (A)=Im (A)={yeR"/Ax=y,xeR"}

Nulidad de A.- Sea A € My, se define como nulidad de A v (A)=dim N4

Rango de A.- Sea A € M,,,,,,, se define como rango de A p (A)= dim Rec (A)

Teoremas:

* Sea A € M,,;xn entonces C, = Im (A), el espacio columna de A es igual a la imagen de A
* Sea A € My, entonces dim C, = dim R, = dim Im(A) = p (A)

* Si A es equivalente por renglones a B, entonces R, =Rg, p (A)= p(B)y 0(A)=0(B)
* Sea A € M,,xn entonces U(A) +p(A)=n
* Sea A € M, entonces A es invertible si y solo si p (A)=n (o su equivalente U (A)=0)

1 5 4 8
s Seala matrizA=|-8 -7 1 2
3 3 0 0

a) Determine el Espacio Renglon de A y el Nucleo de A
b) Encuentre la nulidad de A y el rango de A

Empezaremos por el espacio Renglén o espacio Fila de A. Por definicion,

Ra =gen { filas de A} por teorema sabemos: Si A es equivalente por renglones a B = R, =Rg

Lo que haremos es aplicar gauss a la matriz A obteniendo asi otra matriz que es equivalente por renglones a
A, y utilizaremos las filas de esta Gltima matriz para hallar el espacio Ra

1 5 4 8 I 0 -1 =2
-8 =7 1 2| aplicando gaussqueda |0 1 1 2 entonces R, es
3 3 0 0 0 00 O
Ra=gen {(1,0,-1,-2), (0,1, 1, 2)} noétese que no tomamos en cuenta la ultima fila (por ser el cero

vector), haciendo la combinacion lineal tenemos:
Ra=1{a(1,0,-1,-2) +b(0, 1, 1, 2)} finalmente
Ra = {(a, b, -atb, -2a+2b)}
Por lo tanto, R, = {(a, b, -a+b, -2a+2b) / a,b € R}

Por definicion, el Nucleo de A es
Ni={x eR*/Ax=0,0eR’} es decir
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a a
1 5 48
{b/s 712b(000)}
d d
33 00
C C

La condicion Ax=0, que es un sistema homogéneo que se puede resolver por medio de la matriz aumentada
A|0 . Esto es...

1 5 4 80 1 0 -1 -2 0
-8 -7 1 2 0] queresolviéndolaqueda |0 1 1 2 0] quees:
3 3 000 00 0 O O
a- c- 2d=0 =a=ct+2d
c+2d
b+c+2d=0 = b=-c-2d reemplazando en el vector tenemos: Np = { ¢ ; 2d }
d

c+2d

Por lo tanto, N = { /e,deR}
c

d

Sabemos, a que es igual el espacio Columna de Ay ademas el espacio Nulo de A, podemos hallar entonces la
nulidad y el rango.
U(A)=dim N, y podemos ver que la dimension del N4 es 2, entonces

Uv(A)=2
Por teorema:  p (A) =dim Rec (A) = dim C, = dim Ry y se puede demostrar que dim R, =2
Entonces, p(A)=2

Ademas por teorema, U (A) + p (A) =4, lo que se cumple con los valores hallados
Por lo tanto, V(A)=2y p(A)=2

“La educacidn, mas que cualquier otro recurso de origen humano,

es el gran igualador de las condiciones del hombre, el volante de la
maaquinaria social”
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Sea A y B matrices equivalentes por renglones, esto es, la matriz B ha sido
obtenida utilizando el programa MATLAB para escalonar los renglones de la
matriz A.

1 2 3 3 1 4] 1 0 1 0 -3 -12]
4 6 10 9 0 0 01 1 0 —% -2
A=|3 4 7 6 -1 -4 B=(0 0 0 1 3 13
1 0 1 0 1 0000 0 O
2 4 6 6 2 8] 0000 0 0|
Determine:

a) Una base para el espacio renglon de A
b) Una base para el espacio columna de A; y la nulidad de A
¢) Si el vector (3, %, 0, -3, 1, 0) pertenece al nucleo de A

a) RA

En este ejercicio tenemos la matriz A y una matriz B que es equivalente por renglones a A; por lo que para
hallar R, utilizamos el teorema Si a es equivalente por renglones a B entonces R,=Rg (como ejercicio
anterior), esto es...

RA=1{(1,0,1,0,-3,-12),(0,1,1,0,-%,-24),(0,0,0, 1, 3, 13)} nuevamente, no utilizamos las filas
con valores cero, hacemos la combinacion lineal y sumamos

Ra = {(a, b, atb, ¢, -3a- % b+3c¢, -12a- 2 b+13c)}

Por lo tanto, R, = {(a, b, a+b, ¢, -3a- % b+3¢, -12a- 2/ b+13¢) / a,b,c €R}

b) Bcasy U(A)

Para hallar la Base del espacio columna de A, B¢ primero hallamos el espacio Cy, por definicion:

Ca = gen {columnas de A} esto es
IY(2)Y(3)(3)( 1
4116([10]|9]| O 0
Ca=gen{|3||4]||7||6||—-1||—4|} para separar los vectores 1d y simplificar el conjunto que
L{{O[[1]|1]]O 1
2){4)16)\6)( 2 8

tenemos, construimos una matriz cuyas filas seran los vectores del conjunto generador y luego la reducimos
aplicando gauss.

1 4 3 1 2 I 0 -1 0 2
2 6 4 0 4 01 1 00
310 7 1 6 . 00 0 10
aplicando gauss queda entonces, tenemos:
39 6 1 6 00 0 00O
1 0 -1 0 2 00 0 0O
4 0 -4 1 8 00 0 0O
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1 0)(0 a
0 1|1]]0 b
Ca=gen{|—-1||1||0|} haciendo la combinacion lineal y sumando nos queda: C, = {| —a+b |}
01]0]]1 c
2 )10)\0 2a
a
b
Por lo tanto, C, ={| —a+b |/ab,c eR}
c
2a
Por teorema, o (A) =dim Rec (A) =dim C, =dim Ry y se puede demostrar que dim R,= 3

Por lo tanto, p (A) =3
¢) @3, %,0,-3,1,0) € Ker (A)
Por definicion,

Ker (A) = {x eR’/Ax=0,0 eRS} queremos determinar si (3, %, 0, -3, 1, 0) € Ker (A), para esto,
debemos verificar si este vector cumple la condicion del Ker(A), es decir, verificar si:

_ (3
1 2 3 3 1 4
%
4 6 10 9 O 0 0
34 7 6 -1 -4 3 =(0,0,0,0,0) resolviendo...
1 0 1 O 1
2 4 6 6 2 8
- -L0
(0,0,0,0,0)=(0,0,0,0,0) se cumple la condicion, entonces si pertenece al Nu (A)

Por lo tanto (3, %,0,-3,1,0) € Ker (A)

“Hay que ver a los jévenes no como vasos vacias que hay que llenar,
si no como velas que hay que encender”

Por
Néstos MonTano AL M@)VI

085437820 PARA L |DESARROLILO DB LA JBK



