ESPACIO VECTORIAL
(V, @, ea) es un espacio vectorial si y solo si V es un conjunto no vacio de objetos, junto con dos
operaciones de Suma @ y multiplicacién por un escalar ea. y cumple con los siguientes axiomas:

A1) Vv, v.eV[vi®v,eV] CERRADURA DE LA SUMA

A.2) V vi VoeV [vi®v, = v,@v;] CONMUTATIVIDAD

A.3) V Vi Vo VzeV [Vvi® (v, v )=(vi®V, )@v; ] ASOCIATIVIDAD

A.4) 30y eV VveV [v® 0y =v] EXISTENCIA DEL NEUTRO ADITIVO

A5) VveV IV eV [v® v’ =0y] EXISTENCIA DEL INVERSO ADITIVO

M.1) Va.eR VveV [aeveV] CERRADURA DE LA MULTIPLICACION POR ESCALAR
M.2) Va.eRY vi Vo€V [ae( vi®V; )= aev;@oeVv,]PRIMER AXIOMA DISTRIBUTIVO
M.3) Vo,BeRVveV [ (a+B)ev= cev@Bev] SEGUNDO AXIOMA DISTRIBUTIVO

M.4) Va,BeRVveV [ae(Bev)= apev] ASOCIATIVIDAD

M.5) VveV[lev=v] EL NEUTRO MULTIPLICATIVO

TEOREMAS

1.-Si (V, @, ea) s un espacio vectorial, entonces se cumple que VoaeR [oe0y=0y]
2.-Si (V, @, ea) es un espacio vectorial, entonces se cumple que VveV [0ev=0y]
3.-Si (V, @, ea) es un espacio vectorial, entonces se cumple que YveV [(-1)ev=v’]

4.-Si (V, ®, ) es un espacio vectorial, entonces Vae RvveV [aev=0y=(a=0)v(v=0y)]
5.- Si (V, @, ea) es un espacio vectorial, entonces el vector nulo de V es Unico.
6.- Si (V, @, ea) es un espacio vectorial, entonces el inverso aditivo es Unico para cada vector de V.

SUBESPACIO VECTORIAL

H es un subespacio del espacio vectorial V si y sélo si, H es un subconjunto no vacio del espacio vectorial
V y H es un espacio vectorial con las mismas operaciones de suma y multiplicacion por escalar definidas
sobre V.

TEOREMA (CRITERIO DE SUBESPACIO VECTORIAL):
H es un subespacio del espacio vectorial V si y solo si H es un subconjunto no vacio de un espacio
vectorial V' y H cumple con los dos axiomas de cerradura:

A.1) ¥ hy ,h,eH[ h;® h,eH] CERRADURA DE LA SUMA
M.1) VaeR VheH [aeheH] CERRADURA DE LA MULTIPLICACION POR ESCALAR

COMBINACION LINEAL
Sea V un espacio vectorial. Si vy, Vv,, Vs, ..., V, vectoresde Vyay, o, os,..., a, €R, entonces se
define a la expresion : oV +aV, +03Vs +... 0V, COMO una combinacion lineal de vy, v, , V3, ..., V; .

CONJUNTO GENERADOR DE UN ESPACIO VECTORIAL
Sea V un espacio vectorial y S={v;, V», V3, ..., Vo} un conjunto de vectores de V, se dice que S es un

conjunto generador de V, si y s6lo si :VveV Jay, oy, 0z ,..., 0y €R [V =0Vy +0uVs +aiaVa +... 40V, ]

ESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO DE VECTORES

Sea V un espacio vectorial y S={v;, v,, vz, ..., vV, } un conjunto de vectores de V . El espacio generado
por S es el conjunto de todas las combinaciones lineales de vy, Vo, V3, ...,V
LS)=L{ V1, V2, V3, ... ,Va }={V/ V=0yVi+opVo +0iVa +...+0pVn; Og, O, 03 ,-005 Oy €R, }
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INDEPENDENCIA LINEAL
Sea V un espacio vectorial, S={v, vy, V3, ..., Vo} un conjunto de vectoresde V y oy, oy, ..., oy €R. S
es linealmente independiente en V si y solo si : oy +apVs +agvs +...+anV, = 0y = oy= o =...= o, =0

DEPENDENCIA LINEAL
Sea V un espacio vectorial, S={v;, V, V3, ..., V,} un conjunto de vectoresde V y oy, o, 03 ,..., 0y €R.
S es linealmente dependiente en V si y solo si : oyVy oV, +aivs +...+anV, = 0y = Jou0, 1=1,2,...,n

TEOREMAS
1.- Sea V un espacio vectorial. El conjunto {v;, v,}es linealmente independiente en V si y solo si, v y v,
no son multiplos escalares.

2.- Sea V un espacio vectorial. EI 0y es una combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores de V.

3.- Sea V un espacio vectorial. Si el conjunto A={ vy, V,, Vs, ..., V, }es linealmente independiente en V,
entonces cualquier subconjunto de A es linealmente independiente en V.

4.- Sea V un espacio vectorial. Si el conjunto { vi, v, , Vs, ..., V, }es linealmente dependiente en V' y los
vectores wy , Wy , ..., Wy pertenecen a V, entonces el conjunto {vi, Vo, Vs, ... , Vo Wi, Wy, ..., Wk} €S
linealmente dependiente en V .

BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL
Sea V un espacio vectorial y B={ vy, Vv, vz, ..., V, } un conjunto de vectores de V. B es una base de V
si y solo si B es un conjunto generador de V' y B es linealmente independiente en V

DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL
Sea V un espacio vectorial. Se define como la dimensién de V al nimero de vectores en una base de V.

TEOREMAS
1.-Si V es un espacio vectorial de dimensidn finita y H es un subespacio de V = 0 <dimH < dimV

2.-Si V es un espacio vectorial y V= £ { Vi, V2, V3, ...,V }=> 0<dimV <n

3.- AeM,, y tiene n filas ( o columnas ) linealmente independientes en R" = det(A)=0 = A es inversible .

4.- Si {vy, V5, V3, ..., V,}€S Un conjunto de vectores linealmente independiente en un espacio vectorial V,
entonces dimV > n

5.- Sea V un espacio vectorial. Si B={ v, V2, V3, ... , V, }es una base de V =A cada vector veV se lo
puede expresar de manera Gnica como una combinacion lineal de los vectores de f.

6.- Sea V un espacio vectorial. Cualquier conjunto generador de V contiene una base de V

7.-Sea V un espacio vectorial de dimension n —=Cualquier conjunto con n vectores linealmente
independientes en V es una base de V

8.- Sea V un espacio vectorial de dimensién n =Cualquier conjunto con n vectores que genere a V, s
una base de V.
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CONJUNTO INTERSECCION DE SUBESPACIOS VECTORIALES
Sean H y W dos subespacios del espacio vectorial V, se define como la interseccién de H con W a:
HAW={veV/ve H Ave W}

TEOREMA
Si Hy W son subespacios del espacio vectorial V, entonces HAW es un subespacio vectorial de V.

CONJUNTO SUMA DE SUBESPACIOS VECTORIALES
Sean H y W dos subespacios del espacio vectorial V, se define como la suma de H con W a:
H+W={veV/v=h+w, he H we W}

TEOREMA
Si Hy W son subespacios del espacio vectorial V, entonces H+W es un subespacio vectorial de V.

CONJUNTO UNION DE SUBESPACIOS VECTORIALES
Sean H y W dos subespacios del espacio vectorial V, se define como la unién de H con W a:
HuUW={veV/ve Hvve W}

TEOREMA
Si H, W son subespacios del espacio vectorial V 'y (Hc W) o (Wc H), entonces HUW es un subespacio
vectorial de V.

TEOREMAS
1.- Sean H y W dos subespacios del espacio vectorial V de dimension finita, entonces se cumple que:
dim H+W =dimH+dimW -dim HAW

2.- Sean H y W subespacios del espacio vectorial V, entonces H+W es el espacio generado por la unién
de los conjuntos generadores de Hy W.

3.- Si H es un subespacio vectorial de V 'y V es de dimension finita y de dimension diferente de cero,
entonces existe al menos una Base de H (By) y una base de V (By) tal que By < Byv.

4.- Sea V un espacio vectorial de dimension finita y H un subespacio de V. Si dimH=dimV, entonces
H=V.

SUMA DIRECTA
H®W es un subespacio suma directa de V si y solo si, Hy W son dos subespacios del espacio vectorial V
y HAWw={0y }.

TEOREMAS

1.- Si H®W es un subespacio suma directa de V, entonces una base de la suma directa es la unién de las
bases de H y W [Bpew=BrUBw]

2.- Si H®W es un subespacio suma directa del espacio vectorial V de dimension finita, entonces se
cumple que dim H®W =dimH+dimW

COORDENADAS DE UN VECTOR CON RESPECTO A UNA BASE ORDENADA

Sea V un espacio vectorial de dimension ny sea ={ vi, Vo, V3, ... , Vo } Una base ordenada de V . Se
define a [ v ] como vector coordenadas de v con respecto de la base f tal que :

[V ]B = (al, O, 03 ,..., Olp )EiRn Si Yy solosiv = a1Vy oo togVvs +...+opVy,
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TEOREMAS

1.- Sea V un espacio vectorial de dimension n'y B una base de V. Si vy, Vs, ..., Vi vectores del espacio
vectorial Vy ay, oy,..., ax nUmeros reales, entonces se cumple que:

[ouVat+ apvot... +ouVids=ou[Vils+ ap[Vo]st... tou[Vils

2.- Sea V un espacio vectorial de dimension ny B una base de V, entonces se cumple que
vveV {[vlg=0y, = v=0v}

3.- Sea V un espacio vectorial de dimension n y B una base de V. Se cumple que, {vi, vy, ..., Wk} €S
linealmente independiente en V, si y solo si, {[vi]g , [V2]a: ..., [Vk]g } €s linealmente independiente en R".

MATRIZ CAMBIO DE BASE (MATRIZ DE TRANSICION)

Sean By={uy, Uz, Us, ... .Uy } Y B2={ V1, V2, Vs, ..., vy} dos bases ordenadas de un espacio vectorial V ,
de donde se define como matriz de transicion de la base B, a la base B, a la matriz de nxn cuyas columnas
estan dadas por :

[u]g. donde j=1,2,3,...,n

TEOREMAS
1.- Sea Agi_p. la matriz de cambio de base de B, a 3, , entonces se cumple que :
[V]ﬁzz Agip2 [V]m

2.- Sea Agi_p, la matriz de cambio de base de 3, a 8, , entonces se cumple que :
Apgrpr = (ABIHBZ)_l

3.- Sean By, B,, B3 bases de un espacio vectorial V, Cg;_,g3 la matriz cambio de base de B; a B3, Cgo_p3la
matriz cambio de base de B, aB; y Cgi_,g, la matriz cambio de base de B; a B,, entonces se cumple que:
Cg1583= Cg283. Cr1582

ESPACIO FILA ( ESPACIO RENGLON , ESPACIO LINEA) DE UNA MATRIZ mxn
Sea A eMpy, Y sean {ry, 2, rs,..., I'm Hos renglones de A , entonces se define como Espacio Renglén o
Filade A :

EFA= RA=L{r1,r2,r3,...,rm}

ESPACIO COLUMNA DE UNA MATRIZ mxn
Sea A eMpy, Y sean {c;, C;, Cs,..., Cy } las columnas de A , entonces se define como Espacio Columna
de A:

ECA:CA: L{Cl,Cz,Cg,...,Cn}

RECORRIDO DE UNA MATRIZ mxn
Sea A €M, , Se define como Recorrido de A :
Rec(A) ={Y eR™/AX=Y para algiin XeR"}

RANGO DE UNA MATRIZ
Sea A €My, , entonces se define como rango de A a la dimensién del Recorrido de la matriz A
p(A) = rango de A = dim Rec(A)

NUCLEO DE UNA MATRIZ mxn
Sea A eMux, , e define como Nucleo de A :
Nu(A) ={XeR"/AX=0,0eR™}
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NULIDAD DE UNA MATRIZ
Sea A €M , entonces se define como nulidad de A a la dimensién del Nucleo de la matriz A
v(A) = nulidad de A = dim Nu(A)

TEOREMAS

1.- Sea A eMpy, entonces se cumple que Rec(A)=EC*

2.- Sea A €Mpy, entonces se cumple que dimEC*=dimEF”

3.- Sea A My, entonces se cumple que v(A)+p(A)=n, n es el nimero de columnas que tiene A € My -

TEOREMA
Si A es equivalente por renglones a B, entonces EF*=EF®, p(A)=p(B) y v(A)=v(B)

TEOREMA
El sistema AX=B tiene al menos una solucion si y solo si BeEC*.

TEOREMA

Sea A una matriz de nxn. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes (Es decir, si una se
cumple, todas se cumplen)

i.- A esinvertible

ii.- La Unica solucién del sistema homogéneo AX=0 es la solucién trivial (X=0)

iii.- El sistema AX=B tiene una solucién Unica, donde BeR".

iv.- A es equivalente por renglones a la matriz identidad de nxn.

v.- Los renglones ( y columnas) de A son linealmente independientes en R".

vi.- detA=0
vii.- v(A)=0
viii.- p(A)=n

TRANSFORMACION LINEAL

Sean V y W espacios vectoriales . Se define como transformacion lineal Tde Ven W ( T:V—>W) a una
funcién que asigna a cada vector veV un vector unico T(v)eW y que satisface :

ALY vy VeV [T(Vi+vy)=T(vy)+T(v2)]

A2)VaeR VYveV[T(av)= aT(V)]
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